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1 Integration von Funktionen

Eine Funktion ist fir uns eine Abbildung: R™ — R. Die Funktionswerte sind also reelle
Zahlen. Das: ist dabei eine beliebige natirliche Zahl. Bei der Integraeiner Funktion
wollen wir stets darauf hinaus, dass wir Uber QuaderKith bzw. Rechtecke (inR?),
bzw. Intervalle (inR) integrieren. Das ist dann besonders leicht, weil wir dtednation
Uber solche Mengen auf die Integration tGber IntervallR ipuriickfihren konnen. Damit
wir wissen, Uber was wir in diesem kleinen Aufsatz redear kiorab zwei kleine Defini-
tionen.

Definition: Es seienM und N zwei Mengen. Das kartesische Produkt vidnund NV ist
dann wie folgt definiert:

M x N :={(z,y) : x€ M,y € N}.

Definition: Zwei MengenV/ und N heifl3en disjunkt, wenn sie kein gemeinsames Element
(keinen gemeinsamen Punkt) besitzen, d.h., iémm N = ().

Ein Rechteck inR? lasst sich mit dem kartesischen Produkt darstellericalg x [c, d].
Ebenso lasst sich ein Quader i darstellen]a, b] x [¢, d] X [e, f]. Im folgenden Beispiel
wird deutlich, wie eine Funktion Giber einen Quader intednvird.

Beispiel 1.1 Integration vonf(z, y, z) = xyz Uber den Quade€) = [0, 1] x [1,2] x [2, 3].

Losung:

/Q//f(x»%z)d(%y&) = /01/12/23xyzdzdydx
[ (] )
= (/0 xdﬂf)(/l ydy)(/2 zdz)

15

8

Sollen wir eine Funktion Uber eine Menggintegrieren, die kein Quader (bzw. Rechteck,
bzw. Intervall) ist, so miissen wis parametrisieren. Dabei kommt es erstens auf,Die
mension“ der Menge3 an. Zum Beispiel ist die Kugeloberflache i&# 2-dimensional.
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Das ist zwar etwas schwammig ausgedriickt, da wir keine Bsme fir Mengen definiert
haben, die keine Vektorraume sind, aber hier soll uns distgbung reichen. Die Dimen-
sion vonB soll fur uns hochstens 3 sein.

Ist B eindimensional und kein Intervall, so parametrisieren ®imit einer Abbildung
~v: I — B, wobeil ein Intervall (oder eine Vereinigung von disjunkten Inedlen) ist.
Ist B zweidimensional, dann missen wir eine Parametrisiesung — B finden, wobei
R ein Rechteck (oder eine Vereinigung von disjunkten Redetecist. IstB dreidimen-
sional, so istB durch eine Abbildung : Q — B zu parametrisieren, wobéj ein Quader
(oder eine Vereinigung von disjunkten Quadern) ist.

Nun kommt es nicht nur auf die Dimension des IntegratiorabbesB an, sondern auch
auf die Dimension des Raumes, in dem sigtbefindet, also darauf, oB in R, R? oder
R3 liegt. Im Folgenden sei diese Dimension, alsB c R". Die ,Dimension“ vonB be-
zeichnen wir mitdim B. dim B ist natirlich stets hochstens so grof3 wie die des Raumes
(dim B < n), denn es kann ja schlieRlich beispielsweise nichts 3-daomales imR?
liegen.

1.1 dmB=n

dim B = n bedeutet fur uns, dads entweder eine disjunkte Vereinigung von Interval-
len inR, eine Flache inR? oder ein dreidimensionaler Korper iR? ist. Im ersten Fal-
le kennen wir die Integration bereits aus der Schule oderAm&tySB l. Eln Beispiel
ware f(z) = 2%, B = [0,1] U [2,3]. Dann ist [, f()d% = [, f(z)dx + [ f(2)dz =
[23/3]8 + [#3/3]3 = 1/3 +27/3 —8/3 = 20/3. In den anderen belden Fallen grelft hier
die Transformationsformellst B eine Flache imR? undy : [a,b] X [¢,d] — B eine
Parametrisierung voB, so ist

[ ) - / / 3, 0)) | det (u,0)] dovdo

Ist B ein dreidimensionaler Bereich if® und~ : [a,b] x [c,d] x [e, f] — B eine
Parametrisierung voB, so ist

/fxy, (5,9, 2 ///f w0, w)) - | et (u, v, )| dow o ds.

~" ist dabei einex x n-Matrix. Die Determinante ist also recht einfach zu bestengrda
ja entwedern = 2 odern = 3.
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1.2 dmB=2,n=3

In diesem Falle isB eine Flache inR?. Haben wir nun eine Parametrisierung [a, b] x
[c, d] — Bvon B, so integrieren wir eine Funktiofi: B — R wie folgt:

/de:/b/dm(s,t)y%x%‘dtds.
5 )

|22 x 91| heilt dagOberftichenelementon B bezuglichry.

1.3 dimB=1,n=3,2

Hier ist B eine Kurve imR? oderR3. Ist : [a,b] — B eine Parametrisierung vaB, so
integrieren wir eine Funktiori : B — R wie folgt:

[ri= fro

|7| heil3t dadBogenelemerder KurveB bezuglichy.

)| dt.

1.4 Beispiele

In diesem Abschnitt geben wir ein paar kleine Beispiele anden Umgang mit den oben
besprochenen Integralen zu festigen.

Beispiel 1.2 Integriere f(z, y, 2) = xy Uber den Einheitskreis in dery-Ebene de®3.

L 6sung: Der Einheitskreis3 in der z-y-Ebene de®R? ist ein eindimensionales Gebilde.
Daher istdim B = 1 undn = 3. Eine Parametrisierung des Kreises ware z.8) =
(cost,sint,0) mitt € [0,27]. Esisty(t) = (—sint, cost,0), und damit

2w o

1
/fds:/costsint-\/(—sint)2+cos2t+02dt: [Qsin%] = 0.
B 0

0

Dieses Ergebnis ist auch logisch, denn zu jedem Punkt 0) € B ist auch(—zx,y,0) €
B,undf(x,y,0) + f(—z,y,0) = xy — zy = 0, d.h. die Funktionswerte heben sich auf.
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Beispiel 1.3 Integriere f(z,y) = x*y? Uber den Einheitskreis ifR?.

L 6sung: Der Einheitskreis inR? ist ein eindimensionales Gebilde. Esist alsm B = 1
undn = 2. Eine Parametrisierung des Kreises ist beispielswgise= (cost,sint)? mit
t € [0,27]. Esisty(t) = (—sint,cost)T, also

2 o

/fds = /COSZtSiHZt v/ (—sint)? 4 cos? tdt = {3—12(415 — sin(4t))] = 7/4.
B

0
0

Beispiel 1.4 Integriere f(z,y) = x* + y? Uber die Einheitskreisscheitig¢im R

Losung: B ist ein zweidimensionales Gebilde. Somit éstn B = n = 2. Heil3t: Die

Transformationsformel muss her! Parametrisieren konmenB durch die Abbildung
Y(r,p) = (rcose,rsing)” mitr € [0,1] undy € [0,2x]. Wir wollen also tber das
RechtecK0, 1] x [0, 2x] integrieren. Dazu brauchen wir nach Abschnitt 1.1 den Bedex

Determinante der Jacobi-Matrix. Es ist

cosp —rsine

/ —
| det(y (Tv ()0))| - sin 90 r COS 90

H = |rcos® p +rsin® | =7,

also

2w 2w

1 1
/f(x,y)d(x,y)://(rzcoszap+r2sin2gp)-rdrdgpz//rgdrdap:ﬂ/z
B 00 00

Beispiel 1.5 Integriere f(z, y, z) = 2 + 3 Uber die Einheitskugelobeaithe B im R3.

Losung: Hier istdim B = 2 undn = 3. Eine mogliche Parametrisierung vah ist
(60, ¢) = (sin 6 cos ¢, sin fsin ¢, cos §)T mit § € [0, 7] und¢ € [0, 2x]. Wir miissen nun
das Oberflachenelement vaéhbeziglichy berechnen. Es ist

cosf cos @ P — sin @ sin ¢
20 = cos fsin ¢ D g sinfcos¢ |,
—sin 6 ¢ 0
also
sin? @ cos ¢
%x?—v = || sin®#sing ‘:\/sin49+c05298in29:sin9.
¢ cos f sin ¢
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Somit folgt

™

o
/de = // (sin? @ cos® ¢ + sin® O sin” ¢) - sin 6 df d¢
B 0 0

- (Juess) o

0
1 s
= {— cos 9—0089] -2
3 0
8
3

Beispiel 1.6 Berechne das Volumen der EinheitskugeRim

Losung: Es seiB die genannte Einheitskugel. Es w&tn B = n = 3. Das heil3t fur
uns: Transformationsformel! Die zu integrierende Funkist die konstante Einsfunkti-
on f(z,y,z) = 1, denn das Volumen eines Korpers ist definiert durch dagatelieser
Funktion Gber den Korper. Wir haben alfgf(x, y, z)d(z,y, z) zu berechnen. Wir para-
metrisieren die Kugel wie folgt:

rsin 0 cos ¢
Y(r,0,¢) = | rsinfsin ¢

rcosf
mit (r, 0, ¢) € [0, 1] x [0, 7] x [0,27], was ein Quader ist. Damit ist

sinfcos¢ rcosfcos¢p —rsinfsing
Y(r,0,¢) = | sinfsing rcosfsing rsinfcos e
cosf —rsinf 0

Um die Determinante dieser Matrix zu berechnen, entwicketmach der letzten Zeile:

rcosfcos¢ —rsinfsing
rcosf@sing rsinfcos ¢

det~'(r,0,¢) = cosf

sinf cos¢ —rsinfsin ¢

+rsind sinfsin¢ rsinfcos ¢

= cos 0(r? cos 0 sin 0 cos® ¢ + 7% cos § sin  sin® ¢)
+ 7sin O(r sin® § cos® ¢ + rsin? O sin” ¢)

= r?cos® fsin 0 + r? sin® 0

= r?sin f(cos? f + sin? )

= r2gin .
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Das VWolumen vorB ist also

2 ™ 1

/ d(z,y,z) = ///r2 sin 0 dr df do
B 00 0
2 7r

1

- J(Jol ) )

2

0
1 5 1 ™
—r - |—cos@| -27
3 0
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2 Integration von Vektorfeldern

Bei der Integration von Vektorfeldern unterscheiden wirsnolien Kurven- und Flussinte-
gralen. In der Definition derer spielen wir die Integratiarf die von Funktionen zuriick.

2.1 Kurvenintegral

Es seiK eine orientierte Kurve ink? oderR3, die durchy : I — K parametrisiert werde.
Dabei seil ein Intervall oder eine Vereinigung disjunkter Intervallientiert heil3t hier,
dass die Richtung, in der die Kurve durchlaufen wird, vometrerein festgelegt ist. Das
Kurvenintegral eines Vektorfeldes: R? — R? bzw.7 : R® — R? Gber K wird nun wie
folgt definiert:

Die Verknupfunge stellt dabei das Standard-Skalarprodukt dar. Der Intebiarechten
Integral ist eine Funktion mit der Veranderlichegndie tber ein Intervall oder eine dis-
junkte Vereinigung von Intervallen integriert werden so#infach! Ist K’ Ubrigens die
entgegengesetzt durchlaufene (bzw. orientierte) Kuraencgilth, Tds = — fK 7ds.

2.2 Flussintegral

Es seil’ eine durchy : S — F parametrisierte Flache if®. Dabei istS eine Flache —
wenn moglich ein Rechteck — iik?. Dasvektorielle Oberﬁchenelemer@ﬂ X 87 istdann

ein Normalenfeld der Flach&, nur eben parametrisiert. In welche Rlchtung der Flache
es zeigt, ist nicht klar, denn auéh: S — F mit 3(y,z) = y(z,y) und S = {(y,z) :
(z,y) € S} ist eine Parametrisierung van, und

87 37 87 87

Ay Bx 8x Ay’
Dieses Problem kann man nur dadurch beheben, dass man angAestlegt, in welche
Richtung das Normalenfeld der Flache zeigen soll. Man sagh, manorientiert die
Flache. Ist das geschehen, so wird das Flussintegral eeigsrfeldess : R® — R? wie
folgt definiert:

UdO::/UdO::/U x, o< —X—)d d
/ 7 [ date)e (250 % 5L ) dady

Hier soll bei+ Plus oder Minus gewahlt werden — je nachdem, wie man digh€l&orher
orientiert hat. Der Integrand im rechten Integral ist ein@l&ion mit den Veranderlichen



8 Wie wird was lUber was integriert?

x undy, welche tUber eine Flache iiR?, namlichS, integriert werden soll. Ein solches
Integral berechnen wir gemaf Abschnitt 1.14i# 2, falls S kein Rechteck ist.

Allgemeine Bemerkung: Man sollte sich stets Uiber die Dimensionen im Klaren sein.
Wenn man also eine Integrationsaufgabe vor sich liegersblite man zuerst die Dimen-
sionn des Raumes ablesen, in dem sich der Integrationsbefedfindet, und dann die
,Dimension“ vonB selbst bestimmend{m B). Erst dann wei? man, welche Form der
Integration anzuwenden ist. So haben wir das in den Beapiel Abschnitt 1.4 auch
gemacht.

3 Fir Physiker und interessierte Ingenieure

In den obigen Kapiteln war stets < 3. Wie integriert man aber nun eine Funktion Uber
eine parametrisierte Menge iR", wo n > 3? Auch dies ist ganz einfach. Dazu seien
@ ein Quader in einenR* (k < n), B C R" eine durchy : Q — B parametrisierte
Menge undf : R — R eine (integrierbare) Funktion. Mit unseren Bezeichnunges
den vorigen Kapiteln ist alsdim B = k.

Ist k = n, so ist wieder die Transformationsformel anzuwenden:

/ §() di = / F((@)) - | det v/ (i0)| i
B Q

Die Jacobi-Matrixy' () ist dann fir jedes € @ einen x n-Matrix, deren Determinante
sich beispielsweise mithilfe des Laplaceschen Entwidibsatzes berechnen lasst.

Nun zum Fallk < n. In diesem Fall sieht digRegel” fur die Integration wie folgt aus:

/ fdO = / F(/(@) - Vet (7 (@)T(@)) da. 1)
B Q

Hier ist+/(i) einen x k-Matrix (hat also mehr Zeilen als Spalten). Also4étu)”+/ ()
einek x k-Matrix, und die Determinante lasst sich wieder mit dem |laapschen Ent-
wicklungssatz berechnen. Dass diese stets nichtneggtimagshe man sich mit ein paar
Betrachtungen aus der linearen Algebra klar. Wir wollen nach einsehen, dass sich die

Formel (1) fur die Falle
(k,n) €{(1,2),(1,3),(2,3)}

mit denen aus den Abschnitten 1.2 und 1.3 deckt und keinlgerakinerter Hokuspokus
ist. Im Fallk = 1 undn € {2,3} ist(t) einen x 1-Matrix, also ein Vektor. Das gleiche
gilt fur 4(t) = +/(¢). Also gilt

Vet (v(@)7(@) = v/det (5(1) # 4(8)) = V(1) o 4(t) = /|7 (O = [ (1)l
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was zu zeigen war (siehe Abschnitt 1.3). Wir kommen nun zuliniFa 2 undn = 3. Das
ist ein kleines bisschen rechenaufwandiger. Wir wolles dabei des folgenden Lemmas
bemachtigen:

Lemma 3.1 Es seiA eine reelle3 x 2-Matrix, gegeben durctd = [, ¥] mit Vektoren
i, 7 € R3. Es gilt dann
det(ATA) = |@ x .

Beweis:Zunachst einmal gilt

al . a”
ATA = [ﬂ»T] 4, ] = |:UT

Sy
S Sy

det(A"A) = (a"a) (070) — (" a) (@"0) = |a]*|o]” — (T e 0)*.

Seiend = [uy, uz, uz]” undv’ = [vy, v2, v3]T. Dann gilt

also

2
U2V3 — U3V2

|ﬁ X 17|2 = U3vV1 — U1V3 = (u2v3 — U3’U2)2 + (U3U1 — U1U3)2 + (Ul'Ug — u2v1)2
U1V — U2V

2.2 2.2 22 2,2
= U3V3 — 2UpU3UzVy + UzV; + UV — 2U3V U V3 + UTU3

2.2 2.2
+ ujv; — 2U 02UV + UFV]
2 2 N2 2 2
= (u] + uj + u3)(v] + vy + v3) — 2urV3uUzvy — 2UzV1UV3 — 2U  ValaVy

2 9 2 9 2 9
— UV — UgVUy — UV

= |@)*|0]* — [ujvi + 2u11)2u21)1 + u3v3 + 2(ugv1 + ugva)usvs + uzvs )
= [@)*]0]* = [(u1v1 + u2v2)? + 2(u1v1 + ugv2)uzvs + u3vs
|U| |U [ (wv1 + ugva) + Usvs}z
= |@*|0]* — (d  0)?,
und daraus folgt die Behauptung. O

Das war’s aber eigentlich auch schon. Dennahit (s, t) ist+/(«) eine3 x 2-Matrix, und
mit dem Lemma folgt

Vdet (v/(@)Ty' (@) =

oy 87 87 07
03 ot 03 ot

was zeigt, dass die Formel (1) im Fall= 2 undn = 3 mit der in Abschnitt 1.2 Uiberein-
stimmt.



