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1 Problemstellung

Ein lineares Optimierungsproblem besteht darin, zu gegebenem c € R" ein x € R"
zu finden, so dafl ¢'x unter bestimmten Nebenbedingungen minimal oder maxi-
mal wird. Da die Komponenten von x oftmals Variablen fiir Anzahl, Wéahrung
oder Ahnliches darstellen, wird meistens x > 0 vorausgesetzt. Das bedeutet, daf
alle Komponenten von x grofler oder gleich Null sind. Wir wollen hier ein kleines
Beispiel angeben, um den Leser mit der Gestalt einer solchen Aufgabe vertraut zu
machen.

Beispiel: (Lineare Optimierungsaufgabe und deren mathematische Formulierung)
Aufgabe: Fin Bauer hat 50 ha Land zu bebauen, wahlweise mit Weizen, Riiben
oder Mais, wobei die Anbauflache fiir Riitben 20 ha nicht {iberschreiten darf. Es
stehen Arbeitskriifte fiir insgesamt maximal 1300 Stunden zur Verfiigung, wobei
20 Stunden je Hektar Weizen, 40 Stunden je Hektar Riiben und 30 Stunden je
Hektar Mais bendtigt werden. Der erzielbare Gewinn betréigt je Hektar Weizen
5000 DM, je Hektar Riiben 8000 DM und je Hektar Mais 6000 DM. Wie erreicht
der Bauer den gréfiten Gewinn?

Mathem. Formulierung: Es sei x; die Anbaufldche fiir Weizen, x5 die fiir Riiben und
x3 die fiir Mais. Der Gewinn ¢’x ergibt sich dann mit ¢ = (5000, 8000, 6000)”. Die
Nebenbedingungen sind 1 + x5 + 23 < 50, 29 < 20 und 202, + 4025 + 3023 < 1300.
Wir haben also das lineare Optimierungsproblem

c’'x = max
r1+ 22+ 23 < 50
29 < 20 (%)
201 + 4029 + 3023 < 1300
x>0

zu losen.

Bei der Form einer Optimierungsaufgabe wie im Beispiel storen uns natiirlich die
Ungleichungen und die Uniibersichtlichkeit. Diese lassen sich aber durch folgende
dquivalente Umformungen des Problems ausmerzen:

1. Ein Maximumsproblem kann in ein Minimierungsproblem iibergefiihrt wer-
den (und umgekehrt), indem ¢ in —c tibergeht:

c¢'x =max <= —c'x=min .

2. Eine Ungleichung ayx; + - -+ 4+ a,x, < b kann durch Einfithrung einer soge-
nannten Schlupfvariablen y > 0 zu einer Gleichung ayx1+---+a,x, +y =5
iibergehen.
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3. Gibt es fiir eine Komponente x; von x keine Vorzeichenbedingung, so kann
man x; =y — z mit y,z > 0 schreiben.

Mit solchen Umformungen kénnen wir nédmlich das Optimierungsproblem in die
iibersichtliche und einheitliche Gestalt der folgenden Normalform bringen, die mit
ceR" beR” und A € R™*" folgendermafien aussieht:

T

c'X = min
Ax = b (1)
x > 0 .

Beispiel: (Fortsetzung des obigen Beispiels) Die Optimierungsaufgabe war durch
() gegeben. Wir fithren nun die Schlupfvariablen z4, x5 und xg ein, um die Un-
gleichungen zu Gleichungen zu machen. Natiirlich ist dieses Problem nun kein
dreidimensionales Problem mehr, sondern ein sechsdimensionales. Mit den Gréflen
¢ = (—5000, —8000, —6000, 0,0,0), x = (1, 9, T3, T4, 5, T6) T,

1 1 1 100 50
A=[0 1 0 010] ud b=|[ 20 (2)
20 40 30 0 0 1 1300

haben wir das obige Maximierungsproblem in ein dquivalentes Minimierungspro-
blem in Normalform iibergefiihrt.

Wir wollen uns jetzt nur noch mit Optimierungsproblemen in Normalform befassen,
da ja jede lineare Optimierungsaufgabe in Normalform zu fassen ist.

Weiter setzten wir nun noch fiir alle weiteren Untersuchungen die Bedingung
RangA = m voraus, denn ist RangA < m, also die Zeilenvektoren linear abhéngig,
so ist das System Ax = b entweder unlésbar, oder es kénnen Zeilen von A und
entsprechend Komponenten in b gestrichen werden, so dafl die obige Voraussetzung
wieder erfiillt ist. Daraus folgt weiterhin m < n. Mit diesen Voraussetzungen ist
das lineare Gleichungssystem Ax = b stets losbar.

Definition: Es sei ein lineares Optimierungsproblem in Normalform (1) gegeben.
Die zu minimierende Funktion c'x nennen wir Zielfunktion. Weiter heifit jeder
Vektor x € R™ mit Ax = b und x > 0 zuléssig. Die Menge der zulissigen Vektoren
M = {x € R"Ax = b, x > 0} wird dementsprechend zuléssiger Bereich des
Optimierungsproblems genannt. Ist X € M und c'x < cTx fiir alle x € M, so
heifit x Losung des Problems (1).

2 Basisvektoren

Im Folgenden werden wir eine fiir ein lineares Optimierungsproblem sehr wichtige
Menge von zuléssigen Vektoren diskutieren—die Menge der Basisvektoren. Diese ist
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endlich und enthélt im Falle der Losbarkeit des Problems eine Optimallosung, wie
wir noch sehen werden.

Definition: Ein Basisvektor ist ein zuldssiger Vektor x, zu dem es eine m FEle-
mente enthaltende Indexmenge I C {1,...,n} gibt, so daf

(1) die Spaltenvektoren a; von A fir j € I linear unabhdngig sind und

(ii)x; =0 fir alle j ¢ 1.

Ist ein Basisvektor X eine Losung des Optmierungsproblems, so heifit X auch Ba-
sislosung.

Es sei X ein zuldssiger Vektor. Die Menge M’ = {x|Ax = b} ist dann X + KerA,
denn ist x € x + KerA, so gibt es v € KerA, so dal x = x + v. Damit folgt
Ax = AX+ Av = b+ 0 = b, also x € M. Ist andersherum x € M’, so ist
v:=x— X € KerA, also x = X + v und somit x € X + KerA.

Der zuléssige Bereich 143t sich in Anbetracht dieser Feststellung assoziieren mit
einer Geraden oder Ebene im R®. Die Basisvektoren als Punkte gesehen sind dann
im Falle einer Geraden in der Menge der Durchstopunkte der Geraden mit den
Hauptebenen und im Falle einer Ebene in der Menge der Schnittpunkte eben die-
ser mit den Hauptachsen enthalten, in beiden Féllen beschrinkt auf den ersten
Oktanten (siehe Abbildung 1). Im Allgemeinen ist der zuldssige Bereich ein abge-
schlossenes Polyeder und die Basisvektoren dessen Ecken.

Satz 2.1 Ist der zuldssige Bereich nicht leer, so existiert ein Basisvektor.

Wir geben nun einen Beweis dieses Satzes an, der auf folgendem Prinzip beruht:
Wir suchen uns einen Vektor v € KerA und laufen mit v von einem zuléssigen %
ausgehend linear auf M’ entlang bis eine neue Komponente Null ist. Dabei gewéhr-
leisten wir, dafl die Nullkomponenten von X nicht verindert werden, und dafl in
dem neuen zuléssigen Vektor eine Nullkomponente mehr enthalten ist ( siehe Ab-
bildung 1 ).

Beweis: Es sei x ein zuléssiger Vektor und [(x) = {i|z; > 0} fir x € M.

a) Sind die Spaltenvektoren a; von A linear unabhéngig fiir i € I := I(X), so ist
|I| < m wegen RangA = m. Daher ist X bereits ein Basisvektor, denn fiir |I| = m
ist das klar, und ist |I| < m, so konnen wir die a;(i € I) durch andere a;(j ¢ I)
zu einer Basis des R™ ergénzen und [ entsprechend erweitern.

b) Es seien die a;(i € I) linear abhéngig. Dann gibt es einen Vektor v € KerA mit
v; =0 fiir j ¢ I und v; > 0 fiir mindestens ein ¢ € I. (Sind alle v; < 0 fiir i € I, so
wéhle man —v) Mit diesem v sei x(A) = x — Av. Fiir hinreichend kleine A € R ist
x(A) zuldssig, z;(A) = 0 fiir alle j ¢ I und A € R, und z;(\) = 0 ist gleichwertig
mit A = z;/v; fiir ¢ € I. Wir definieren also

p:min{ﬁ V; >O} >0
i€l V;
und zeigen, dafl X = x(p) zuléssig ist. Zunéchst ist doch z; = 0 fiir alle j ¢ I. Ist

v; < 0 fiir ein 4, so gilt weiter z; = &; — pv; = &; + p|v;| > 0, und im Fall v; > 0 gilt
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Zs3 T3

M’ = x+KerA

X+ Avg + Ay
(.%1 = T9 = 0)

X2

X1 X1

Abbildung 1: Zuléssiger Bereich und Basisvektoren

T; = &; — pv; > & — (T;/v;)v; = 0. Damit ist X > 0 und AX = Ax = b. Auflerdem
ist in X mindestens eine Nullkomponente mehr als in %, also |I(X)| < |1(X)]|. Dieses
Vorgehen wiederholen wir immer wieder bis die a;, i € I(x), linear unabhéngig
sind, bis wir also nach Teil a) einen Basisvektor gefunden haben. a

Dieser Satz ist von fundamentaler Bedeutung fiir das Verfahren, das wir im néchsten
Abschnitt diskutieren wollen. In diesem starten wir ndmlich mit einem Basisvektor,
welcher natiirlich existieren mufl — sonst hétte alle Theorie keinen Nutzen.

3 Das Simplexverfahren

Das Simplexverfahren bestimmt zu einem Basisvektor x einen neuen Basisvektor
X, so daB ¢™x < ¢Tx. In der Folge unserer Untersuchungen werden wir sehen, dafl
wir so der Losung, falls sie existiert, nicht nur ndher kommen, sondern sie sogar
mit einem Basisvektor bestimmen koénnen, d.h. wir finden auf diese Weise einen
Basisvektor X mit ¢'X < ¢Tx fiir alle x € M. Falls es also eine Losung des Problems
gibt, kénnen wir sicher sein, eine solche in einer endlichen Menge zu finden.

3.1 Allgemeine Vorbereitungen

Es sei I C {1,...,n} eine m—elementige Indexmenge, so dafl die Spaltenvektoren
a;, ¢ € I, von A linear unabhéngig sind. Es sei dann Ax = b, zunéchst fiir einen
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beliebigen Vektor x. Wir setzen nun k£ = n — m und damit

I = {il,ig,...,im} und J = {1,,n}\[: {jl,jg,...,jk}. (3)
Mit diesen Indexmengen definieren wir (B fiir Basis und NB fiir nicht-Basis)

AB :(ai17ai27 SR 7aim) , CB :(Ci17c’i27' . 'acim)T , XB :(Iilaxizu v )xim>T

Ang :(aj17aj27 s 7ajk> yCNB :(Cj170j27 S 7Cjk)T yXNB :(xjuxjw s 7Ijk)T .

Es gilt Ax = b und damit Agxg + Axgxyp = b. Ap ist eine reguldre m x m—
Matrix, also xg = Aglb — A;ANBXNB. Mit y = Aglb und D = A;ANB ist
dann

xp =y — Dxyp . (I

Fiir die Zielfunktion gilt cx = chxp + chpXyp = cgy + (chp — cD)xyp, mit
o = CNB — DTCB also

c'x =cpy + ®'xyp . (II)

Die Zielfunktion ist somit nur von dem Vektor x5 abhéngig, da & fiir jede gewihl-
te Indexmenge I konstant ist. Ist nun ® > 0, so sehen wir an (II), daf die Ziel-
funktion um so kleiner ist, je kleiner die Komponenten in xypg sind. Der kleinste
Wert wird also bei xyp5 = 0 angenommen. Dieses Ergebnis formulieren wir in dem
néchsten Satz.

Satz 3.1 FEs sei X ein Basisvektor zu der Indexmenge I und ® > 0. Dann ist X
eine Losung des linearen Optimierungsproblems.

Beweis: Nach Definition eines Basisvektors ist xyp = 0, also xp = y nach (I). Ist
nun ¢ > 0, so gilt fiir jedes zuléssige x € R™ mit (II)

T

c'x=cpy +®'xyp > cpy =c'

X .

Demnach ist x eine Losung des Problems. O

Im né#chsten Satz nehmen wir an, dal nicht & > 0 gilt, und finden ein gutes
Kriterium fiir die Unlosbarkeit des Problems.

Satz 3.2 FEs sei x ein Basisvektor zu der Indexmenge I und ®, < 0 fir einr < k.
Weiter sei d,. der r—te Spaltenvektor der Matrix D. Dann gilt

a) x ist keine Losung des Problems.

b) Ist d, < 0, so ist das Problem unlésbar.
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Beweis: Es sei x € R* mit z; = 0 fir alle j € (J\ {j.}), ¥, = ¢ > 0 und
xp = xp — Dxyp. Fiir geniigend kleines ¢ > 0 ist x > 0, denn Xyp > 0 und
Xp = Xp — 2j,d, = Xp — ed,.. Es gilt ferner

Ax = ABiB + ANBiNB = AB)A(B + (ANB — ABD)iNB = AB)A(B =b .

Damit ist x fiir geniigend kleine ¢ > 0 zuldssig, und es gilt mit der Formel (II)
c'x =chy + ®Txyp = cLy + P,e.

a) Die Behauptung ergibt sich aus ¢'x = cLy + &, < chy = ¢'x.

b) Ist d, < 0, so ist X mit Xp = Xp — ed, fiir alle € > 0 zuldssig. Wegen c¢'x =
cLy + ®,¢ konnen wir die Zielfunktion somit im zuléissigen Bereich beliebig klein
machen. Sie ist dort unbeschréankt. Es existiert demnach kein Minimum. O

T T

3.2 Idee des Simplexverfahrens

Es sei wieder x ein Basisvektor zur Indexmenge . Fiir jeden Vektor x mit Ax = b
gelten die Gleichungen (I) und (II). Es sei nun ®, < 0 fiir ein r» < k. Wir suchen
einen neuen Basisvektor X mit ¢'x < ¢'x. Der Clou besteht nun darin, z; =0
fur j € (J\ {J,}) und ;. > 0 so zu wihlen, daf Xp in (I) eine Nullkomponente
mehr besitzt als xg und die iibrigen xg—Komponenten > 0 zu lassen. Damit ist
dann ¢'x = ¢y + 9,7, < cLy = c'x.

Beispiel: (Anwendung des Simplexverfahrens in einem Schritt)

Wir wollen die lineare Optimierungsaufgabe x +y + 32 = 6, 2x + y + 5z = §,
ZF= 4z —6y— 10z =min l6sen. Wir starten mit dem Basisvektor (2,4, 0) mit x und
y als sogenannten Basisvariablen. So nennt man die Komponenten im Basisvektor
xp. Wir stellen die Gleichungen geméf (I) und (II) um: 2 =2 -2z, y =4 — z und
ZF=—-16—12z. Dak=n—m =3—-2 =1, ist ® eine reelle Zahl des Wertes —12.
Unser Basisvektor ist nach Satz 3.2a) also keine Losung. Um ZF kleiner zu machen,
konnen wir den Wert von z erhéhen. Dabei miissen aber x,y > 0 bleiben. Daher
wéhlen wir fiir 2 das Minimum von 1 und 4, was natiirlich 1 ist, nehmen also z als
neue Nullkomponente. Der neue Basisvektor ist dann (0,3,1), und z = 1 — x/2,
y = 3+ x/2. Weiterhin ist ZF=—16 — 12 + 6z = —28 + 6. D.h. ® =6 > 0, und
wir haben mit der Losung (0,3, 1) das Minimum —28 erreicht.

Wir verfahren nun allgemein wie im Beispiel und setzen zunéchst wie oben ange-
deutet z; = 0 fiir alle j € (J\{j.}). Nach (I) ist dann X = y—z,,d, = xp—z; d,.
In jegliche Zeilen aufgedroselt ist diese Gleichung dquivalent mit

%/Z’s = QATZ'S — %desr fir s= 1, cee,mo (4)

Dabei sei D = (d;;). Im Beispiel sind die z;, die Variablen x und y. Nun wollen
wir doch, dafl ein z;, Null ist. Dann ist z;, = 2, /ds,. Diese Werte vergleichen wir
wie im Beispiel fiir s = 1,..., m und wihlen davon den kleinsten, also

dsr>0}20. (5)

T; = min {xis/dST
s=1,....m
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Damit ist dann z;, = &;, — 7, ds > 0 fiir alle s = 1,...,m und somit X zuléssig
(AX = b, da x (I) erfillt, und (I)<= Ax = b). Wir fassen unsere Ergebnisse nun
zusammen und zeigen, dafl der neue Vektor x ein Basisvektor ist.

3.3 Formulierung des Simplexverfahrens

Bevor wir mit der Beschreibung der Funktionsweise des Simplexverfahrens durch
den néchsten Satz beginnen, wollen wir noch ein kleines Lemma anbringen.

Lemma 3.3 Die Spaltenvektoren a;, 1 € I, von A seien linear unabhdingig. Erfillt
ein x € R" die Gleichung (1), so auch Ax = b.

Beweis: Mit y = Aglb und D = AglANB gilt xg =y — Dxyp. Daraus folgt
Ax = Apxp + AnpXnB
= Ap(y — Dxyg) + AyXnB
= Apy — AnpXnB + ANBXNB
= Ap(Ap'b)
=b .
O

Satz 3.4 (Formulierung des Simplexverfahrens) Es sei x ein Basisvektor zu
der Indexmenge I. Dann gilt

a) Ist & > 0, so ist X eine Lisung des Problems (1).

b) Ist . <0 fiir ein r < k, und ist d, <0, so hat das Problem keine Losung.

c¢) Ist ®, < 0 fiir ein r < k, und ist b) nicht der Fall, so ist mit

T ld, >0} = T (6)

ST pr

der Vektor X, definiert durch z; =0 fir j € (J\{j.}), T;, = p und Xp = Xp — pd,
ein Basisvektor zur Indexmenge I = (I U{j,}) \ {i,}-

d) Fiir X aus c) gilt cTx < c'x.

Beweis: a) und b) haben wir bereits in den Sétzen 3.1 und 3.2 bewiesen.

c) Zunachst ist z; > 0 fir j € J. Sel nun s € {1,...,m}. Ist d;, > 0, so gilt
T, = ,udsr > T, — (24, /ds)ds = 0. Aber auch im Falle von d,, < 0
gilt 7;, = &y, — pds, = Ty, + plds| > 0. Damit ist x > 0. Da weiterhin x die
Gleichung (I) erfiillt, geniigt X nach Lemma 3.3 dem Gleichungssystem AX = b
und ist somit zuléssig. Analog zu den Vorbereitungen sei J = {1,....n}\ I =
{1, Jre 1,Zp,jr+1,...,jk} Da z;, = @;, — pudy, = Aip — (@i, /dpr)dpr = 0, ist
z2; =0 fir alle j € J. Es bleibt zu zeigen, daﬁ die a;, i € I linear unabhang1g sind.
Dazu setzen wir wie iiblich Zie 7Aa; = 0mit \; € R fiir i € I. Dann folgt mit
ANB = ABD — a;, = ABdT = Z:Ll dsrais :
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0= Z Na; = Zm: Ai g, + Aja;,

iel s=1

s#p
= Z iy, + Z Aj dsra,
s=1 s=1
s#p
= Z()\,S + )\desr)aiS + )\jrdpraip .
o

Wegen der linearen Unabhingigkeit der a;,, s = 1,...,m, folgt zunéchst, daB
Aj.dyr = 0, was Aj, = 0 bedeutet, da ja aus der Definition von p hervorgeht, dafl
dp > 0. Somit sind alle \; = 0 fiir i € I.

d) Nach der Gleichung (IT) und ®™Xyp = @, gilt

T

c'x=cpy +®,u<cpy=c’

X,
da ja ®,. < 0 und pu > 0. O

Man kann also, ausgehend von einem Basisvektor x!, mit Satz 3.4c) eine Folge
(x*) von Basisvektoren bestimmen, mit denen die Folge (cT%*) monoton fallend
ist. Tritt fiir ein Folgenglied einer der Fille a) oder b) aus Satz 3.4 ein, so haben
wir ein Ergebnis fiir die Optimierungsaufgabe gefunden. Dieses Vorgehen nennt
man das Simplexverfahren.

Man kann in diesem Verfahren aber auch auf gewisse Hiirden stoflen, némlich
auf Basisvektoren, in denen eine Basiskomponente verschwindet (d.h. z; = 0 fiir
ein ¢ € I). Solche Basisvektoren nennen wir entartet. Wir wollen nun {iberpriifen,
wann solche entarteten Basisvektoren auftreten, und auf welche Weise sie das Sim-
plexverfahren behindern koénnen.

3.4 Wohldefiniertheit des Verfahrens

Auf den ersten Blick sieht das Simplexverfahren mit Satz 3.4 so aus, als ob keine
Probleme auftauchen kénnten. Es wird in jedem Schritt ein Basisvektor erzeugt,
und die Zielfunktion wird immer kleiner... Und genau dort hakt’s. Ein kleiner Blick
auf den Teil d) des Satzes zeigt, daf auch der Fall ¢'x = ¢Tx auftreten kann. Im
Beweis dieses Teils wird deutlich, dal das genau dann auftritt, wenn &, = 0. Da
ja @, <0, muf also 1 = 0 sein. Und p = 0 genau dann, wenn #;, = 0 und d,, > 0
fiir ein p € {1,...,m}. X ist dann notwendig entartet.

Ist X entartet mit &;, = 0 und p € {1,...,m}, dann ist ¢'X = c¢"x genau
dann, wenn d,, > 0. In diesem Fall ist X = X, aber I # I. Tritt in den néchsten
Schritten des Simplexverfahrens immer wieder dieser Fall auf, entsteht eine Folge
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von Basisvektoren X* zu Indexmengen I;,, wobei x**! = %* und I, # I;. So kann
dann der Fall eintreten, dafl es ny,ny € N gibt, so dafl [,,, = I,,,, wobei n; # na.
Dann befinden wir uns in einem Schlamassel, denn wir kommen nicht weiter. Ein
solches Schlamassel nennt man Zyklus. Man kann aber solche Zyklen durch be-
stimmte Modifizierungen des Simplexverfahrens vermeiden, auf die wir hier jedoch
nicht eingehen wollen.

Man kann schon in der obigen Erkldrung, wie es zu solchen Zyklen kommen kann,
sehen, daf} diese sehr unwahrscheinlich sind. Tatséchlich kommen sie in praktischen
Anwendungen so gut wie nie vor. Da man sie vermeiden kann, schlieffen wir diese
Moéglichkeit im Folgenden aus. Wir wollen uns aber doch nochmal mit der Entste-
hung von entarteten Basisvektoren befassen.

Angenommen, der Basisvektor x zur Indexmenge I aus Satz 3.4 sei nicht entar-
tet. Wir wollen nun untersuchen, was fiir X vorausgesetzt werden muf}, damit x ent-
artet ist, damit also z; = 0 fir mindestens eini € I = {iy, ..., 0p—1, Jrs bp+1s-- - bm )
Das ist genau dann der Fall, wenn yo = 0 oder &;, = udy, fiireing € {1,... . m}\{p}.
Wire pp = 0, dann ist 2;, = 0, also X entartet, was unserer Annahme widerspricht.
Es sei also p # 0. Wegen dg > 0 (denn wére d,, < 0, so wire 7;, < 0, also x
entartet oder nicht zuléssig) ist dann p = 2;,/dg-. D.h., das Minimum, mit dem p
definiert wurde, wird zweimal angenommen, néamlich fiir s = ¢ und s = p.

Satz 3.5 Das Simplexverfahren bricht nach endlich vielen Schritten ab.

Beweis: Das Verfahren erzeugt eine Folge (I;) von Indexmengen. Da wir die
Méglichkeit von Zyklen ausgeschlossen haben, gilt I; # I, fiir alle ¢ # j. Da es
nur endlich viele solcher m-elementigen Indexmengen gibt, ist (1;) endlich, und
damit die Behauptung gezeigt. O

Satz 3.6 Wenn (1) ldosbar ist, bricht das Simplezverfahren (nach endlich vielen
Schritten) mit einer Basislosung von (1) ab.

Beweis: Da (1) losbar ist, kann der Fall b) im Satz 3.4 im Laufe des Verfahrens nicht
eintreten. Das Simplexverfahren erzeugt wieder eine Folge (/;) von m-elementigen
Indexmengen. Nach dem Satz 3.5 ist diese endlich. Es sei Ir die Indexmenge, mit
der das Verfahren endet. Der Fall ¢) aus Satz 3.4 kann nun nicht eintreten, denn
sonst gébe es eine weitere Indexmenge in der Folge. Es bleibt der Fall a) iibrig,
nach dem der Basisvektor xz zur Indexmenge I eine Basislosung von (1) ist. O

3.5 Ablauf des Simplexverfahrens

In diesem Kapitel wollen wir darauf eingehen, wie man das Simplexverfahren mit
wenigen Operationen durchfithren kann. Mit diesen Ergebnissen stellen wir dann
einen Algorithmus auf und fithren dann mit dessen Hilfe das Simplexverfahren an
unserem Beispiel aus Kapitel 1 durch.



12 Lineare Optimierung mit dem Simplexverfahren

Wir nehmen an, wir hitten einen Basisvektor x zur Indexmenge I. Ein Schritt
im Simplexverfahren besteht nun darin, die Félle a),b) und ¢) des Satzes 3.4 durch-
zugehen und bei Eintreffen von a) oder b) das Verfahren zu stoppen. Ist ¢) der Fall,
so bestimmen wir pu, also p, und damit I.

Um einen der Félle a), b) oder ¢) auf Richtigkeit zu priifen, miissen wir & =
cys — DTcp berechnen. Wir wollen uns dabei aber die Berechnung der Matrix D
sparen, indem wir uns die Beziehung D = A]_glANB zunutze machen. Ist ndmlich
z € R™ die Losung des LGS ALz = cp, dann gilt DTcp = Al zz, also & =
CNB — A% BZ.

Fall a) ist somit leicht zu priifen. Im Fall b) braucht man jedoch den Vektor
d,. Die Beziehung, die uns im vorigen Absatz bereits geholfen hat, ist auch hier
angebracht. Die r-te Zeile lautet ndmlich d, = A]_Blajr. Der Vektor d, lafit sich
somit aus dem LGS Apd, = a;, gewinnen. Damit ist dann auch der Fall b) leicht
zu priifen.

Es bleibt der Fall ¢). Hier brauchen wir den Vektor x, der noch nicht unbedingt
gegeben zu sein braucht. Den berechnet man natiirlich mit dem LGS Agxp = b.
Mit den Vektoren X und d, kann nun auch p berechnet werden. Wir fassen diese
Ergebnisse in einen

Algorithmus: (Das Simplexverfahren)
(S§.1) Berechne das LGS

AEZ =Cp . (S]_)
Dann ist ® = cyp — AN pZ.
Berechne damit ®,,;, = min{®,|s=1,...,k} = ,.
Ist ., > 0: STOP
(S.2) Der Vektor d := d, ergibt sich aus dem LGS
ABd = a;, . (SQ)
Berechne dy;, = max{ds| s =1,...,k}.
Ist dyin, < 0: STOP
(S§.3) Der Vektor xp ergibt sich aus dem LGS
ABXB =b . (83)

Damat ermittle den Wert von p aus

l’ip

(S.4) Setze Inew = (1 U {jr}) \ {ip}-
Gehe zu (S.1).
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Beispiel: (Fortsetzung des Beispiels aus Kapitel 1) Wir hatten das lineare Bauern-
Optimierungsproblem bereits auf Normalform gebracht mit

1 11100 50 :2888
A=10 1 0 010}, b= 20 und c = _6000 |
20 40 30 0 0 1 1300 0

wobei 0 € R?. Wir wenden nun das Simplexverfahren an:

1. Schritt: I ={4,5,6};J ={1,2,3}; Ap =E

Das LGS (S1) hat die Losung z = 0, also ® = cyp = (—5000, —8000, —6000)7.
Daraus folgt dann r = 2. Nun l6sen wir die Gleichungssysteme (S2) und (S3).
Diese haben die Losungen d = (1,1,40)T und xp = (50,20,1300)". Damit ist
po=ming_; o 3{x;, /ds| ds > 0} = min{50, 20, 32.5}, also p = 2. Es werden die Indi-
zes 1o und jo getauscht, d.h. 5 und 2: I, = {4,2,6}.

2. Schritt: T = {4,2,6}:J = {1,5,3}; Ap = (6 1 8)

040 1
(S1) hat die Losung z = (0, —8000,0)*. Damit ist ® = (—5000, 8000, —6000)™.
Daraus folgt r = 3. (S2) und (S3) besitzen die Losungen d = (0,0,1)" und
xp = (30,20,500)T. Hieraus sehen wir sofort, dafl p = 3. Es werden die Indi-
zes i3 und j3 getauscht, d.h. 6 und 3: I,., = {4,2,3}.

‘ 111
3. Schritt: I ={4,2,3};J ={1,5,6}; Ap = (8410 300>

Die Losung von (S1) ist z = (0,0, —200)T. Damit ist ® = (—1000, 0, 200)*, also ist
r = 1. Wir 16sen wieder die Gleichungssysteme (S2) und (S3): d = (—0.33,0,0.33)T
und xp = (13.33,20,16.66)™. Damit ist p = 3. Es werden die Indizes i3 und j; ge-
tauscht, d.h. 3und 1: I, = {4,2,1}.

4. Schritt: T ={4,2,1};.J = {3,5,6}; Ap = (6 1 6)

0 40 20
z = (0, 2000, —250)T ist die Lésung von (S1). Daraus folgt ® = (1500, —2000, 250)*
und somit 7 = 2. d = (1,1, —-2)T und x5 = (5, 20,25)" lésen die Systeme (S2) und
(S3). Damit ist p = min{5,20} = 5, also p = 1. Es werden die Indizes i; und js
vertauscht, d.h. 4 und 5: I,., = {5,2,1}.

5. Schritt: T = {5,2,1}; J = {3,4,6}: Ap = (? 1 é)

0 40 20
Die Losung von (S1) ist z = (—2000, 0, —150)™. Es folgt ® = (500, 2000, 150)* > 0.
Wir sind also bei der Losung angelangt. Die Losung des Systems (S3) ist der Vektor
xp = (5,15,35)T. Der Losungsvektor fiir das Optimierungsproblem (1) ist dann
x = (35,15,0,0,5,0)T. Der Zielfunktionswert ist c'x = —295000.

Der Landwirt kann also 35 ha Weizen und 15 ha Riiben anbauen, um auf den
maximal zu erreichenden Gewinn von 295000,00 DM zu kommen.
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3.6 Bestimmung eines Basisvektors

Um das Simplexverfahren starten zu konnen, miissen wir einen Basisvektor kennen.
Bei kleineren Dimensionen konnen wir, ausgehend von einem zuldssigen Vektor,
wie im Beweis von Satz 2.1 vorgehen. Das erfordert fiir grolere n bzw. m jedoch
viel zuviel Rechenaufwand. Wir konnen uns in diesem Falle eines Hilfsproblems
bedienen. Da das Losen von Problem (1) dann aus zwei Phasen besteht, nennt
man diese Methode logischerweise Zweiphasenmethode.

Zunéchst bemerken wir, dass wir im Ausgangsproblem (1) b > 0 annehmen
diirfen. Ist dies ndmlich nicht der Fall, so konnen wir doch die entsprechenden
Zeilen von A mit —1 multiplizieren. Mit v € R™, zT = [xT,vT], ¢¥ = [0,¢],
e=(1,1,...,1) € R™, A= [A, E], wobei E die m x m-FEinheitsmatrix sei, und
b > 0 formulieren wir nun das Hilfsproblem

¢tz
Az

VA

= min

b (7)
o .

AVANI

Satz 3.7 Das Problem (7) ist l6sbar, und der Vektorz* = [0,b"] ist ein Basisvek-
tor zur Indexmenge I = {n+1,n+2,...,n+m}. Weiter gilt mit einer Basisldsung
z* = [¥.] von (7) zur Indezmenge I* :

a) Ist <'z* > 0, so ist der zulissige Bereich von (1) leer.

b) Ist €'z* =0, so ist x* ein Basisvektor von (1).

Beweis: Da z zuldssig ist, ist der zuléssige Bereich von (7) nicht leer, und die
Zielfunktion ist durch 0 nach unten beschrankt. Daher ist (7) 16sbar. Dafl z ein
Basisvektor ist, mufl wohl nicht gezeigt werden.

a) In diesem Fall gibt es keinen zulissigen Vektor der Form zT = [xT,0], denn
sonst wire ¢'z = 0 < ¢'z*, was einen Widerspruch darstellt. Es gibt also keinen
Vektor mit Ax = b und x > 0. Der zuléssige Bereich von (1) ist somit leer.

b) Es sei ¢'z* = 0, also v* = 0. Dann ist Ax* = b und x* > 0. x* ist also
fiir (1) zuléssig. In z* verschwinden mindestens n Komponenten. Darunter befin-
den sich die v*~Komponenten; in x* sind somit mindestens £ = n — m Kom-
ponenten Null. Sind genau k& Nullkomponenten in x*, so enthélt I* nur Indizes
aus {1,...,n}, und x* ist ein Basisvektor von (1) zur Indexmenge I*. Besitzt x*
mehr als £ Nullkomponenten, so ist z* entartet. I* kann dann auch Elemente aus
{n+1,n+2,...,n+ m} enthalten. Ist dies nicht der Fall, so ist x* entarteter

Basisvektor von (1) zur Indexmenge I*. Sei nun aber I* ¢ {1,...,n}. Dann sind
die Vektoren a;, i € I(*l) :=1"N{1,...,n}, linear unabhéngig. Wegen RangA = m
kann man aber nun eine (m — [I{}|)-elementige Menge I C {1,...,n} finden, so

daf3 die Vektoren

a;, 1€ [(*1) und aj;,jel
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eine Basis des R™ darstellen. x* ist dann ein entarteter Basisvektor von (1) zur
Indexmenge I(;) U I. In jedem Fall ist x* ein Basisvektor von (1). O

Wenn man also noch keinen Basisvektor fiir (1) gefunden hat, dann kann man das
Simplexverfahren auf das Hilfsproblem (7) anwenden. Starten a8t es sich mit dem
Basisvektor z = (g), bzw. mit der Indexmenge I = {n+ 1,n+2,...,n+ m}.
Da das Problem losbar ist, bricht das Simplexverfahren nach Satz 3.6 mit einer
Basislosung z* ab. Diese hilft uns dann, geméaf§ Satz 3.7, beim Finden einer Losung
von (1) weiter .

3.7 Implementierung des Simplexverfahrens

Der nun folgende Code ist fiir MATLAB geschrieben. Er beinhaltet eine Funktion,
die das Simplexverfahren durchfiihrt mit den Parametern A, b, ¢ und I. I ist
dabei eine Indexmenge, zu der ein Basisvektor existiert.

Programm 3.8 (Das Simplezverfahren mit vorgegebener Indexmenge)

function [xL,fL,IL,SL]=Simplex(A,b,c,I)

% Dimensionsbestimmungen und Anderes

n=length(c); m=length(b); k=n-m; SL=1;

errorl=’Dimensions do not fit. Check your inputs!’;

error2="No solution because of unbounded function’;

if ((any(size(A) =[m,n]))|(length(I) =m))
error(errorl), end;

STOP=0; J=1:n; J(I)=[1;

AB=A(:,I); ANB=A(:,J); cB=c(I); cNB=c(J);
z=AB’\cB; Phi=cNB-ANB’*z;
[PhiMin,r]=min(Phi) ;

if (PhiMin>=0), STOP=1; end;

while (STOP==0)
d=AB\ANB(:,r); dmax=max(d);
if (dmax<=0), error(error2), end;
xB=AB\b; s=1;
for i=1:m
if (d(1)>0)
g=xB(i)/d(1);
if (s==1)
gmin=q; s=2; end;
if (g<=qmin)
p=1i; gmin=q; end;
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end;

end;
dummy=I(p); I(p)=J(r); J(r)=dummy;
AB(:,p)=A(:,I(p)); ANB(:,r)=A(:,J(x));
cB(p)=c(I(p)); cNB(r)=c(J(r)); SL=SL+1;
z=AB’\cB; Phi=cNB-ANB’*z;
[PhiMin,r]=min(Phi);
if (PhiMin>=0), STOP=1; end;

end;

hAusgabeparameter vorbereiten

IL=I; xB=AB\Db;

xL=(1:n)’; xL(I)=xB; xL(J)=zeros(k,1);
fL=c’*xL;

Das nun folgende Programm ist ebenfalls in MATLAB Code. Die Funktion 16st
das Hilfsproblem (7) und startet dann mit einem Basisvektor das Simplexverfahren
nach Programm 3.8.



