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1 Bemerkungen

Damit der geneigte Leser sich nicht gezwungen sieht, bei der Lektiire die Bedeutung von
Symbolen oder Ausdriicken zu erraten, wollen wir eingangs noch ein paar Erlauterungen
machen. In diesem Text ist der Begriff des linearen Unterraums algebraisch zu verstehen,
d.h.; ein linearer Unterraum eines normierten Raumes ist hier nicht zwangslaufig abge-
schlossen - nur, wenn dieses explizit gefordert wird. Auch die Symbole @ (direkte Summe
von linearen Unterrdumen) und dim (Dimension eines linearen ((Unter-)raumes) haben
ausschliefflich algebraische Bedeutung. In der Notation von Bild und Kern einer linearen
Abbildung T zwischen zwei Vektorrdumen halten wir uns an [2]. Das Bild von 7" wird
mit R(T") bezeichnet, der Kern mit N(7'). Die Gesamtheit aller stetigen, linearen Ope-
ratoren zwischen zwei normierten Réumen X und Y fassen wir in der Menge #(X,Y)
zusammen. Dieser Raum ist enthalten in der Menge der abgeschlossenen Operatoren von
X nach Y, welche wir mit €(X,Y’) bezeichnen wollen. Ist X =Y, so schreiben wir wie
tiblich B(X) statt Z(X,Y) bzw. €(X) anstatt von € (X,Y). Den dualen Raum eines
normierten Raumes X bezeichnen wir mit X’

2 Grundlagen

2.1 Stetige Projektionen und Unterrdume

In der Fredholmtheorie spielen endlichdimensionale Unterrdume eine groie Rolle. Deshalb
werden wir hier betrachten, wie sie sich in unendlichdimensionale normierte Vektorrdume
einfiigen.

Lemma 2.1 FEs sei E ein normierter K- Vektorraum mit n :== dim F < co. Dann gibt es

Basen {ey,...,e,} von E und {€},... e} von E" mit |le;|| = |le}]|| =1 firi=1,...,n
und €}(e;) = 045 fir allei,j=1,...,n.
Beweis: Es sei {aq,...,a,} irgendeine Basis von F und ¢ : ' — K" der Isomorphismus

mit * = A\jay + - + Ay — (A1, ..., \,) € K" Dann definiere
V:E" =K, V(xy,...,z,) =det(P(z1),...,D(x,)).

Die Menge K := {(z1,...,x,) € E" : ||z;]| = 1Vi} ist im endlichdimensionalen Raum E"
kompakt. |V| besitzt somit auf K ein Maximum, das etwa bei (e, ..., e,) € K angenom-
men wird. Wegen V(ay/||a1||, ..., a./||an]]) # 0 ist auch V(ey, ..., e,) # 0. Daraus folgt,
dass die e; linear unabhéingig sind und somit eine Basis von E bilden. Die Abbildungen
¢;: E—K,

¢ (z) = Vier,...,ej_1,%,€j11,...,€n)

J Vel ... en)
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sind fiir alle j = 1,...,n linear, also Elemente aus E’. Weiter ist €’(e;) = d;5, und nach
der Definition der e; ist |e}(z)| < 1 fiir [|z]| =1, also [[e;|| < 1. Aber da €)(e;) = 1, folgt
el = 1. 0

Lemma 2.2 Es set X ein normierter Vektorraum und E C X ein linearer Unterraum
mit n = dim F < oco. Dann ¢ibt es eine stetige lineare Projektion P : X — FE mit
1P| <n.

Beweis: Wihle Basen {ey,...,e,} von E und {¢,... e, } von E’ wie in Lemma 2.1. Sei
x;, € X' eine Hahn-Banach-Fortsetzung von €, mit ||z}|| = 1. Damit definiere P : X — F
durch

Px = Z zi(x)e;.
i=1

Es ist klar, dass P auf E abbildet und linear ist. Fiir e = Y ' | \je; € E gilt Pe =
S ai(e)e; = >0 ei(e)e; = D7 Nie; = e. Fiir beliebiges « € X ist Pz € E. Deshalb
gilt P? = P. Somit ist P eine lineare Projektion auf F, und die Abschiitzung

n n n
1Pl =Y ai(@)ell < Y laj(@)] < D llzl =n - |l2].
1=1 i=1 i=1

zeigt die Stetigkeit. O

Folgender Satz ist nun sehr wichtig fiir unsere Uberlegungen zur Fredholmtheorie. Wir
werden ihn stdndig anwenden.

Satz 2.3 FEs sei X ein normierter Vektorraum und E C X ein abgeschlossener linearer
Unterraum. Ferner existiere eine stetige lineare Projektion P von X auf E. Dann gibt es
einen abgeschlossenen linearen Unterraum W C X, so dass X = E®W und W = N(P).

Beweis: Setze W := (I — P)X = {&z — Pz : x € X}. Man sieht leicht, dass W ein
linearer Unterraum von X ist. Ist x € X, dann gilt * = Px + (x — Pz) € E+ W, also
X = E + W. Die Direktheit der Summe folgt so: Sei x € ENW. Dann gibt es 7 € X,
sodass ¢ = 7 — P7. Dax € E, folgt + = Px = P — P?7 = 0. Ist nun w € W,
soist £ 3 Pw=—(w— Pw)4+w € W, also Pw = 0 bzw. w € N(P). Aus Pz = 0
folgt wiederum z = x — Px € W. Somit ist W = N(P), und daraus folgt auch die
Abgeschlossenheit von W. O
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Korollar 2.4 Zu jedem endlichdimensionalen linearen Unterraum E eines normierten

Vektorraumes X gibt es einen abgeschlossenen linearen Unterraum W C X, so dass
X=EaqW. O

Korollar 2.5 Es seien die gleichen Bedingungen und Bezeichnungen wie in Satz 2.8
gegeben. Dann ist W topologisch isomorph zu X/E: W = X/E.

Beweis: Mit P ist auch I — P stetig mit ||/ — P|| < ||P|| + 1, denn ||[({ — P)z|| =
lo = Pzl| < [lz|| + |[Pzl} < =[] + [|P[[[le]l = (L + [[PI)l[z]]. Setze nun M := 2[|P|[ + 1
(>3, da |P|| > 1). Fiir beliebige ¢ € E und w € W gilt dann

M7 (llell + [lwl) < lle +w]| < lel| + [fw])-
Ist ndmlich z = e + w, dann gilt ||e|| + ||w|| = || Pz|| + [|({ — P)z| < M||z|| = M|le +w]|.

Definiere ¥ : W — X/E, w +— [w] = w + E. VU ist injektiv, und ist x € X, dann
gilt ¥(x — Px) = x — Pr+ E = z+ E, da Pr € E. Somit ist ¥ bijektiv. ¥ ist

auch stetig: ||[Yw| = ||lw+ E|| = inf{|jlw —¢]| : e € E} < |Jw—10| = |Jw|. Es ist
U~([z]) = x — Px. Zu beliebigem z € X setze nun w = x — Px. Dann ist [z] = [w]
und U 2][| = (@7 w]l] = wl| < || - el| + [Jw]| < M]w — | fiir alle e € E. Mit
Infimumbildung iiber alle e € E folgt ||~ 1[z]|| < M||[w]|| = M]||[=]||- O

Bemerkung: (a) Ist X ein Banachraum, so auch E, W und X/E. Die Stetigkeit der
Inversen U1 aus dem Beweis von Korollar 2.5 ergibt sich dann sofort aus dem Satz von
der offenen Abbildung.

(b) Die Umkehrung von Satz 2.3 gilt nicht! Ist X = E @& W mit abgeschlossenen E und
W, dann gibt es zwar eine lineare Projektion von X auf E; diese muss aber nicht stetig
sein. Wenn man das Ergebnis aus Korollar 2.5 als weitere Voraussetzung hinzunimmt,
kann man jedoch zuriickschliefen.

Satz 2.6 Es sei X ein normierter Vektorraum. Gibt es abgeschlossene lineare Unterrdau-
me E und W, so dass X = E®W und ist W auf natirliche Weise topologisch isomorph
zu X/E, dann gibt es eine stetige lineare Projektion von X auf E.

Beweis: Sei ¥ : W — X/E, w —— [w], der natiirliche algebraische Isomorphismus von
W auf den Quotientenraum X/E. Nach Voraussetzung ist dieser auch ein topologischer
[somorphismus. Zu jedem x € X gibt es ein eindeutig bestimmtes Paar e € EFund w € W,
so dass & = e+w. Definiere Px := e. P ist zweifelsohne eine lineare Projektion auf E. Fiir
z = e+tw gilt dann || Px|| = [le]| = [[(e+w)+(—w)[| < [le+w||+ [[w]| = [lz[|+][ ¥~ w]]| <
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el + =l = l2l] + (07 inf{lw = &)l - " € B} < flaf + 127 |fle — (=e)ll =
(LA [P ][ =

Ist X nun ein Banachraum, so kann man die zusétzliche Voraussetzung in Satz 2.6 weg-
fallen lassen.

Korollar 2.7 Es ser X ein Banachraum und E C X ein abgeschlossener linearer Un-
terraum. Fine stetige lineare Projektion P von X auf E existiert genau dann, wenn
X = FE & W mit einem abgeschlossenen linearen Unterraum W .

Beweis: Die Richtung ,,— “ haben wir bereits in Satz 2.3 gezeigt. Sei nun X = E ¢ W
mit einem abgeschlossenen linearen Unterraum W C X. Setze ¥ : W — X/E, w — [w].
U ist injektiv. Ist [x] € X/Emitx € X, 2 = e+w. Dannist r —w = e € E, also [z] = [w]

bzw. U(w) = [w] = [z]. Somit ist ¥ bijektiv und wegen ||¥(w)|| = ||[w]]] = inf{[|w — e]| :
e € B} < |Jw —0|| = ||w|| auch stetig. Dass auch U~ stetig ist, folgt aus dem Satz von
der offenen Abbildung. O

2.2 Dimensionen von Quotientenridumen

Satz 2.8 Es sei X ein Vektorraum und W C X ein linearer Unterraum in X. Ist
dim X/W < o0, so gibt es einen linearen Unterraum E C X mit dim F = dim X/W < oo
und X = EDW.

Beweis: Seien xq,...,x, € X, so dass {[z1],...,[r,]} eine Basis von X/W ist. Die x;
sind linear unabhéngig, denn ist Az + -+ - + Az, = 0, so folgt A\j[z1] + -+ + A\ fxn] =
ANz + -+ A, =[0) =0, also Ay = -+ = A, = 0. Setze E :=lin{zy,...,z,}. Ist nun

x € X, dann gibt es A\1,..., A, € K, so dass [x] = \[z1] + - -+ + A\, [x,]. Das bedeutet,
dass v — (M1 + -+ N\xy) = w € Walsox = (Mzy + -+ A\x) +w € E+ W. Es
folgt X = F + W. Diese Summe ist direkt: Sei x € ENW, © = Mz + -+ -+ \,x,. Dann
folgt M\i[z1]+ -+ No[zn) = M1+ -+ A\xn] = [2] =[0] =0,also Ay =--- =\, =0. 0

Satz 2.9 FEs sei X ein Vektorraum und E,W C X lineare Unterrdume mit dim E < oo,

so dass X = E® W. Dann ist dim X/W = dim F < co.

Beweis: Es sei {ey,...,e,} eine Basis von E. Wir zeigen, dass dann {[e1],...,[e,]} eine
Basis von X /W ist. Setze dazu A\i[e1] +- - -+ A, [en] = [0]. Dann folgt [Aie; +- - -+ Ae,] =
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[0]. Das bedeutet aber Aje;+- - -+ \,e, € W also Ajeg +- - -+ A€, = 0, woraus wiederum

Ay ==\, =0 folgt. Sei nun [z] € X/W mit = e +w. Dann ist t —e = w € W,
also [x] = [e]. Sei e = A\jey + -+ + A\pe,. Dann gilt [2] = [e] = [Mer + -+ + \pen] =
Aler] + -+ Anlen) € lin{le], ..., [en]} O

Satz 2.10 Es sei X ein normierter Vektorraum und M, N C X lineare Unterrdume mit
M C N. Dann gilt

(i) dim X/N < dim X/M.
(ii) dim N/M < dim X/M

Beweis: Ist dim X/M = oo, so ist nichts zu zeigen. Sei also dim X/M < oco. Nach Satz
2.8 gibt es dann einen linearen Unterraum £ C X, so dass dim £ = dim X/M < oo und
X=M®&E. Sei Xo = NN E. Dann ist dim Xy < oo, und nach Korollar 2.4 existieren
wiederum lineare Unterrdume X;, Xy C X, so dass

N - X(]EBXl
E = Xo® X,

Dabei ist dim Xy < dim E. Es ist N N Xy = {0}, denn ist x € N N X5, so ist auch
x € NNE = X, alsoxr € XoNXy = {0}. Wegen M C Nist X = M@ FE = N+E. Daraus
folgt aber X = N Xy, denn ist € X = N+FE, dann existieren z, x;, € Xo, ;1 € X; und
x9 € Xo,s0dass v = (zo+x1)+(xh+22) = (wo+ap)+21)+22 € (XoBX1)BXy = NBXo.
Mit Satz 2.9 folgt dim X/N = dim X, < dim £ = dim X/M. Es ist M N Xy = {0}, denn
MnXyC MNE ={0}. Wir zeigen nun N = M & X. Dann folgt dim N/M = dim X, <
dim F = dim X/M. Wegen M C N und Xy, C N folgt sofort M & Xy C N. Es sei nun
r €N, z=m+emit m € M und e € E. Zu e gibt es wieder ¢y € Xy und x5 € X5, so
dass e = xg 4+ xo. Dann ist aber Xyo 2 29 = e — 20 =2 —m —xg € N, woraus e = xy und
damit x = m +x9 € M @& X, folgt. O

Nun wollen wir noch ein Analogon zu Lemma 2.2 mit endlich-kodimensionalen Un-
terrdumen formulieren und beweisen.

Satz 2.11 Es sei X ein normierter Vektorraum und W C X ein abgeschlossener linearer
Unterraum mit n := dim X/W < oco. Dann gibt es eine stetige lineare Projektion P :
X — W mit ||P|| < 3™

Beweis: Fiir n = 0 ist die Behauptung offensichtlich richtig. Sei nun n = 1. Nach Satz
2.8 gibt es dann einen Vektor zy € X, so dass X = lin{zo} & W. Nach dem Rieszschen
Lemma kann xy so gewéhlt werden, dass ||zo|| = 1 und dist(xg, W) > 1/2. Definiere nun
die Projektion P : X — W durch P(Axg + w) := w fiir alle A € K und alle w € W. Wir
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miissen nun ||w|| < 3||Axg + w|| beweisen fiir alle A € K und alle w € W. Fiir A = 0
ist dies offensichtlich richtig. Fiir A # 0 ist das gleichwertig zu ||w| < 3||lx¢ + w]|| fur
alle w € W. Ist ||w| < 3/2, so folgt ||w] < 3-1/2 < 3||lzg + wl||. Und fiir ||w| > 3/2
gilt 3w + a0 > 3wl — 3ljzo] = 3wl — 3 = ] + 2jw| - 3 > [w]. Den Rest
zeigen wir mit vollstdndiger Induktion iiber n. Sei die Behauptung fiir ein n > 0 bereits
bewiesen und dim X/W = n + 1. Nach Satz 2.8 gibt es Vektoren zy,...,2,41 € X,
so dass X = lin{xy,..., 2,41} @ W. Dann ist aber auch X = lin{zy,...,z,} ® W/,
wobei W' = lin{z, 1} & W. Nach Satz 2.9 ist dim X/W’ = n, und wir kénnen die
Induktionsvoraussetzung anwenden. Demnach gibt es eine stetige lineare Projektion F :
X — W' mit ||P] < 3" Betrachte nun W als linearen Unterraum von W’'. Wieder
nach Satz 2.9 ist dim 1W’/W = 1. Nach obigen Uberlegungen gibt es eine lineare stetige
Projektion P, : W/ — W mit ||P;|| < 3. Definiere nun P := P, Py. Wegen PyP; = P ist
P? = PLPyP,Py = P}Py = PPy = P. P ist also eine stetige lineare Projektion von X auf
W mit | P]| = [P Rol| < 1P| Roll < 3-8 = 37+, 0

2.3 Etwas lineare Algebra

Satz 2.12 Es seien X und Y Vektorrdume, W C Y ein linearer Unterraum und S :
X — Y eine lineare Abbildung. Dann gilt

dim S~ (W) = dim N(S) + dim(W N R(S)).

Beweis: Betrachte die Abbildung
S ST W) - WNR(S), Sr = S

Diese ist surjektiv, denn ist w € W N R(S), dann gibt es ein x € X mit Sz = w. Wegen
w € W ist dann x € S~ (W), und es folgt S’z = Sz = w. Weiter gilt N(S") = N(S),
denn ist S’z = 0, so ist auch Sx = S’z = 0, und ist Sx = 0 € W, so ist z € S™HW)
und S’z = Sz = 0. Ist dim N(S) = oo, dann ist wegen N(S) = N(S’) C S~HW)
auch S~Y(W) unendlichdimensional. Ist W N R(S) unendlichdimensional, so ist dies auch
STH (W), denn wiire dim S~ (W) < oo, S~' (W) = lin{zy,...,z,}, dann folgte W N
R(S) = R(5") = S'(lin{xy,...,x,}) = lin{S"2,..., 5z, }, also ein Widerspruch. In den
Féllen dim N(S) = oo oder dim(W N R(S)) = oo ist die Behauptung also wahr. Sei
nun dim N(S) < oo und dim(W N R(S)) < oo. Dann folgt mit der Dimensionsformel:
dim S71(W) = dim N(S’) + dim R(S’) = dim N(S) + dim(W N R(S)). O

Korollar 2.13 FEs seien X,Y,Z Vektorriaume und Sy : X — Y, Sy 1 Y — Z lineare
Abbildungen. Dann gilt:
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Beweis: Es ist N(S551) = S;H(N(S)). Also folgt dim N(S,5;) = dim S;H(N(S,)) =
dim N(S7) + dim(N(S3) N R(S1)). 0

2.4 Affine Unterrdume

Lemma 2.14 Es set X ein Vektorraum und N C X ein linearer Unterraum. Gibt es
u,u’ € X und einen weiteren linearen Unterraum N’ C X, so dass v’ + N' = u + N,
dann ist N' = N.

Beweis: Es ist v/ + 0 € u + N, also gibt es ein e € N, so dass v’ = u + e. Es folgt
N=(u—-v)+ N=(u—(u+e))+ N=—-e+N=N. O

Definition: Fir einen Vektorraum X, einen linearen Unterraum N C X und u € X
nennen wir die Menge u+ N einen affinen Unterraum und definieren

dim(u + N) := dim N.

Diese Definition ist mit Lemma 2.14 sinnvoll.

Lemma 2.15 Sei X ein Vektorraum, u+ N C X ein affiner Unterraum und V C X ein
linearer Unterraum. Dann ist entweder (u+ N)NV =0 oder es gibt ein vy € V, so dass
(u+N)NV =v9+ (NNV).

Beweis: Sei (u+ N) NV # (). Dann wihle vy € (u + N) N V. Es gibt insbesondere ein
ep € N, so dass vg = u+ eg. Ist nun = € (u+ N) NV, dann gibt es e € N, so dass
r=u+eundx—vg €V, x—vg=x—(ute) = (r—u) —e =e—e €N, also
x—vg € NNV bzw. 2 € vg+ (NNV). Sei andersherum = € vy + (NNV). Wegen vy € V
istzeV,unddavy€eu+ N, folgtxcvg+(NNV)Cu+N+(NNV)Cu+N. O
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3 Semi-Fredholm-Operatoren

3.1 Einfiihrung

Definition: Es seien X und Y Vektorrdume und T : X — Y eine lineare Abbildung. Die
Zahlen
nul(7) :=dim N(7) und def(7) :=dimY/R(T)

nennen wir Nulldefekt (nullity) und Bilddefekt (deficiency) von T. Ist wenigstens eine
dieser Zahlen endlich, so erkliren wir den Index von T durch

ind(7T") := nul(T") — def(T).

Mit dieser Definition konnen wir bereits ein fiir die Fredholmtheorie fundamentales Theo-
rem beweisen.

Satz 3.1 (Indextheorem) Es seien X,Y und Z normierte Vektorraume, und die Ab-
bildungen S : X — Y und T :' Y — Z seien linear. Weiter seien nul(S), def(S) und
nul(7") endlich. Dann gilt

(i) nul(TS) < o0
(i) def(T'S) < 00 <= def(T) < >0
(iii)  ind(7'S) = ind(T) + ind(S)

Beweis: Es sei Yy := R(S)NN(T) C Y. Es ist dimYy < oo. Aus Korollar 2.13 folgern
wir unmittelbar
nul(7'S) = nul(S) + dim Yy, (1)

Damit ist bereits (i) gezeigt. Ist def(T") = oo, so folgt aus R(T'S) C R(T) mit Satz 2.10:
def(T'S) = dim Z/R(TS) > dim Z/R(T) = def(T") = oo, also auch def(T'S) = oo und
ind(75) = —oo = ind(7T") +ind(S). Sei nun def(7T") < co. Da dim Y < oo, existieren nach
Korollar 2.4 (abgeschlossene) lineare Unterrdume Y7, Yo C Y, so dass

R(S) = YooY
N(T) = Y@ Y.

Esist R(S)NYy = {0}, denn ist y € R(S)NY>, dann ist auch y € R(S)NN(T) = Y, also
y € YonY, ={0}. Wegen R(S) C R(S) @Y gilt dimY/(R(S) @ Yz) < dimY/R(S) =
def(S) < oo. Nach Satz 2.8 existiert somit ein weiterer linearer Unterraum Y3 C Y, so
dass

Y =R(S)DY,DYs (%)
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Natiirlich ist auch dim Y3 < oo, und es gilt

nul(7) = dimYy+dimYs (2)

def(S) = dimY; + dimYs. (3)
Im folgenden zeigen wir

def(T'S) = def(T') + dim Y. (4)

Wenden wir T" auf (x) an, so folgt R(T) = R(T'S) + TY3. Diese Summe ist direkt: Es sei
z=TSr =Tys; mit x € X und y3 € Y3. Setze y = Sx. Es gibt nun yy € Y, und y; € Y7,
so dass y = yo + y1, und es folgt Ty; = T'ys, also y3 —y; € N(T'). Somit existieren wieder
Yo € Yound yy € Yy, sodass ys —y1 =y +y2 <= Y3 D ys = (yp +y1) + 42 € R(S) @ Yy,
also y3 = 0 und damit z = T'y3 = 0. Damit ist

R(T) = R(TS) & TY;. (5)

Aus der Dimensionsformel der linearen Algebra folgern wir noch dim Y3 = dim N (7T'|Y3) +
dimTY; = dimT'Y;. Da def(T') < oo, existiert ein linearer Unterraum Zy, C Z, so dass
Z = R(T)® Zy und dim Zy = def(T) < oo. Mit (5) folgt Z = R(T'S) & (TY; & Zy)
und damit und Satz 2.9 wiederum (4). (4) zeigt insbesondere, dass def(7'S) < oo, wenn
def(T") < oo. Mit (1)-(4) folgt nun

ind(7S) = nul(7'S) — def(T'S)
= nul(S) +dim Yy — def(T") — dim Y3
= (nul(S) —dimY; — dim Y3) + (dim Yy + dim Y5 — def(T"))
= (nul(S) — def(S)) + (nul(7) — def(T))
ind(S) + ind(T),

also (iii). O

Lemma 3.2 Es seien X und Y Banachriume, T € B(X,Y) und Y = R(T) @ Yy mit
einem abgeschlossenen linearen Unterraum Yo C Y. Dann ist R(T') abgeschlossen.

Beweis: Es sei T : X/N(T) — Y, T[z] := Tz fiir z € X. Damit definiere wiederum die
lineare Abbildung S : X/N(T) x Yy — Y durch S([z],y) := T[z] +y. T ist bijektiv, und
wegen der Art der Zerlegung von Y ist auch S injektiv. Weiterhin ist S stetig, denn fiir
allex € X,y € Yy und e € N(T) gilt

ISzl Il = Tz + yll = T (x —e) +yll <[ T[llx —ell + llyll ,
und mit Infimumbildung tiber alle e € N(T)

IS, ) | < Tl + [yl < max{ [T, 1} - [[(f], 9)]l -
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Da R(S) = R(T) @Yy, =Y, ist R(S) abgeschlossen und S somit stetig invertierbar. Es
existiert also ein ¢ > 0, so dass || T[z]+y|| = [|S([z], )| > c¢(|[z]||+]y]|). Speziell fiir y = 0:
IT[2]|| > c||[z]||, was bedeutet, dass T stetig invertierbar ist, also ein abgeschlossenes Bild
hat. Das ist aber die Behauptung, denn R(T) = R(T). O

Satz 3.3 (Satz von Kato) Es seien X und Y Banachrdume und T € €(X,Y). Ist
dimY/R(T) < oo, dann ist R(T') abgeschlossen.

Beweis: Setze Xo = (D(T),|| - ||7), wobei || - ||z die Graphennorm beziiglich T" sei. Es
sei weiter A : Xyg — Y, Az := Tz. Dann ist X ein Banachraum, A € #(X,,Y)
und R(A) = R(T). Weiter gibt es nach Satz 2.8 einen linearen Unterraum Yy C Y
mit dim Yy = dimY/R(A) und Y = R(A) @ Y. Y, ist als endlichdimensionaler linearer
Unterraum abgeschlossen, und die Behauptung folgt mit Lemma 3.2. O

Es ist nun an der Zeit, die in diesem Vortrag zu behandelnden Operatorklassen ein-
zufithren. Fiir normierte Vektorrdume X und Y definieren wir die Mengen

O, (X)Y) = {Te?(X,Y) :nul(T) < oo, R(T) ist abgeschlossen}
o (X,)Y) = {T e¥(X,Y):def(T) < 0o, R(T) ist abgeschlossen}
B(X,Y) = 0. (X,Y)ND_(X,Y).

¢, (X,Y)U P_(X,Y) nennen wir die Menge der Semi-Fredholm-Operatoren, und die
Operatoren aus ®(X,Y') Fredholm-Operatoren. Ist Y ein Banachraum, dann ist die Be-
dingung, dass R(T") abgeschlossen ist in der Definition von ®_(X,Y’) nach Satz 3.3 iiber-
fliilssig. Die Menge der stetigen Operatoren aus jeweils einer der drei obigen Mengen
indizieren wir mit einem ,s%, also z.B. @3 (X,Y) = ¢, (X,Y) N A(X,Y).

Folgenden Satz wollen wir hier nicht beweisen. Es wére zu aufwendig. Jedoch wird er
uns helfen, fiir die Aussagen iiber Semi-Fredholm-Operatoren nur eine der beiden Klassen
verwenden zu miissen.

Satz 3.4 (Satz vom abgeschlossenen Bild) FEs seien X und Y Banachriume und
T € €(X,Y) dicht definiert. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) R(T) ist abgeschlossen
(i) R(T)= “N(T'
(i) R(T") ist abgeschlossen
(v) R(T)=N(T)* 5
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Dabei sind +- und -+ die folgenden Annihilatoren

MCX= M"={zcX :2'(z)=0Vrec M}
NCX = *N={ze€X:2(x) =0V € N}.

Auch das folgende Lemma sei unbewiesen. Man findet es in jedem guten Buch zur Funk-
tionalanalysis.

Lemma 3.5 FEs set X ein Banachraum und M C X abgeschlossen. Dann gilt:
(i) (X/M)=M*
(i) X'/M*+ =M.

L2 “ bedeutet dabei isometrisch isomorph . -

Seinun 7" € ¥(X,Y) mit Banachrdumen X und Y. Ist R(7") C Y abgeschlossen, dann gilt
nul(7") = dim N(T) = dim N(T) = dim X’/N(T)* = dim X'/R(T") = def(T"). Wegen
NTY={yeY Ty =0={y Y :yTx)=0Vze e DT} ={y €Y' : ¢y (y) =
0vVy € R(T)} = R(T)* gilt auch nul(T") = dim N(T") = dim R(T)* = dim(Y/R(T)) =
dimY/R(T') = def(T"). Dieses Ergebnis fassen wir in folgenden Satz zusammen.

Satz 3.6 Es secien X und Y Banachriume. Dann gilt
i) Ted, (X)Y)<=T €d_ (Y X
(ii) nul(T) = def(7")
(i) Ted (X,)Y)<—=T €, (Y, X
(iv) def(T) = nul(7"). O

Zum Abschluss dieses Abschnittes wollen wir noch einen fiir unsere Zwecke wichtigen
Satz beweisen. Dazu brauchen wir aber folgende zwei Lemmata.

Lemma 3.7 Es sei X ein normierter Vektorraum und M, N C X abgeschlossene lineare
Unterrdume mit dim N < oo. Dann ist M + N abgeschlossen.

Beweis: Es sei n := dim N. Es reicht, die Behauptung fiir n = 1 zu beweisen. Der Rest
folgt durch Induktion. Sei e € N \ {0}. Ist e € M, so ist N C M und die Aussage klar.
Ist e ¢ M, so ist d := dist(e, M) > 0, da M abgeschlossen ist. Fiir x = 2™ + \e mit
™ € M und X € K gilt

AL< el -d™,
denn |A|7Y|z|| = X '2M +e|| > d fiir A # 0. Sei nun z, — x € X, x, = 2M + \e €
M + N. Aus z, — 2, = (M — 2M) + (N, — A\p)e folgt dann |\, — A\p| < || — 2 || d 7L

n
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Sei A € K der Grenzwert von (\,). Dann folgt # =z, — \pe — = — e = 2M. Da M
abgeschlossen ist, ist " € M und damit x = 2™ + Xe € M + N. O

Lemma 3.8 FEs seien X undY Banachrdiume und T € € (X,Y). Ist R(T) abgeschlossen
und T injektiv, dann ist T~': R(T) — X stetig: T-' € B(R(T), X).

Beweis: Da T~ auf ganz R(T) definiert ist, reicht es nach dem Satz vom abgeschlossenen
Graphen zu zeigen, dass T~! abgeschlossen ist. Dazu sei (y,) € R(T) mit y, — y €
R(T) und T~ 'y, — x € X. Setze x, = T 'y,. Dann gilt x, — x und Tx, — v.
Da T abgeschlossen ist, folgt * € D(T) und Tz = y bzw. T~y = . Das zeigt die
Abgeschlossenheit von 7. O

Satz 3.9 Es seien X undY Banachrdume und T € ®(X,Y'). Dann ist TM abgeschlos-
sen fiir jeden abgeschlossenen linearen Unterraum M C X.

Beweis: Da dim N(T') < oo, existiert ein abgeschlossener linearer Unterraum W C X, so
dass X = N(T') @ W und eine stetige Projektion P von X auf N(T") mit Kern W. Setze
dann M = (I — P)M C W. Die Einschréinkung T von T auf W ist injektiv und besitzt
nach Lemma 3.8 eine stetige Inverse, die auf R(7") definiert ist. Wegen T-'T =1—Pist
TM =T(I — P)M = TT'TM = TM. Wir zeigen zunichst, dass M abgeschlossen ist.
Sei dazu w, € M mit w, — w € W. Wegen M = (I — PYM C M + PM C M + N(T)
und Lemma 3.7 ist w € M + N(T), w =  + e mit z € M und e € N(T). Es folgt
(I—Plx=(1—-P)w—e)=w,alsow € M. Das zeigt die Abgeschlossenheit von M.
SelnunTwn%ymltwnEZT/[/ Dann ist y € R(T) und w, — T~ ly = w € M. Es
folgt y = Tw € TM. O

3.2 Storungssitze

In diesem Abschnitt seien X und Y stets Banachraume.

Definition: Fir A € Z(X,Y) setze

v(A) = inf{% S X\N(A)}.
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Lemma 3.10 Fir A € B(X.,Y) ist y(A) > 0 genau dann, wenn R(A) abgeschlossen
15t.

Beweis: Setze X = X/N(A) und A : X — Y, Alz] := Az. Dann ist A € ZB(X,Y)

injektiv, und R(A) = R(A). Mit Lemma 3.8 gilt
R(A) abgeschlossen <= R(A) abgeschlossen <= A~' € Z(R(A), X).

Dies ist dazu dquivalent, dass es m > 0 gibt, so dass ||[Aly|| < m~!|y| fiir alle
y € R(A). Das ist aber wieder gleichbedeutend mit der Existenz eines m > 0, so dass

m||[z]|| < ||A[z]|| = ||Az| fiir alle z € X. Und da ||[z]|| = dist(z, N(A)), folgt daraus die
Behauptung. O

Korollar 3.11 Ist A € B(X,Y), R(A) abgeschlossen und A injektiv, dann ist
Y(A) =1/|IA7Y] > 0.

Beweis: Nach Lemma 3.8 ist A~' € Z(R(A), X). Damit folgt y(A) = inf, o || Az||/|z| =
(sup,o [l /[ Az]) ™" = (supy0 1Al /NIyl ™" = (supjyz A7 YD = 1/1A7H]. B

Lemma 3.12 Fs sei A € ®°(X,Y) injektiv, n := def(A) und S € B(X,Y) mit ||S| <
37"v(A). Dann gilt
i) A+Sed’(X,Y)
(i) nul(A+5S)=0
(ili) def(A+S) = def(A)

Beweis: Nach Satz 2.11 existiert eine stetige lineare Projektion P von Y auf R(A) mit
| P|| < 3" Da R(A) abgeschlossen, ist A~!: R(A) — X stetig, und wegen PA = A gilt
A+S=(Iy+SA'P)A.

Weiter haben wir die Abschitzung
ISATIPI < ISIIIATHIIP] < 37"y (A)|A7HI3" = 1.
Damit folgt (ii), da Iy + SA™!P bijektiv ist. Mit Satz 3.1 folgt

def(A+ S) = —ind(A + 5)
= —ind(Iy + SA'P) —ind(A)
= —ind(A)
= def(A).
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Das zeigt (iii). Zu (i) zeigen wir nun, dass Iy + SA™'P eine stetige Inverse besitzt.
Ist nidmlich (z,) € Y mit z, — 0 und y, = (Iy + SA'P)7'2,, dann folgt ||z,| =
lyn + SAT Pyl = [lynll = ISAT Pyall = (1 = [SATEP[)lynll- =

Lemma 3.13 FEs sei V' ein abgeschlossener linearer Unterraum von'Y und J :'V — Y
seine Einbettung in'Y . Fir jedes S € ZB(V,Y) mit ||S|| <1 gilt dann

i) J=5ed (VY)
(i) nul(J—-S5)=0
(iii) def(J —S)=dimY/V.

Beweis: Fiir A € [0, 1] setze Ay :=J — AS. Fiir jedes y € V, ||y|| = 1, gilt:
[Axyll = lly = ASyll = llyll = ISyl = 1 = 1Syl = 1 = [IS]] > 0.

Daraus folgt, dass A, injektiv ist fiir alle A € [0, 1]. Insbesondere gilt (ii). R(A,) ist fiir
alle A € [0, 1] abgeschlossen wegen

Ak<i>H >1—|S|| > 0.
[yl

Ay) =inf ||A = inf
3(A) = inf | Axyl)/ = ing
Daraus folgt (i). Es bleibt, (iii) zu zeigen. Dazu nehmen wir an, es gébe ein p € [0, 1] mit
n =def(A,) < co. Mit 6 := 1 — ||S]| > 0 gilt dann fiir alle A € [0, 1] mit |\ — p| < 37"¢:

[ Ay = Al = [A—pl - IS < 3776 < 37"(4,).

Wenden wir Lemma 3.12 an, so haben wir def(Ay) = def(A, + (Ax — A,)) = def(4,).
Bedecken wir nun [0, 1] mit endlich vielen Intervallen der Liange 37", so sehen wir, dass
def(Ay,) = const fiir alle A € [0, 1]. Daraus folgt dann def(J — S) = def(A;) = def(Ay) =
def(J) = dimY/V. Gibt es kein solches p € [0, 1], so ist def(A,) = oo fiir alle A € [0, 1],
woraus wieder (iii) folgt. O

Wir kommen nun zu unserem grofien Storungssatz, den wir in zwei Teilen beweisen
werden. Wir beschréanken uns hier auf abgeschlossene Operatoren in einem Banachraum
X, denn wir sind auf Zusammenhénge zwischen Spektrum und Semi-Fredholm-Region
solcher Operatoren aus. Die Semi-Fredholm-Region eines Operators T € %(X) ist die
Menge

Agp(T) :=={X € C: T — X ist ein Semi-Fredholm-Operator}.

Folgender Satz zeigt unter anderem, dass Agp(T") offen ist in C.
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Satz 3.14 EsseiT € . (X). Dann gibt es ein € > 0, so dass fir alle \ € C mit |\ < e
folgende Aussagen gelten:
i) T—XAed (X)

(i) nul(T— ) < nul(T)
(i) def(T — X\) < def(T)
(iv) ind(T — \) = ind(7).
Beweis: Es sei Xy := (D(T),|| - |l), wobei || - ||z die Graphennorm von T sei. X, ist
ein Banachraum. Definiere A : Xy — X, Az := Tx. Dann ist A € B(Xo, X). Es sei
Iy : Xy — X die Einbettung von X in X. [y ist stetig: || Iox|| = ||z]| < [|z||[4+|Tz| = |||/
Insbesondere ist || I]| < 1. Man tiberlegt sich leicht, dass fiir alle A € C gilt: nul(7'— ) =
nul(A—Al), def(T'—\) = def(A—Alp) und T—X € & (X) <= A—-)\[) € P, (Xp, X). Da
dim N(A) < oo, existiert in Xj ein abgeschlossener linearer Unterraum W C X, so dass
Xo = N(A)® W. Es seien A und I, die Einschrankungen von A bzw. Iy auf W. A bildet
W stetig bijektiv auf R(A) ab und besitzt eine stetige Inverse A~ : R(A) — X,. Es ist
R(A™Y) = W abgeschlossen, nul(A™!) = 0 und def(A™!) = dim X,/W = dim N(A) =
nul(4) < co. Somit ist A~ € ®*(R(A), X,). Es sei nun J die Einbettung von R(A) in
X. Damit ist dann _

AATY =T (R(A) — Xy — X)

Daraus folgt B B
(A= M)A =T - XA (%)

Ab jetzt sei stets [A| < 1/||A7Y. Es gilt INA~Y|| < 1. Mit Lemma 3.13 folgt J —
MyA™! € @5 (R(A), X), nul(J — A[HA™') = 0 und
def(J — MoA™") = def(A). ()

Da nul(.J — A[A™1) = 0, ist wegen (%) auch A— Ay injektiv baw. N(A—X)NW = {0}
Damit folgt N(A—Xp) W C X = N(A)® W, woraus wiederum nul(A—Aly) < nul(A)
folgt. Das ist die Ungleichung (ii), die uns auch sogleich Satz 3.1 auf (%) anwenden l&sst:

ind(A — M) = —ind(A™?) + ind(J — MpA™")

=nul(A) — def(A)

= ind(A).
Das beweist (iv). Multiplizieren wir in (%) von rechts mit A, so folgt

A— Xy = (J = MeA A, (% % %)
Wegen R(A) = R(A) haben die beiden Operatoren
(J=AMGAMA:W — X und J—AA': R(A) — X

zusammenfallende Bildrdume. Mit (x % *) und (xx) folgt

def(A — M) = def(J — MpA~') = def(A).
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Da aber (A — Ag)W C (A — M) X,, also def(A — M) < def(A — M), haben wir
damit (iii) bewiesen. Es bleibt zu zeigen, dass R(A — Aly) abgeschlossen ist in X. Es ist
(A= Xo)N(A) = I[(N(A) = N(T). Damit gilt:

R(A = A) = (A — M)N(A) + (A — X)W
= N(T) + (J = ApA™Y ) AW
(T) + (J = AyA~")R(A)
(T) 4+ R(J — MoA™Y).
Da J — MyA~! e ®° (R(A), X), folgt (i) mit Lemma 3.7. O

Satz 3.15 FEs sei T € ®.(X). Dann gibt es ein ¢ > 0, so dass fir alle A\ € C mit
0 < |A| < & folgende Aussagen gelten:
i) T—Aed (X)
(i) nul(T — ) = a = const mit o < nul(T)

(iii) def(T — X) = 8 = const mit § < def(T)
(iv) ind(T — \) = ind(T).

Beweis: (i) und (iv) haben wir bereits in Satz 3.14 bewiesen. Wir zeigen (ii). Wegen (iv)
folgt dann auch (iii). Betrachte nun den Raum X := (2>, R(T™). Ist = € N(T — \),
A # 0, so folgt Tx = Az € D(T), also T?x = T(Az) = Az usw. Induktiv ergibt sich
Trz = A"z fiir alle n € N bzw. = € X. Es ist also N(T'— ) C X. X ist nach Satz 3.9 cin
abgeschlossener linearer Unterraum von X. Wir zeigen nun TX =X.Istze XN D(T),
also x € R(T™) fiir alle n € N, dann folgt Tz € T(R(T™")) = R(T™) fiir alle n € N,
also Tz € X. Sei nun z € X. Wir miissen zeigen, dass es dann ein 7 € X gibt, so
dass T% = x bzw. T € T~ {z}. Mit anderen Worten: T~ {z} N X # 0. Aus = € X
folgt insbesondere x € R(T). D.h., es gibt u € D(T'), so dass Tu = z. Mit diesem v ist
T Haxt={veDT): Tv=Tu}={veDT):v—ue NT)}=u+ N(T). T-Hz} ist
also ein endlichdimensionaler affiner Unterraum. Die Mengen T '{x} N R(T™) sind nicht
leer, denn z € R(T™™), d.h., es existiert ein ¥ € R(T"),sodassx = T7 <=7 € T {z}.
Nach Lemma 2.15 sind all diese Mengen endlichdimensionale affine Unterrdume. Wegen
X D R(T) 2 R(T?*) 2 ... werden die Dimensionen dieser Riume hochstens kleiner.
Daher existiert ein m € N, so dass T"'{z} N R(T™) = T {x} N R(T™*) fiir alle
k = 0,1,.... Schneiden wir all diese Rdume fiir ¥ = 0,1,..., so folgt T-'{z} N X =

T-Hz}n R(Tm) £ (). Das beweist TX = X.

Es sei T die > Einschrankung von T auf X.Esist T € (X ) und auch T € &, (X),
denn R(T) = X und N(T) C N(T). Da T surjektiv ist, ist def(T) = 0. Wenden wir auf
T Satz 3.14 an, so folgt die Existenz eines £ > 0, so dass fiir alle A € C mit I\ < e gilt:
T—Xed,(X), nul(T A) < nul(T), def(T — \) < def(T) =0, also def(T A) =0, und
ind(T — A) = ind(7). Damit ist aber nul(T — A) = nul(T — \) = ind(T — \) = ind(T) =
nul(T) = const fiir 0 < |\ < e. O
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