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Η άνοδος μιας σφαίρας. 

Μια σφαίρα µάζας 1kg κυλίεται σε οριζόντιο επίπεδο µε 

ταχύτητα κέντρου µάζας υcm=4m/s και στην πορεία της 

συναντά ένα κεκλιµένο επίπεδο, κλίσεως θ=30°, κατά µή-

κος του οποίου συνεχίζει την κίνησή της. Η κορυφή του 

κεκλιµένου επιπέδου έχει εξοµαλυνθεί ώστε να µην διατα-

ραχθεί το οµαλό πέρασµά της από το ένα επίπεδο στο άλ-

λο. Αν η προς τα πάνω κίνηση της σφαίρας σταµατήσει όταν το κέντρο της Ο ανέβει κατά h=1m, τότε: 

i) Να αποδείξετε ότι κατά την άνοδό της στο κεκλιµένο επίπεδο, η σφαίρα δέχεται δύναµη τριβής από το 

επίπεδο. 

ii) Να υπολογιστεί η κινητική ενέργεια της σφαίρας τη στιγµή που σταµατά η άνοδός της στο κεκλιµένο 

επίπεδο. 

iii) Να υπολογιστεί το έργο της ασκούµενης τριβής κατά την άνοδο της σφαίρας. 

Για την σφαίρα ως προς µια διάµετρό της Ι= 2mR
5

2
και g=10m/s2. 

Απάντηση: 

i) Έστω ότι το κεκλιµένο επίπεδο είναι λείο. Τότε κατά την άνοδο της 

σφαίρας, δεν ασκείται καµιά ροπή, οπότε η γωνιακή της ταχύτητα 

παραµένει σταθερή. Οπότε εφαρµόζοντας την διατήρηση της µηχα-

νικής ενέργειας (επίπεδο µηδενικής ενέργειας το οριζόντιο επίπεδο 

που περνά από το κέντρο µάζας της σφαίρας στο οριζόντιο επίπεδο) 

και αν y η κατακόρυφη απόσταση του κέντρου µάζας µεταξύ οριζο-

ντίου επιπέδου και ανώτερης θέσης,  παίρνουµε: 
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Αλλά έχουµε δεδοµένο ότι το ύψος είναι µεγαλύτερο (1m) συνεπώς ασκείται τριβή στην σφαίρα κατά 

την προς τα πάνω κίνησή της. 

ii)  Θεωρώντας τη σύνθετη κίνηση της σφαίρας σαν µια µεταφορά και περι-

στροφή έχουµε (δουλεύουµε µε τα µέτρα των µεγεθών): 

Μεταφορική κίνηση: ΣFx=mαcm→ mg·ηµθ-Τ=mαcm (1) 

Αλλά υ=υοcm-αcm·t  (2) και x= υοcm.t – ½ αcmt2   (3) 
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Τη στιγµή που σταµατά η άνοδος υ=0 και 
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Αλλά τότε:  Τ=mgηµθ - mαcm = N1N41N5,0101 =⋅−⋅⋅ . 

Στροφική κίνηση:  Στ=Ι·αγων → Τ·R= γωνamR
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Αλλά τότε η γωνιακή ταχύτητα της σφαίρας είναι: 
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Συνεπώς τη στιγµή που µηδενίζεται η ταχύτητα του κέντρου µάζας, η σφαίρα στρέφεται µε γωνιακή 

ταχύτητα ω έχοντας κινητική ενέργεια: 
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iii)  Εφαρµόζουµε το θεώρηµα µεταβολής της κινητικής ενέργειας για την σύνθετη κίνηση της σφαίρας 

στο κεκλιµένο επίπεδο: 

Κτελ-Καρχ=Ww+WΝ+WΤ → 
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Σχόλια: 

1) Στο ii) ερώτηµα θα µπορούσαµε να αποφύγουµε τη δυναµική µελέτη, αν χρησιµοποιούσαµε το θεώρηµα 

µεταβολής της κινητικής ενέργειας για τη µεταφορική κίνηση: 

Κτελ-Καρχ=Ww+WΝ+WΤ  → 
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2) Η αρχική µηχανική ενέργεια της σφαίρας είναι ίση µε την κινητική της ενέργεια (U=0): 
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ενώ στην ανώτερη θέση έχει µηχανική ενέργεια 

ΕΜ/τελ=Κ+U=0,45J+mgh=10,45J, 

αλλά τότε η απώλεια της µηχανικής ενέργειας, η οποία µετατρέπεται σε θερµική εξαιτίας της τριβής ο-

λίσθησης θα είναι ίση: 

Q=Εµηχ/αρχ-Εµηχ/τελ=11,2J-10,45J=0,75J. 
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