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Οι ταχύτητες δύο σημείων ενός τροχού. 

Ένας τροχός ακτίνας R=0,5m κυλίεται σε οριζόντιο επίπεδο µε σταθερή 

ταχύτητα του κέντρου µάζας του Ο. Ένα σηµείο Α, βρίσκεται στο άκρο 

µιας ακτίνας του. Τη στιγµή t1, όπου η ταχύτητα του σηµείου Α γίνεται 

µέγιστη, ένα άλλο σηµείο Β, έχει ταχύτητα µέτρου υ1=0,8m/s της ίδιας  

διεύθυνσης µε την ταχύτητα του σηµείου Α. Τη στιγµή t2 όπου η ταχύτη-

τα του σηµείου Α γίνεται η ελάχιστη δυνατή, η ταχύτητα του Β έχει µέτρο υ2= 3,2m/s. 

i)  Να υπολογιστεί η ταχύτητα υcm του κέντρου Ο του τροχού. 

ii) Να βρεθεί η θέση του σηµείου Β, καθώς και η απόσταση (ΑΒ) των δύο σηµείων του τρο-

χού. 

iii) Να υπολογιστεί η µεταβολή της ταχύτητας του σηµείου Α, µεταξύ της στιγµής t1 και µιας 

επόµενης χρονικής στιγµής που η ακτίνα ΟΑ γίνεται οριζόντια, για πρώτη φορά. 

Απάντηση: 

i) Θεωρούµε την κίνηση του τροχού ως σύνθετη, µια µεταφορική µε ταχύτητα υcm και µια 

στροφική γύρω από οριζόντιο άξονα που περνά από το κέντρο του Ο, µε γωνιακή ταχύτητα 

ω.  Συνεπώς σε κάθε θέση η ταχύτητα του σηµείου Α, θα είναι ίση µε το διανυσµατικό ά-

θροισµα της υcm και της γραµµικής ταχύτητας λόγω της κυκλικής του κίνησης, γύρω από το 

Ο, µε µέτρο υγρ=ωR, όπως στο διπλανό σχήµα. Αφού ο τροχός κυλίεται για τα µέτρα των 

δύο αυτών ταχυτήτων ισχύει υcm=υγρ=ωR. Αλλά για να είναι µέγιστη η ταχύτητα του σηµεί-

ου Α τη στιγµή t1, θα πρέπει να βρεθεί στο ανώτερο σηµείο, όπως στο δεύτερο σχήµα, όπου 

υΑ=υcm+υγρ=2υcm, αφού σε κάθε άλλη θέση, µε βάση το σχήµα υΑ<υcm+υγρ (τριγωνική ανι-

σότητα). 
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Αφού το σηµείο Β έχει ταχύτητα της ίδιας διεύθυνση µε την ταχύτητα του σηµείου Α, θα 

βρίσκεται στην ίδια διάµετρο µε το σηµείο Α, ή κάτω από το κέντρο (δεύτερο σχήµα) ή 

πάνω από το Ο ( τρίτο σχήµα). 

Εξάλλου το σηµείο Α έχει ελάχιστη ταχύτητα υΑ=υcm-ωR=0, τη στιγµή που βρίσκεται σε 

επαφή µε το έδαφος. Αλλά στο 2ο σχήµα υΒ=υcm-υγρ/Β, ενώ στο 3ο  υΒ=υcm+υγρ/Β. Συνεπώς 

ταχύτητα µικρότερου µέτρου (0,8m/s) το σηµείο Β έχει στο 2ο σχήµα, ενώ στο 3ο σχήµα 

έχει µεγαλύτερη ταχύτητα (3,2m/s), πράγµα που σηµαίνει ότι στο µεσαίο σχήµα, δείχνει τη 
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θέση του Β, µε το Α στο ψηλότερο σηµείο της τροχιάς του και στο τελευταίο σχήµα τη θέ-

ση του όταν το Α έρθει σε επαφή µε το έδαφος. Αλλά τότε για τις ταχύτητες του Β: 

1B/cm υυυ γρ =−     (1)   και  2B/cm υυυ γρ =+   (2) 

Με πρόσθεση κατά µέλη, παίρνουµε →+= 21cm2 υυυ  
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ii)   Για την γωνιακή ταχύτητα περιστροφής του τροχού έχουµε: 

s/rad4s/rad
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Ενώ από την (1) παίρνουµε: 

s/m2,1s/m8,0s/m21cmB/1B/cm =−=−=→=− υυυυυυ γργρ , οπότε: 
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Αλλά τότε m8,0m3,0m5,0rR)AB( =+=+= . 

iii)  Στο διπλανό σχήµα βλέπετε την ταχύτητα του σηµείου Α, τη 

στιγµή που βρίσκεται στο ανώτερο σηµείο της τροχιάς του, µέ-

τρου υΑ=υcm+ωR=2υcm=4m/s, καθώς και τη στιγµή που η α-

κτίνα ΟΑ γίνεται οριζόντια, όπου η ταχύτητά του είναι το δια-

νυσµατικό άθροισµα γρυυυ
rrr

+=′ cmA . 

Για τη µεταβολή λοιπόν της ταχύτητάς, µεταξύ των δύο αυτών θέσεων είναι: 

 

Αλλά τότε η µεταβολή της ταχύτητας του σηµείου Α, µε βάση 

το διπλανό σχήµα, έχει µέτρο: 

( ) ( ) →+=+= 2
cm

2
cm

2
y/A

2
x/AA υυυ∆υ∆υ∆  

s/m222cmA ==υυ∆  

Ενώ η µεταβολή της ταχύτητας σχηµατίζει µε την οριζόντια διεύθυνση γωνία θ=45° (δια-

γώνιος τετραγώνου) ή γωνία φ=θ+90°=135° µε την ταχύτητα υcm. 

dmargaris@gmail.com 
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AAA υυυ∆
rrr

−′=   
∆υα/x= x/Ax/A υυ −′ =υcm-2υcm=-υcm 

∆υα/y= y/Ay/A υυ −′ =υγρ-0=υcm 


