Algebra Booleana, Revisio Portas L 6gicas e Mapas de
Karnaugh

1) AlgebraBooleana:

Em 1854, George Boole introduziu o formalismo que até hoje se usa para o
tratamento sistemético da ldgica, que é a chamada Algebra Booleana. Em 1938, C. E.
Shannon aplicou esta algebra para mostrar que as propriedades de circuitos elétricos
de chaveamento podem ser representadas por uma agebra Booleana com dois valores
(estado “ligado” e “dedligado” associado a0 e 1)..

Em particular, na algebra Booleana de dois valores, cada \aridvel pode assumir um
dentre dois valores possiveis, os quais podem ser denotados por [F,V] (falso ou
verdadeiro), [H,L] (high and low) ou ainda [0,1]. Nesta disciplina, adotaremos a
notacdo [0,1], a qual também € utilizada em eletronica digital. Como 0 ndmero de
valores que cada variavel pode assumir € finito (e pequeno), o nimero de estados que
uma funcédo Booleana pode assumir também sera finito, o que significa que podemos
descrever completamente as funges Booleanas utilizando tabelas. Devido a este fato,
uma tabela que descreva uma funcéo Booleana recebe o nome de tabela verdade, e
nela sdo listadas todas as combinagtes de valores que as varidvels de entrada podem
assumir e os correspondentes val ores da fungéo (saidas).

Na agebra Bool eana, existem trés operacdes ou funcdes basicas. Sdo el as, operacéo
OU, operacéo E e complementacao. Todas as fungdes Booleanas podem ser
representadas em termos destas operacdes basi cas.

Axiomas e propriedades: comutatividade, associatividade, distributividade
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Para desenhar um circuito a partir da equacao Booleana, seguir a
ordem de avaliacéo de expressoes:

1. Paréntesis (dos mais internos para 0s mais externos);

2. Operacdes E;

3. Operacgodes OU

Para criar Tabelas Verdades a partir de funcdes Booleanas:

1. Criar colunas para as variaveis de entrada e listar todas as
combinacgdes possiveis, utilizando a férmula:

nO de combinagdes = 2N (onde n é o nimero de variaveis de entrada);

2. Criar uma coluna para cada variavel de entrada que apareca
complementada na equacgao e anotar os valores resultantes;

3. Avaliar a equacédo seguindo a ordem de precedéncia, a partir do
nivel de parénteses mais interno:

10 negacdao de variaveis, i.e., operador complementacéo
20 multiplicagéo légica, i.e., operador E
30 adicéo légica, i.e., operador OU

Exercicio:

Dada a funcéo Booleana F= (A+B).C./A.D, determinar a tabela verdade e o
circuito légico associado a equagéo.

A[B|[C|D]J /A [CIAD| A+B |F=(A+B).C/AD
oJoJo]o] 1 0 0 0
0] 0|0 1| 1 0 0 0
0| 0| 1|0 1 0 0 0
0] 0| 1| 1] 1 1 0 0
0| 1] 0|0 1 0 1 0
0] 1|0 1| 1 0 1 0
0] 1| 1|0 1 0 1 0
0] 1|11 1 1 1 1
10|00 o 0 1 0
1/o0lo0]1] o 0 1 0
1[o[1]o0o] o 0 1 0
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F=(A+B).C/AD=A.C/AD+/AB.CD=/AB.CD
F=/A.B.C.D

Representacéo gréfica: 1 porta E de 4 entradas onde a entrada A é invertida por
um inversor.

2) Leis Fundamentais da Algebra Booleana:

Sgja A uma variavel Booleana.

Ent&o:

SeA?0bp A=1

SeA?1 b A=0

(definicdo do espaco de uma variavel Booleana)
Propriedades da Operagdo OU

(1) A+0=A ,A.0=0
(2) A+1=1 ,AL=1
3 A+A=A AA=A
(4 A+A=1 ,AJ/A=0

Propriedade da Complementacéo
9 A=A

Propriedade Comutativa

(10) A+B=B+A
(11) A:B=B:A

Propriedade Associativa

(12) A+B+C)=(A+B)+C=(A+C)+B
(13) A:(B:C)=(A:B):C=(A:C):B



Propriedade Distributiva
(14) A:B+C)=A:B+A:C

Teoremas de Morgan

A:B:C:..=A+B+C+.. (2.1)

Para duas variaveis

Derivacdo das Expressoes Booleanas. Tabela Verdade, Simplificagcdo, Equacéo
Logica através da soma de produtos (Lista todas as combinagfes das varidveis de
entrada para os quais a funcdo vale 1) ou produto de somas (Lista todas as
combinagdes das variaveis de entrada para os quais a funcdo vale 0). Construcéo do
circuito logico.

3) Simplificacéo de Fungdes Booleanas usando M apas de K arnaugh

O método de simplificacéo apresentado na se¢éo 2.6 € de aplicabilidade limitada, uma
vez gue é bastante dificil certificar-se que todos os pares de mintermos que podiam
sar simplificados foram determinados. Alternativamente aguele método, ha outro



método de simplificacdo baseado na identificagdo visual de grupos de mintermos
passiveis de serem

simplificados. No entanto, para que se possa identificar tais grupos, € necessario que
0s mintermos sgjam dispostos de maneira mais conveniente, o que serd explicado a
seguir. Na descricdo do método de simplificacéo literal, foi mencionado que os pares
de mintermos que se diferenciam de somente uma variavel sdo passiveis de
simplificagdo. Observando a ordem com que os mintermos de uma funcéo Booleana
gualgquer (com, por

exemplo, 3 varidvels) aparecem na tabela verdade, vemos que, se trocarmos o
3° mintermo com o 4° e trocarmos também o 7° mintermo com o 8°, obteremos uma
nova ordem, na qual quaisquer dois mintermos adjacentes sdo passiveis de
simplificagdo. E interessante notar também que o 1° mintermo pode ser simplificado
com 0 5°, 0 2° mintermo pode ser simplificado com o0 6° e assim por diante.

A B C | mmntermo

000 | A8.T

00 1 A B.C

o10 | a.B.T

011 | AB-C E

100 | AB-C

I 01 A-B-C

110 AB-C

111 | A-B.C 3
A-B-C| A-B ABC | ABTC
A-BC| ABC| ABC| ABCT

Repare que nessa nova tabela, quaisquer dois minternos adjacentes (na horizontal ou
na vertical) sdo passiveis de serem simplificados, pois s se diferenciam de uma
varidvel. E importante ressaltar que esse conceito de adjacéncia n&o esta restrito aos
limites da tabela, uma vez que os elementos extremos de uma mesma linha (ou de
uma mesma coluna) também sdo simplificavels. Isto implica que a tabela de
adjacéncias de mintermos da figura 2.11 pode e deve ser encarada como uma figura
geométrica tridimensional do tipo “toréide” (ou uma “rosguinha’). A figura a sguir
explicita as relactes de adjacéncia dos mintermos para uma funcéo de trés variavels.
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E importante ressaltar que o conceito de adjacéncia é aplicavel na horizontal e na
vertical, mas nunca na diagonal. Por exemplo, observe que nmo € e Ndo Sao
adjacentes, pois ndo estdo nem na mesma linha, nem na mesma coluna. O processo de
simplificacdo usando a nova disposicao inicia pela construcdo da tabela

em si: os valores da fungdo que se quer simplificar devem ser preenchidos conforme a
nova ordem. Apds, identificam se todos os grupos de mintermos-1 adjacentes entre si.
Cada grupo origina um termo produto, no qual somente as varidveis comuns a todos
0s mintermos-1 permanecem. Desde que os grupos de mintermos-1 adjacentes tenham
sido corretamente identificados, a simplificagéo se tornatrivial.
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Exemplo 2.3: simplificar afuncéo F, cuja tabela verdade encontra-se no item 2.5.2.
O primeiro passo € construir uma tabela para F, usando a nova disposi¢éo dos
mintermos.

Foo AB

Apds, deve-se identificar todos os grupos ce mintermos-1 adjacentes entre si. Cada
grupo de mintermos-1 originara um produto, conforme indicado na figura 213. A
equacdo emsoma de produtos simplificada serd o OU entre os produtos encontrados:

F=AB+ABC+BC

M apas de Karnaugh e Subcubos

A tabela modificada usada para a identificacdo dos mintermos-1 adjacentes no
exemplo anterior € denominada mapa de Karnaugh (no caso, para 3 variaveis). Na
figura 2.14 sdo mostrados os mapas de Karnaugh para funcfes de 2, 3 e 4 variaveis.
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O primeiro passo para simplificar-se uma fungdo usando mapa de Karnaugh €
escolher

0 mapa conforme 0 numero de variaveis da funcéo e preencher os valores dos
mintermos

conforme a tabela verdade fornecida, ou conforme a equacéo fornecida. O segundo
passo € identificar grupos de mintermos adjacentes que formem grupos de 2m
elementos adjacentes entre si, com 0_m_n, onde n é o numero de variaveis da funcéo.
Estes grupos séo denominados subcubos.

No caso de se querer encontrar uma expressdo em soma de produtos, estaremos
interessados nos subcubos de mintermos-1. Ent&o, cada subcubo contendo mintermos-
1 ird originar um produto, no qual uma ou mais varidveis poderdo estar ausentes
devido a smplificacdo que € obtida. Os produtos associados aos subcubos de
mintermos-1, simplificados ou ndo, sdo denominados implicantes. E importante
ressdtar que quanto maior o nimero de elementos do subcubo, maior serd a
simplificacdo obtida.

Exemplo:
Determinar os implicantes do Mapa a seguir:



00 01 11 10

C

No caso de se querer encontrar uma expressao em produtos de somas, estaremos
interessados nos subcubos de mintermos-0. Ento, cada subcubo contendo mintermos-
0 irdoriginar uma soma, no qual uma ou mais variaveis poderdo estar ausentes devido
a simplificagdo que é obtida. As somas associados aos subcubos de mintermos-0,
simplificadas ou ndo, sGo denominadas implicados. Também neste caso, quanto
maior 0 numero de elementos do subcubo, maior serd a simplificacéo obtida.

Exemplo 2.5: determinar os implicados das funcbes dadas a seguir.

00 ] | | |

01 | | | |

| 1 l 0 0

Cobertura dos M apas de Karnaugh



Normalmente, € possivel identificar-se numa mesma funcdo Booleana mais de um
implicante (ou mais de um implicado). Neste caso, é necessario determinar o conjunto
de implicantes (ou implicados) que melhor “cobre” a fungéo, onde a melhor cobertura
significa necessariamente a expresséo mais simplificada possivel, a qua é
denominada expressio

minima.

O procedimento basico para se determinar a melhor cobertura (também
chamada
cobertura minima) para uma expressao em soma de produtos é o0 seguinte:

- ldentificar os subcubos de mintermos-1 com maior nimero de elementos possivel,
iniciando do tamanho 2, onde n é o niumero de variaveis da funcéo. Caso algum
mintermo-1 fique isolado (isto €, ndo ha nenhum outro mintermo-1 adjacente a ele),
entdo ele constituira um subcubo de um elemento;

- |dentificar o menor conjunto de subcubos de modo que cada mintermo-1 pertenca a
pelo menos um subcubo (= sgja coberto pelo menos uma vez).

Observacoes:

1. Cada mintermo-1 pode ser coberto por mais de um subcubo, caso i1sso resulte numa
smplificagdo maior;

2. Um ultimo teste para verificar se a expressao obtida € realmente a minima consiste
em verificar se algum subcubo pode ser removido, sem deixar algum mintermo-1
descoberto. Um subcubo que poder ser removido sem descobrir mintermos € dito
subcubo né&o-essencial. Logo, todo o subcubo que ndo pode ser removido é dito
essencial ;

3. Pode haver mais de uma expressdo minima para uma mesma funcdo Booleana;

4. A expressdo minima é aguela de menor complexidade. E a complexidade sera
medida pelo nimero de literais de uma funcéo.
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Até agora, temse visto apenas duas fungdes booleanas de duas varidveis, OU e E.
Mas, existem 22, funcBes Booleanas com n varidveis binrias. Assim, existem 16
funcbes Booleanas de duas variaveis e as fungdes E e OU sd0 apenas duas dessas 16
funcbes. A tabelaa seguir lista todas as 16 funcdes Booleanas de duas variaveis, x ey.



Valores para Expressio
Nome Simbolo | x,y= algébrica Comentario
00 01 10 11

Zero 0 0 0 0 0 F =0 Constante 0

E Xy 0 0 0 1 F =x Xxey

Inibigdo x/y 0 0 1 0 F,=xy X mas nao y

Transferéncia 0 0 1 1 F, =1 X

Inibigdo yix 0 1 0 0 F,=3) Y Imas nio x

Transferéncia 0 1 0 1 F,=x Y

XOR xBy 0 1 1 0 j-'b =3V+1 X OU Yy, mMas nao
ambos

ou Xty 0 1 1 1 F,=x+v Xouy

NOR Xy 1 0 0 0 Fro=(x+ ) Nio-OU

Equivaléncia I 0 0 1 Fy=xyv+x' x igual a y

Complemento y' [ 0O 1 0 F,=1 Nio y

Implicacao XCy I 0 1 1 F =x+) Se v, entdo x

Complemento x' [ 1T 0 0 F,=X Nio x

Implicagao XDy 1 1 0 1 F,=%+) Se x, entao y

NAND xTy I 1 1 0 F,=(x) Nio E

Um 1 I 1 1 1 F.=1 Constante |

L




