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§ 1 Introduccion

En muchas aplicaciones de la fisica es muy ttil y, a veces, necesario utilizar
tensores para describir cantidades fisicas. En tales casos resulta coherente uti-
lizar una notacién tensorial que sea consistente y clara. Muchas veces se mezcla
notacién tensorial con vectorial y esto trae confusiones.

A continuacion se presenta un calculo hecho por Alberto Lencina, el cual adapté
para que se pueda leer todo en notacién tensorial.

Existen cristales cuyos indices de refraccion cambian cuando se les aplica
un campo eléctrico externo. Estos cambios pueden no depender linealmente
del campo aplicado y, en general, dichos cristales no presentan isotropia. El
estudio de estos cristales ha tomado bastante importancia en los ultimos anos
debido a su practicidad para el diseno de dispositivos opto-electfonicos como
moduladores, retardadores y otros.

Se estudiard, principalmente, cémo varia la amplitud de una onda linealmente
polarizada que incide sobre un cristal al que se le esta aplicando un campo ex-
terno.

§ 2 Notacion y consideraciones sobre tensores

Es importante notar que, en este estudio, el espacio es el euclideo y el tiempo
es no relativista. Es decir todo el andlisis se hara para limites no relativistas.
Utilizaremos la convencién de Einstein para la suma de indices. Un vector
cualquiera sera representado por un tensor de la siguiente manera.

E=E, «a=123 (1)



También anotaremos las derivadas de un tensor de cualquier rango con una
coma. La siguiente ecuacién muestra un ejemplo para un tensor de rango tres:

anryJ
83’:5

= Eays,g (2)

Anotamos a continuacién como quedan en esta notacion la divergencia, el gra-
diente de la divergencia, el laplaciano y el rotor de un campo vectorial F,,.

V-E =Esp
V(V-E)=Espa
2
v E = Eaﬂﬂ
V X E =cap By (3)
Donde o, 3,7 = 1,2,3 y €apy es el pseudotensor totalmente antisimétrico de
Levi-Civita. Las relaciones anteriores pueden ser facilmente verificadas simple-
mente realizando las sumas correspondientes.
Para resolver las ecuaciones de Maxwell necesitaremos hacer el rotor del ro-

tor. Desarrollaremos ahora como queda esa operaciéon. Para hacer esto usaremos
dos igualdades que son faciles de verificar:

EanuEppy = apdny — OaryOnp
Egpa=Epap (4)

Efectuamos ahora el rotor del rotor; nétese que los indices se arreglan de manera
consistente con la ecuacién 4.

V x (v} X E) = Canu€upyEq,pm =
5aﬁ5mE%ﬁ,n - 5a75nﬁE%ﬁ,n =FEyany— Eapn =

Eyro—EBany=V(V-E)-V'E (5)

Recobramos, como era de esperar, el resultado del célculo vectorial para el rotor
del rotor.!

§ 3 Fcuaciones de Mazwell en un dieléctrico

Cuando un campo eléctrico o una onda EM atraviesa un dieléctrico (en par-
ticular, los cristales a estudiar) se desplazan cargas. Al desplazarse cargas se
genera una corriente j, dada por la cantidad N de carga ¢ que se mueve con
una velocidad v, de manera tal que.

Ja=—F— (6>

IEs muy fécil demostrar casi todas la identidades vectoriales usando solo las ecuaciones 3
y 4.



La ley de Gauss para la polarizacién en notacién tensorial se escribe P, o = —p.
Podemos entonces escribir las ecuaciones de Maxwell de la siguiente manera.

0. Pa «

Ea,a = M = - ’ (7)
€o €o

Byo=0 (8)

0B,
504/6”YE“/75 = ot (9)

. OFE, 0

Eapy By, = toja + NOGOW = E(UoPa + po€o ) (10)

Se supone que la permitividad del dieléctrico es la del vacio Al tomar rotor a
ambos lados de la antetltima ecuacién se tiene, usando el resultado sobre el
rotor, que:

0
Egpa— Eapp= —afaﬁwa

reemplazando en la ecuacién 10 se tiene que

82
Egpa— FEapgp= *@(uoPa + 1o€o E)

que escribiremos mas prolijamente de la siguiente manera
1 0%E, 0%P,
Eppo—Eapst 53755 = Hoga (11)
§ 4 Soluciones para cristales no lineales

La polarizaciéon, en general, serd la suma de una contribuciéon que dependa
linealmente del campo y una que no lo haga, podemos escribir

P, =PL 4 pNE (12)

donde PL y PNL estén definidas de la siguiente manera

Py =ex\4Es (13)
P(iVL — €oX((12L~)?»yEﬁE’Y + EOX((yBB)nyEBE’YEfS - (14)

Nos limitaremos a estudiar qué pasa con polarizaciones de hasta tercer orden.
Es importante notar que tanto ijgv como XSﬁ)’Y s bueden ser elegidos de manera
tal que sean simétricos con respecto los indices 3,7,d ya que cada uno de los
X&Q) representan una forma cuadética. Asimismo, cada uno de los ng) son
la extension natural de la forma cuadritica a una dimensién més (ie: forma
cibica).

Para simplificar un poco las cosas podemos ’acoplar’ la polarizacién lineal con
el campo eléctrico definiendo el tensor €,5 de la siguiente manera.

€oFa + PL = €,E0 + €oX ) Ep = €o(0as + X\ Ep = otapBs  (15)



El estudio que nos interesa hacer es sélo de las componentes perpendiculares de
las ondas planas, en direccion de propagacién r se tiene que

Esp=0
Con estas ultimas consideraciones podemos reescribir la ecuaciéon 11 como:

1 0%enpEq 0?P,
_Ea B GY — —Ho
BEYT 2 o Ho™ a2

Como se mencioné en la introduccion se estudiarara el caso en el que hay un
campo eléctrico fijo E,,_ aplicado y una onda que incide linealmente polarizada.
La solucién para la ecuacién de onda debe tener, entonces, la siguiente forma.

(16)

E, = Ey(ry,t) = E,, + %[Ea(r,,)e_m +c.c] (17)

donde E, (r,) puede ser separada en dos componentes perpendiculares. Esto se
escribe asi:

E,(r,) = Eq, (ry)eiklv” + Eo, (r,,)eik?v” (18)
By (rv)E2, (1) =0 (19)

Si ponemos todo junto, omitiendo la dependencia de E;_  en r, simplemente
para que se vea mas prolijo, se tiene

1 . )
E,=E,, + §[E1ael(k1”7_“’t) + By etk 4 ] (20)

Para poder resolver la ecuaciéon de onda se necesitard hacer los productos
E.E3y EqEgE,. Para simplificar un poco las cosas definimos

1 . .
o 5[Ela(r)e“’m*wt) + By, (r)eithzr=wh) 4 e ] (21)

entonces al desarollar el producto E, g se tiene

EoEs = E, Eoy + Eo, 908 + Eoypa + 9afp (22)

El término E,,, E,, no nos interesa en la solucién, porque estamos interesados en
ver como se modula la onda que se manda y no el campo fijo aplicado. El término
Pap tampoco nos interesa, ya que en éste aparecen las frecuencias sumadas, lo
que significa que aparecen armoénicos, que tampoco nos interesa estudiar. Por
estas, razones despreciamos estos términos en la solucién y rescribimos (22)
como:

EoEg = E,, 05 + Eoypa (23)
E, , ,
EaE,B — 2a [Elg (T)ez(kﬂ—wt) +E2ﬁ (r>ez(k2r—wt) +C.C.] +
E, . )
28 [Ela (T)ez(klrfwt) + EQa (T)ez(kgrfwt) + C.C.]



Desarollamos ahora el producto E(r,t)Eg(r,t)E,(r,t) y se tiene
EoEgE, = (24)
an lz‘ogEoW + panng, + an pﬁEow + an Eog Oy +
Eoo 989y + Pakioypy + papplo, + Papppy

Nuevamente, como, no nos interesan los términos constantes o donde aparece
K K

o dos veces, pero si donde aparece tres veces, ya que en este aparecen términos

que no son armonicos, nos quedamos con

EoEgEy = 9aFo,Eo + Eo 9pEo, + Eo, Eopoy + 0appiy (25)

Los primeros términos tienen una forma simple, pero el Ultimo no. Lo desarrol-
lamos de la misma manera que hicimos antes. Primero hacemos los siguientes
reemplazos:

1 ) .
Fa _ 5 [Ela (r)ez(klr—wt) + EQQ (r)ez(kzr—wt)] (26)

1 ) )
T = BT, (e 0 4 B, (r)eiar =) @0
PaPpsPy = FaFﬁFW + FZFEF: + (29)

Lalgly + Do B +
Lo, + TRTs0% +
Lolpl + TLT3E0,
cada par de términos de cada linea corresponde a un par de conjugados los

primeros dos no nos interesan, porque representan la generacion de arménicos,
asi que escribimos

Papppy = Lalply + Tal50, + Lal'pl + coc. (30)
Rescribimos, entonces, la ecuacién 24 como

Eo(r,t)Eg(r,t)Ey(r,t) = paEoy Eo, + Eo, 9pEo, + Eo, Eoy0~ + (31)
(Lol + Tol30, + Lol + c.c.)
Con estas herramientas podemos escribir mas explicitamente las contribuciones

cuadréticas y cubicas de la polarizacion.
Como hemos remarcado anteriormente.? que

Xapy = Xanp (32)

2]a explicacién propuesta es muy matemética y rigurosa, sin embargo una explicacién de
esto con argumentos fisicos y no matematicos se puede encontrar en el capitulo 3 de Nonlinear
Optics, D.L .Mills, Springer 1998



Revisemos qué pasa, ahora, con las polarizaciones de segundo grado recordando
el resultado (23).

E, E
2 2 Oy * i *
p(g?) - foXE,é[;yEBEW = eoxggv[ 2 (Tg+T%) + Tﬁ(rv +1I7)] =
2 *
coX'ip Bo, (g +T5)
Pf) = €oX((126)’yEoB [El'y ei(h“ rs—wt) + EWQAY 6i(k25r57wt) + C‘C'] (33)

Para el caso de la polarizacién de grado 3 se tiene, como ya dijimos, que

3 @) . 3) (3 . 3) (3
Xt(lﬁ)vﬁ = Xaﬁ)M’ Xt(lﬁ)w - Xz(xﬁiﬁdv XEMB'\/(S = X((lcs)’yﬁ (34)

de lo que sale que

PO = ex2) 5[3Eo, B, [Ts + c.c] + 3(50Ts) + c.c (35)

Expandiendo el ultimo término y renombrando XSﬁ)W s = %X

tonces, procediendo como se hizo antes, que:

(3)

aBys S€ tiene en-

1 , ,
PP =ex) 5 (5 Eos Eo, (By,eitrr=wt) 4 gy eilkor—wt) 4 o0y 4 (36)

1 * [ r—w * i r—w
Z (ElﬁElw El,; (7‘)6 (e D + EQ[&EZYEQ&e (k2 ? +
2E; By, Eaye' 270 4 2E5 Ep Eye’m—vh) 4

ETBEQ’YEzaei(pk‘gfk‘l]’rfwt) 4 E;ﬁEl’YElaei([lefk‘g]wat) + C.C.>}

Lo que se desarroll6 hasta ahora es la forma que debe tener la solucién bus-
cada, es decir, propusimos una forma para la solucién y estamos desarrollandola.
Debemos, ahora, remplazar todos estos resultados en la ecuacion diferencial (12)
para encontrar la forma exacta de E(r).Para hacer esto empezaremos desarrol-
lando las derivadas.

1

Ea,ﬁ = 5

[iklgElaei(klﬁrﬁwt) + Ela,gei(klﬁrﬁfwt) + (37)

) ) _ . —wt
ZkQﬁEzaez(k%rﬁ wt)“‘EQaﬁez(k?'Brﬁ w)—|—C.C.

El laplaciano, después de reagrupar términos queda como

1 . . 1 _
Eapp= ) l(Ela,ﬁ,ﬁ + 27,k‘1BE1a,5 - E1ak15klﬁ)ez(k zTB—wt) + (38)

<E2“’B,B + 2iko, En,, , — o, ’fzak%) ¢!F2amemvt) e




X1 16 i W varyi v X-
hacemos una aproximacion conocida como SVEA ’slow varying envelope appro:

imation’. Esta aproximacién nos permite despreciar el término Ey, , , entonces
la ecuacién anterior queda como
]' . i(kl T[jfwt)
Ea’[-}ﬁ = 5 2Zk15E1(,,5 — Elaklgklg e B + (39)
<2ik2g Ela,,@ — EQQ kgﬁ k25> ei(kQBrﬁ_wt) + c.c.
Las derivadas con respecto al tiempo quedan de la siguiente forma
62PNL
o = WP (40)
826aﬁEa 2
= ~w'eapEo (41)
Ahora rearmamos la ecuacién diferencial reemplazando por lo que ya conocemos
1., i _
5 Qik1, B,y — By ki ki, )e' e 4 (42)
2
. i _ weqsF
(QZkgﬁEQQﬂ — EQQ (’I")k‘gﬁkgﬂ)ez(kzﬁrﬁ wt) + % = —MO’LUQP(iVL

— — w 2 _ . s .
Usando que k; = n;k, = n;"; y n; = ¢; se reordena la ecuacién anterior para
dar:
. 1k T@+ik2 iko g __ 2 NL iwt
ik1, By, ;e8 8By, ,e 8 = —w P, "e (43)

Como FEj y FEs fueron definidos perpendiculares definimos, ahora, a, y b,
de la siguiente manera

E
o = — e (44)
VE1E1,
b, — _ Ea. (45)
VE2,E2,
Lo, (46)
Cq = —F/——x
EosEog
Gaba =0 (47)
Ey =\ /E1 B, (48)
Eo = \/Eo,FEa, (49)
Eo =/ Eo, Fo, (50)



de lo que al multiplicar (43) escalarmente a ambos lados por a, y por b, se
obtiene

wQMOiaOl (wt—kqir
Biy=—0— plLeitwt=kr) (51)
2 .
o ba . —_ ~
By, = Lt ’;2’ PNLgiwt—kor) (52)

Reemplazaremos ahora las soluciones para la polarizacién obtenidas anterior-
mente en estas ecuaciones. Primero lo haremos para la polarizacién de segundo
grado.

’LU2,LLO’L'CLQ

] —kir K iAkr
™ P2 ilwt=kir) zn—j[aaxfﬁ)VCBaﬁ,EoEl + aaxfgvcﬁwaoEge ARt (53)

donde Ak = ko — k1. Si ahora se usa la siguiente féormula, que se vera de donde
sale: 1
Xafy = _§(€aa655)7‘a67 (54)

y se realizan las siguientes sustituciones 3

Tleff = GaTapybpcy(€aa€sp) = baTapyapcy(€aa€pp) (55)
T2eff = GaTapyaaCy(€anap) (56)
T3eff = baTapybpcy(€an€sp) (57)
y
ko
= — E,
d1 2n1 TieffLo (58)
ko
= 0 B
dg 2711 T2efflio (59)
ko
ds = =Ly E,
3= el (60)
ko
dy = —2rges B, 1
47 g, el (61)
(62)
se tiene que:
iw? (2) Ji(wt—Fkyr) . iNkr -
o aaPPe = —id1FEa(r)e — ida Fr (1) (63)
iw? (2) i(wt—kar) - iNkr
T2 bo Py e = —idsE1(r)e — idy Fs(r) (64)
o

3La igualdad de la ecuacién 54 se da si X(Q) es real; lo que implica que el medio no tiene
pérdidas , para més informacién, ver Nonlinear Optics, D.L .Mills, Springer 1998



Este es el resultado de She y Lee.* Sin embargo, nuestra cuenta no termina aca.
Falta la polarizacion de tercer orden. Procediendo analogamente, se tiene que
W - .
AP TR =i [LBy (1) + [oBa(r)e™ T + ol 1 (r)PEa(r) + (65)
1 o

falEq (T)‘QEQ(T)eiAkT + %El(T)ES (T)ElefiAkr +

fs|Ea(r)|?EL(r) + %EQ(T)ET (r)Es(r)e?Ak 4

fG‘EQ (’I")|2E2 (T)eiAkr]
y donde se defini6

ko 3
fi= n—laaxig%clgcwa(ﬂfg (66)
ko ) )
-f2 = aaaXa575CBCVb5EO
ko @)
f3 = an, GaXafysABAyAs
Ja= o a 3) aga~b
4= 2n1 axaﬁ’y& BU~Ys
ko ()
f5 = ﬂaax(xﬁ,ﬁbﬁbwaﬁ

ko @
f6 = rmaaxag,y(;bgb.yb(g

y, finalmente,

w — ’ By o
Foaaba PSR = il By (1) o go Bar) + g3l By () PEr (r)e ™4 4 (6)

94|E1 (r)|2E2(r) + %El(r)Eg (T)Ele‘im’” +
g5l Bo(r)PEr(r)e™ 4 4 LBy (r) B (r) Ba(r) e +

96| B ()| Ea(1)]

donde
= @b (3) cgeqasE? (68)
91 = N9 O‘Xaﬁ'y& BEyUs L,
ko, @
g2 = n_zbaXaﬁ'chﬁC'\/bsEg
ko (3

- )
g3 = %baxaﬁ,ﬂ;agava(g

4Wave coupling theory of linear electooptic effect, Optics communication 195 (2001) 303-
311



_ (3)

g4 = 2TL2 baXaﬁmsaﬁa'yb(S
ko , @3

gs = %baxamgb,@byaa
ko,

g6 = g baxamgbﬁbvbé

Sumamos ahora las contribuciones de segundo y tercer orden para cada una de
las componentes del campo eléctrico y tenemos:

OEy(r)
or
—i [dleiAkr _ fzeiAkr _ f4|E1 (T)|26iAkr _

B Balr) B (r)e 4 — fol Ba(r) P Bar) -

i[d2 — fr = f3|Ea(r)]” — %El (r) B3 (r)e™ 85 — f5 Ea (r) P Ex (r) (69)

O0Fs(r)
or
—q [dgeszkr _ gleszkr _ 93|E1 (T)‘Qeszkr

— LB (B3 (r)e P2 — g5| Ba(r)|e” 4] B (r)

—i[ds — g2 — ga| 1 (r)]* — g—;E2(7“)ET (r)e™~" — go| Ea[*] Ex(r) (70)

Hacemos ahora unas aproximaciones que llamaremos slow coupling approxima-
tion en las cuales se supone que

E1 (’I“) = cte = E1 (0) = Elo (71)
Ey(r) 2 cte = E2(0) =0 (72)
se obtiene
O il o = Sl Br ()P
—i[dy — f1 — f3|B1(r)[]Ex(r) (73)
ab;(r) = —i[ds — gy — gs|Ev (r)[?] By (r)e 2k
—1 [d4 — g2 — g4|E1 (7’)|2} EQ(T‘) (74)

ahora, llamando
hi =di — fo — f1|E1,|?
hy = dy — f1 — f3|Er, |?
hs = ds — g1 — g3|E1,|?
hy = dy — g2 — ga| By, |2

=N N
S ot

-
oo

A~ o~~~
) -3
=) ~
NN 2NN 2N

10



se obtiene

0F,

6— = —ihlEQ(’I‘)eiAkr - Z'h2E‘1 (’I“) (80)
"
E AL
% = —ih3 By (r)e " — ihy By (r) (81)
"

Esta es la misma ecuacién diferencial a la que llegan She y Lee, Opt. Commu-
nications 195, 303-311 (2001) y cuya solucién es: °

Ex(r) = pr (r)ei 1) (2)
Ea(r) = pa(r)eiPr+20) (83)
donde
pr(r) = \/E%(o> cos? (sur) + ()2 E3(0) sin® (1) (84)
1 (r) = arctcm(% tan(ur)) (85)
palr) = | %2 B3 (0) sinyr) (36)
b2(r) = —;Zi (87)
donde
=ttt h (58)
o= %\/(Ak + hy — hy)? + 4hihg (89)
:h4—h22—A/€ (90)

Es importante notar que, aunque la ecuacién diferencial tenga la misma forma
que la de She y Lee, los coeficientes son distintos y, por ende, la solucién real
no es la misma.
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5Se andjunta a continuacién el trabajo de W.L. She y W.K. Lee
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