Introduction about Logic

ความรู้เบื้องต้นเกี่ยวกับตรรกศาสตร์(1)
By Mouth of Darkness
1. เรื่องของประพจน์ (Propositions and Statements)

บทนิยาม

ประพจน์คือ ประโยคบอกเล่าหรือประโยคปฏิเสธที่ให้ค่าเป็นจริงหรือเท็จอย่างใดอย่างหนึ่ง
ข้อสังเกต
จริงหรือเท็จ เรียกว่า ค่าความจริง(Truth value) แทนด้วย จริง (true), เท็จ (false)

ตัวอย่าง 

1.
ดวงจันทร์โคจรรอบโลก
เป็นประพจน์ 
เพราะให้ค่าที่เป็นจริง

2.
จงอย่ากลับมา

ไม่เป็นประพจน์
เพราะเป็นประโยคคำสั่ง

3.
พระอาทิตย์ขึ้นทางทิศใต้
เป็นประพจน์
เพราะให้ค่าที่เป็นเท็จ

4.
น่ากลัวจัง

ไม่เป็นประพจน์
เพราะเป็นการอุทาน

5.
กินข้าวมาหรือยัง

ไม่เป็นประพจน์
เพราะเป็นประโยคคำถาม

6.
1 เป็นจำนวนเฉพาะ
เป็นประพจน์
เพราะให้ค่าที่เป็นเท็จ

7.
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 เป็นสับเซตของทุกเซต
เป็นประพจน์
เพราะให้ค่าที่เป็นจริง

8.
จังหวัดอยุธยาอยู่ในภาคใต้
เป็นประพจน์
เพราะให้ค่าที่เป็นเท็จ

บทแทรก

ภาษาที่ใช้กันอยู่นี้ล้วนมีโครงสร้างมาจากหน่วยที่ยังสามารถให้ความหมายได้ที่เล็กที่สุด นั่นคือ คำ(word) แล้วนำมาเรียงกันเป็นประโยค(sentence) ซึ่งประโยคที่ว่านั้นมีหลายชนิด แต่ประโยคที่เราจะสามารถนำมาพิจารณาในเชิงตรรกศาสตร์ได้ต้องเป็นประโยคที่ให้ค่าเป็นจริงหรือเท็จอย่างใดอย่างหนึ่งเท่านั้น ตามบทนิยาม โดยเราจะเรียกประโยคเหล่านั้นใหม่ว่า “ประพจน์” ซึ่งสามารถนำไปใช้ในการอ้างเหตุผลได้ 
“ในทางตรรกวิทยาเราถือว่า ประโยคที่แสดงอารมณ์ความรู้สึกนั้นถือว่าไร้สาระ”
เป็นต้นว่า ประโยคคำสั่ง ประโยคขอร้อง ประโยคอุทาน ประโยคคำถาม ซึ่งถือว่าไม่มีความหมายในเชิงตรรกะ ตรรกวิทยาสนใจแต่ภาษาที่แสดงข้อเท็จจริง(fact) เพราะประโยคที่มีอารมณ์ (หรือข้อคิดเห็นส่วนตัว)เข้ามาเกี่ยวข้อง อาจทำให้เกิดความสับสนในการพิจารณาค่าความจริงได้ จึงมีการสร้างภาษาทางตรรกศาสตร์(ที่เรียกว่า ประพจน์) ขึ้นมาใช้แทนดังกล่าว เพื่อแสดงความหมายที่ชัดเจนที่สุด รัดกุมที่สุดโดยไม่มีอารมณ์ความรู้สึกใดๆเข้ามาเกี่ยวข้อง
เนื้อหาในชั้นที่สูงขึ้น
ประพจน์แบ่งออกเป็น 2 ประเภท



1.ประพจน์เชิงเดี่ยว(simple statement) ประพจน์ที่ไม่สามารถแยกย่อย



2.ประพจน์เชิงประกอบ (complex statement) เป็นประพจน์ที่เกิดจาก




2.1
นิเสธของประพจน์(negation)





2.2
การรวมกันของประพจน์ด้วยตัวเชื่อม(connective)

เนื้อหาเกี่ยวกับการเชื่อมประพจน์พื้นฐาน
-
ตัวเชื่อม(connective)เป็นตัวสำคัญที่นำมาเชื่อมประพจน์ย่อยแล้วเกิดประพจน์ใหม่ ซึ่งอาจทำให้มีค่าความจริงคงเดิมหรือมีค่าความจริงเปลี่ยนไปก็ได้
ตัวเชื่อมสำคัญมี 5 ตัวที่สำคัญ
1.
และ

(and)


แทนด้วยสัญลักษณ์
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2.
หรือ

(or)


แทนด้วยสัญลักษณ์
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3.
ถ้า........แล้ว
(if…..then)

แทนด้วยสัญลักษณ์
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4.
ก็ต่อเมือ

(if and only if)
แทนด้วยสัญลักษณ์
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5.
ไม่(นิเสธ)

(not)


แทนด้วยสัญลักษณ์
~ , 
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บทนิยาม

กำหนดให้ p และ q เป็นประพจน์
1.
นิเสธ(negation) ของ p แทนด้วยสัญลักษณ์ ~p,
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p แสดงความหมายว่า not p
2.
การรวม(conjunction) ของ p และ q แทนด้วยสัญลักษณ์ 

2.1
p และ q แทนด้วย p
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q  หมายความว่า รวมทั้งสองอย่าง 

เช่น
p และ q เดินมาด้วยกัน หมายความว่า pและq ต้องมาด้วยกัน ขาดไปคนใดคนหนึ่งไม่ได้
เงื่อนไข
p
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q  จะมีค่าความจริงเป็น “จริง” เพียงกรณีเดียวเท่านั้น คือ ทั้ง p และ q ต้องมีค่าความจริงเป็นจริง
เราสามารถแสดงค่าความจริงของกรณีต่างๆได้ดังนี้
	p
	q
	p
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3.
การเลือก(disjunction)ของ p หรือ q แทนด้วยสัญลักษณ์

3.1
p หรือ q แทนด้วย p
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q หมายความว่า เลือกอย่างได้อย่างหนึ่ง

เช่น 
p หรือ q ต้องมา หมายความว่า p หรือ q มาคนใดคนหนึ่งก็ได้ เป็นการเลือก(แต่จะมาสองก็ได้)
เงื่อนไข
p
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q จะมีค่าความจริงเป็น “เท็จ” เพียงกรณีเดียวเท่านั้น คือ ทั้ง p หรือ q ต้องมีค่าความจริงเป็นเท็จ
เราสามารถแสดงค่าความจริงของกรณีต่างๆได้ดังนี้
	p
	q
	p
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4.
การแสดงความเกี่ยวพัน,การแจงเหตุ(implication) ของ p แล้ว q แทนด้วยสัญลักษณ์

4.1
p แล้ว q แทนด้วย p
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q หมายความว่า ถ้ามี p แล้วจะได้ q หรือ p สรุปได้ว่า q 

เราเรียก p ว่า เงื่อนไขที่เพียงพอ(sufficient)สำหรับ q ; โดยที่ p เป็น สมมติฐาน(hypothesis)

เราเรียก q ว่า เงื่อนไขที่จำเป็น (necessary) สำหรับ p; โดยที่ q เป็น ข้อสรุป (conclusion)

เงื่อนไข
p
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q จะมีค่าความจริงเป็น “เท็จ” เพียงกรณีเดียวเท่านั้น คือ p ต้องมีค่าเป็นจริง และ q มีค่าเป็นเท็จ
เราสามารถแสดงค่าความจริงของกรณีต่างๆได้ดังนี้
	p
	q
	p
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ตัวอย่าง
จาก หนังสือหลักคณิตศาสตร์ โดย ผศ.ดร.พัฒนี อุดมกะวานิช

p:
วันนี้เป็นวันจันทร์

q:
นายสมชาย เหลืองสด ใส่เสื้อสีเหลือง

p
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q:ถ้า..วันนี้เป็นวันจันทร์..แล้ว..นายสมชาย เหลืองสด ใส่เสื้อสีเหลือง
เราจะเห็นว่า p
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q ให้ค่าความจริงเป็น “เท็จ” ก็ต่อเมื่อ วันนี้เป็นวันจันทร์ แต่ นายสมชาย เหลืองสด ไม่ได้ใส่เสื้อสีเหลือง แล้วถ้าเราเห็นนายสมชายใส่เสื้อสีเหลือง เราจะด่วนสรุปว่าวันนี้วันจันทร์ไม่ได้(สมชายอาจชอบสีเหลืองมากจึงใส่เสื้อสีเหลืองบ่อย) แต่ที่แน่ๆ คือ วันจันทร์เขาจะไม่ยอมใส่เสื้อสีอื่นเลยนอกจากสีเหลือง 

กล่าวได้อีกอย่างหนึ่งว่า
นายสมชาย เหลืองสด ใส่เสื้อสีเหลืองทุกวันจันทร์
ตัวอย่างโดยผู้เขียน

p:

เวลา 23.40 – 23.45 ฝนตก

q:

เวลา 23.46 – 24.00 ถนนเปียก
p
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q:

ถ้า เวลา 23.40 – 23.45 ฝนตก แล้ว เวลา 23.46 – 24.00 ถนนเปียก
จากตัวอย่างนี้ 
เราจะเห็นได้โดยง่ายว่า  ถ้า p มีค่าความจริงเป็นจริง(คือ เวลา 23.40 – 23.45 ฝนตก จริง)




    แล้ว
q มีค่าความจริงเป็นเท็จ (เวลา 23.46 – 24.00 ถนนไม่เปียก)
เราจะพบว่า  เป็นไปไม่ได้(มีค่าความจริงเป็นเท็จ) เพราะ ถนนต้องเปียก เป็นไปไม่ได้ที่ถนนจะไม่เปียก
ถ้าเราพิจารณาเพิ่มเติม

      ถ้า p มีค่าความจริงเป็นเท็จ(คือ เวลา 23.40 – 23.45 ฝนไม่ตก)




    แล้ว
q มีค่าความจริงเป็นจริง (เวลา 23.46 – 24.00 ถนนเปียก)
เราจะพบว่า มีความเป็นไปได้(มีค่าความจริงเป็นจริง) เพราะ ถนนอาจเปียก จากสาเหตุอื่นที่ไม่ใช่ การตกลงมาของฝน
(กล่าวในแง่หนึ่ง คือ เราไม่อาจพูดได้ว่า ถนนเปียก เพราะ ฝนตกเพียงอย่างเดียว)
หมายเหตุ
การศึกษาเรื่อง p
[image: image20.wmf]®

q นับว่ามีส่วนสำคัญมาก เพราะต้องนำความรู้ไปใช้ ในเรื่องการพิสูจน์ 3 แบบ
5.
การสมมูลกัน(equivalence) ของ p แล้ว q แทนด้วยสัญลักษณ์

5.1
p ก็ต่อเมื่อ q แทนด้วย p
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q หมายความว่า ถ้ามี p ที่สมมูลกับ q 

5.2
ซึ่ง p
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q สามารถเขียนแทนในรูป implication ได้ว่า (p
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q)
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 (q
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p)

ข้อสังเกต
เราจะเห็น ว่า p และ q ย่อมต้องมีค่าความจริงที่ส่งผลถึงกันได้ ทั้งไปและกลับ(5.2)
เราสามารถแสดงค่าความจริงของกรณีต่างๆได้ดังนี้
	p
	q
	p
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การสรุปตารางค่าความจริง(truth table) ของประพจน์ได้ดังตาราง
	p
	q
	p
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q  
	p
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q
	p
[image: image29.wmf]®

q
	p
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ตัวอย่างประพจน์ที่สมมูลกัน
1.
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กฎนิเสธซ้อน
2.
กฎเดอ มองกอง(de morgan)


2.1
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2.2
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3.
กฎการแจกแจง

3.1
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3.2
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4.
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กฎการแย้งสลับที่(contra positive)

5.
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6.

[image: image38.wmf]q

p

q

p

Ø

Ù

º

®

Ø

)

(



กฎนิเสธของ p
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q
ตัวอย่างการนำไปใช้จริง
1.กำหนดประโยค  
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p แทน ไม่กินข้าว และ 
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q แทน ไม่อาบน้ำ
จากกฎเดอ มองกอง เราจะได้ว่า ไม่กินข้าวและไม่อาบน้ำ สมมูลกับ ไม่กินข้าวหรืออาบน้ำ
2.กำหนดประโยค  p แทน กินข้าว q แทน อาบน้ำ , ถ้า..กินข้าว..แล้ว..ต้องอาบน้ำ
จากกฎแย้งสลับที่
เราจะได้ว่า ถ้า..กินข้าว..แล้ว..ต้องอาบน้ำ สมมูลกับ ถ้าไม่ต้องอาบน้ำ..แล้ว..ไม่กินข้าว
เราอาจได้อีกว่า ไม่กินข้าว หรือ ต้องอาบน้ำ
2.สัจนิรันดร์(Tautologies)

บทนิยาม

สัจนิรันดร์(tautology) คือ รูปแบบของประพจน์ที่มีค่าความจริงเป็นจริงในทุกกรณี


ข้อขัดแย้ง(contradiction)คือ รูปแบบของประพจน์ที่มีค่าความจริงเป็นเท็จในทุกกรณี
ตัวอย่าง

เมื่อเราพิจารณา 
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p
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p  เราจะเห็นว่า เป็นข้อความขัดแย้ง เพราะเป็นเท็จทุกกรณี


ในโลกจริง,เราสามารถคิดได้โดยจิตสำนึกเลยว่า p ย่อมไม่ใช่ not p ดังนั้น ไม่มีทางเป็นไปได้เลยที่ p จะกลายเป็น not p ไปได้ หรือ not p จะกลายเป็น p ไปได้ เช่น เราพูดว่า ฉันไม่ใช่คน ก็ต่อเมื่อ ฉันเป็นคน เราจะเห็น “ความขัดแย้ง” ชัดเจน
ตัวอย่าง

เมื่อเราพิจารณา p
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(p
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q) เราจะเห็นว่า เป็นสัจนิรันดร์(อาจใช้การตีตารางค่าความจริง)


ในโลกจริง,เราสามารถคิดได้ โดยกำหนด ค่าง่ายๆ เช่น


ให้ p แทน การมีสถานะนักบวช  และ  q แทน การสวดมนต์


เราจะได้ว่า ถ้า a มีสถานะนักบวช แล้ว a เป็นนักบวช หรือ ต้องสวดมนต์


เราจะเห็นว่าข้อความนี้ยังจริงอยู่ แม้ว่า a ซึ่งเป็นนักบวชจะไม่สวดมนต์(หรือเป็นเท็จได้ 1 กรณี)


เพราะอย่างไรก็ตาม เขาคือ นักบวชมีสถานะนักบวช เป็นสัจจะนิรันดร์ ในกรณีนี้
การพิจารณาโดยหาข้อขัดแย้ง



ในอีกแง่หนึ่ง,สำหรับข้อนี้ เราสามารถพิจารณาได้โดยวิธีหาข้อขัดแย้ง


กล่าวคือ เรารู้ว่า p
[image: image46.wmf]®

q จะเป็นเท็จ(คือไม่เป็นสัจนิรันดร์) ก็ต่อเมื่อ หน้าจริง และ หลังเท็จ

แต่ สำหรับประโยคนี้ ข้างหลังเป็น (p
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q) เราจะเห็นว่า เงื่อนไข
p
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q จะมีค่าความจริงเป็น “เท็จ” เพียงกรณีเดียวเท่านั้น คือ ทั้ง p หรือ q ต้องมีค่าความจริงเป็นเท็จ 


ดังนั้น เราจะได้ว่า p หรือ q ต้องเป็นเท็จ ซึ่งขัดแย้งกับ ตัวตั้งต้น(หน้าจริง) 

เพราะ p ตัวหน้า(ต้องจริง)  แต่ p(ตัวหลัง) กลับเท็จ ดังนั้น “เกิดข้อขัดแย้ง”


เมื่อเกิดข้อขัดแย้งที่ว่า เราจะถือว่าเป็น สัจจะนิรันดร์
การพิจารณาโดยใช้ความรู้เรื่องเซต

เมื่อเราพิจารณา p
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(p
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q) ในทางทฤษฎีเซตเราจะได้ว่า 

p
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(p
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q) กล่าวได้ว่า p เป็นสับเซตของ p ยูเนี่ยน(รวม) q

เราจะเห็นว่า p เป็น สับเซตของประโยคข้างหลังจริง ดังนั้นเป็น สัจจะนิรันดร์
บทแทรก
สัจนิรันดร์ นี้เองที่จะทำให้เรา พิสูจน์ข้อความบางอย่างได้ว่า เป็นจริงทุกกรณี หรือเป็นจริงเพียงบางกรณี หรือเป็นเท็จทุกกรณี(ข้อขัดแย้ง) ซึ่งเราจะเห็นได้ว่า ค่าความจริงที่ว่านั้น เกี่ยวข้องกับเรื่องของปริมาณ ดังนั้น นักปรัชญาคณิตศาสตร์ จึงคิดค้น “วลีบ่งปริมาณ(Quantifiers)” เพื่อเป็นการย่นย่อในการที่จะแสดงคร่าวๆว่า ข้อความนี้ มีคุณสมบัติใช้ได้ทุกกรณี(เป็นสัจจะนิรันดร์) หรือใช้ได้บางกรณี
2.1การอนุมาน(deduce)
บทนิยาม
กำหนดให้ H เป็นเซตจำกัด ของประพจน์ เรากล่าวว่า ประพจน์ q อนุมานได้จาก H 
(หมายเหตุ รายละเอียดของบทนิยามนี้ค่อนข้างยุ่งยาก ผู้เขียนจะข้ามไปเพื่อให้ง่ายต่อการทำความเข้าใจ)
เครื่องมือในอ้างการพิสูจน์ที่สำคัญ

1.
ประพจน์ที่สมมูลกัน

2.
โมดัสโพเนนต์
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3.
โมดัสโทเลนส์
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4.
ตรรกบทแบบการเลือก
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5.
ตรรกบทแบบสมมติฐาน
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6.
กฎนิเสธซ้อน
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ตัวอย่าง
1.
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อนุมานได้จาก 
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วิธีทำ
1. 
[image: image60.wmf]q
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สมมติฐาน
2. 
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สมมติฐาน
3. 
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ข้อที่ 1 และ ข้อที่ 2 โดยโมดัสโทเลนส์   หมายความว่า  การอนุมานเป็นจริง
การทำงานในโลกจริง
ให้ 
[image: image63.wmf]p
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การทำผิดศีล อนุมานได้จาก 
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 แทนการฆ่าคน และ 
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แทน ถ้าไม่ผิดศีลแล้วย่อมไม่ฆ่าคน
1. การฆ่าคน 
สมมติฐาน
2.เรารู้ว่า ถ้าไม่ผิดศีล แล้วย่อมไม่ฆ่าคน (กล่าวโดยง่าย การไม่ฆ่าคน ไม่ผิดศีล)
3. โดยโมดัสโทเลนส์ 
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 เราจะได้ว่า
(ถ้า ไม่ผิดศีล แล้ว ย่อมไม่ฆ่าคน) และ มีการฆ่าคน ดังนั้น เป็นการทำผิดศีล
สรุป การอนุมานว่า การฆ่าคน เป็นการทำผิดศีล นั้นจริง

ตัวอย่าง
2. 
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อนุมานได้จาก 
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วิธีทำ
1. 
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สมมติฐาน
2.
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สมมติฐาน
3.
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สมมูลกับข้อ 2 โดยประพจน์ที่สมมูลกันข้อ 5(ย้อนขึ้นไปดู)
4. 
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ข้อที่ 1 และ ข้อที่ 3 โดยโมดัสโพเนนต์  หมายความว่า การอนุมานเป็นจริง
การทำงานในโลกจริง
ให้ 
[image: image73.wmf]q

 ไม่บริสุทธิ์จากข้อกล่าวหา อนุมานได้จาก 
[image: image74.wmf]q
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 แทนฆ่าคน หรือ ไม่บริสุทธิ์จากข้อกล่าวหา,
[image: image75.wmf]p

แทนไม่ได้ฆ่าคน
1.ไม่มีการฆ่าคน
2.เรารู้ว่า มีการฆ่าคน หรือ (กล่าวอีกนัยหนึ่งว่า) ต้องมีการกล่าวหา(คือไม่บริสุทธิ์จากข้อกล่าวหา)
3.จะได้ข้อความที่สมมูลกับข้อที่ 2 คือ ถ้าฆ่าคนแล้ว จะไม่บริสุทธิ์จากข้อกล่าวหา
4.โดย โมดัสโพเนนต์
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q

p

p

®

®

Ù

))

(

(

 จะได้ว่า
ไม่มีการฆ่าคน และ (ถ้าฆ่าคนแล้ว ไม่บริสุทธิ์จากข้อกล่าวหา) จะได้ว่า ไม่บริสุทธิ์จากข้อกล่าวหา
บทแทรก
   ดังนั้น ถ้าเกิดการฆ่าคนเราต้องสันนิษฐานว่า ไม่บริสุทธิ์จากข้อกล่าวหาไม่ก่อน(สำหรับ ไม่มีการฆ่าคน อาจเป็นแค่คำอ้างหนึ่ง ที่ถ้ามีการฆ่าคนเกิดขึ้นจริงๆแล้ว เขาย่อมไม่บริสุทธิ์จากข้อกล่าวหาอยู่ดี)
ตัวอย่าง

3.
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อนุมานได้จาก 
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เมื่อเลือก p เป็นจริง , q เป็นจริง , r เป็นจริง
จะได้ว่า 
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 เป็นเท็จ
การทำงานในโลกจริง
ให้ 
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 ถ้าเขาฆ่าคนแล้วเขาขาดจากการเป็นพระ อนุมานได้จาก เขาไม่ฆ่าคนหรือเขาสวดมนต์,ถ้าเขาขาดจากการเป็นพระแล้วเขาไม่สวดมนต์
เมื่อเราให้ p เป็นจริง คือ เขาฆ่าคนจริง 
เมื่อเราให้ q เป็นจริง คือ เขาสวดมนต์จริง
เมื่อเราให้ r เป็นจริง คือ เขาไม่ขาดจากการเป็นพระจริง
จะเห็นได้ชัด ว่า เมื่อเขาฆ่าคนจริงแล้ว เขาจะไม่ขาดจากการเป็นพระไปได้อย่างไร ดังนั้น เป็นเท็จ
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