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Resum

Aquest és un conjunt d’exercicis de Mecanica Teorica realitzats en
el curs 2004-2005 de l'assignatura amb el mateix nom que s’imparteix
en el 4t curs de la titulacié de fisica de 1'Universitat Autonoma de
Bellaterra. La classificacié dels exercicis respon al moment en que es
van plantejar i al tema que s’estava estudiant.
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1 FORMULACIO D’ALEMBERT 1

1 Formulacio d’Alembert

1.1 Trobar Wi, = AT si m = m(t)

Sol:

L’objectiu de l'exercici és trobar la relacié entre el treball d’anar d’un
punt 1 a un punt 2 i I’energia cinetica, considerant que la massa pot variar
en el temps. Partim de la definicié de treball i la desenvolupem:

2 2 3= 2
Wiso= [ F-di= W — dp- 7 =
dt
1 1 1

2 2
S RN S [ N
. 2m 2m

2
2 . _,<p2
—dp-mv = —
1 m 2m
ap

En aquests calculs hem utilitzat la segona llei de Newton F= 3> la definicid
de velocitat, aillant d7: di = ¥dt i la definicié de moment lineal p'= mv
Podem veure que hem trobat una nova expressié de ’energia cinetica:

1.2 Perque en un sistema de particules es compleix:
n =/ . n =/
doimamiy =0 1 Y, miti=0

Sol:
En un sistema de particules podem definir un nou sistema de referéncia
inercial que estigui en el centre de masses del sistema de particules. Aixi

. N oo
. « ez .1 M7y ’
podem definir la posicié del centre de masses com: R = #, on m; €s
.

iy
la massa de la particula i, 7; és la posicié de la particula cie; d’un sistema
de referencia qualsevol. També podem definir la massa total del sistema de
particules com: M = Zfi L M.

Amb el nou sistema de referencia podem donar unes noves coordenades a
les particules, les quals estan relacionades amb les anteriors per: 7 = 7 — R

Per demostrar la primera igualtat, fem s de les relacions que hem escrit
en els anterior paragrafs:

N N . N _'N
Zmﬁ; = Zml<ﬁ—R):Zmzﬁ—RZm1:
=1 =1 =1 i=1
N
= > mi - ME=ME—-MR=0
i=1

Abans de demostrar la segona igualtat, hem de definir la veloctat del cen-
tre de masses i les velocitats de les particules en el sistema de referéncia del
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Figura 1: Sistema de particules

centre de masses. Derivant respecte el temps la relacié entre les coordenades
dels dos sistemes:

— —

— — 2y i
rm=rn—R = 1=rm—-R

On R és la velocitat relativa entre els dos sistemes de referéncia. Ara ja
podem fer la demostracio:

™
3
o3

1
NE

. N . N
mi(ﬁ'—R)ZE mi; — B mi =
=1 =1

. N
miis— MR=Y p,—-P=P-P=0
=1

@
Il
—
-.
Il
i

I
.MZ

@
I
—

En aquesta ultima demostracié hem fet servir la definici6 de moment
lineal total del sistema de particules: P = Zf\il P; que també es pot definir

com: P=MV = MR

1.3 Resoldre lintegral: ) ff Fydr;
Sol:
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0s;  08;
1.4 Demostrar =2 — ﬁ
dq; dq;

Demostrar que:
8sj N &éj
dq;  Od;

Vi=1,....,.n; Yie=1,...,n

On s; = s;(q1,-.-,qn;t)

Sol:

Considerem que tenim dos conjunts de coordenades generalitzades amb
n elements cadacuna. Abans de comencar hem de trobar les relacions entre
els dos conjunts de coordenades generalitzades:

SZ qi:qi(slu"'asnat) -~ Sj:Sj(qla"‘7Qn7t)

J \’
dg; "\ 9y 0g; ds; 0 0s;
(L‘:&Z qzéj_{_ﬁ 5j:ﬁ: S _|_ﬂ
dt s, ot dt < dg; ot
4 \
q'z':q'i(Sl,...,Sn,él,...,én,t) éj:Sj(ql,...,qn,(jl,...,qn,t)
Vi=1,...,n Vi=1,....n

Per demostar I'igualtat comencarem per I'expressié de la dreta, la desen-
voluparem i farem servir les relacions anteriors entre els conjunts de coor-

denades:
9s; 0 <d53> 853 8s] 0sj Og, _ 0s;
04 Odi 94; Z 3% Z < Oqr 0g; 04
0 88]‘ . 0 8sj . 8qk - .
On hem utilitzat 9 ot 0, 94 9a i 90 1 & k =1 jaque

estem treballant amb coordenades generalitzades que sé6n mutuament inde-
pendents.

08 d 0s;
1.5 Demostrar 9ei _ 295
Demostrar que:
&éj d Osj .
== =1 Vi=1
dq; dt 0g; peee T W AR

On sj = s;(q1,-.-,qn;t)

Sol:

Considerem les mateixes relacions entre els dos conjunts de coordenades
generalitzades s; i ¢; que la demostracié anterior.
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Per fer la demostracié partirem del segon terme i el desenvoluparem:

d 88]' . " 628]' . 828j
dt 0gi ; (8Qk8(h‘ W Dt

On hem utilitzat que si s; = s;(q1,...,qn,t) = % 68” (q1s- s qn,t).

Pero estem treballant amb coordenades generalitzades que sén mutuma-

nent independents, per tant, no importa ’ordre en que realitzem les deriva-

des parcials; matematicament [%, 3%} = 0. El mateix podem dir per les

derivades parcials amb el temps. Aixo implica que s; com a funci6 de les ¢;

. . . L 9%y 9%y
otés uga diferencial exacta: 5000 = Dador .Per tant podem extreure factor
comu 87%

0%s; . s;\ 0 0s; ds;\ 0 .. 03
Z (8%3% * 6q¢0t> B 3%2_:(3%(1 o) = o ) = 5y

En aquest 1ltim pas hem vist que al extreure factor comu a%_, obteniem
¥
Iexpressio de $; segons les relacions que hem extret en I'exercici 1.4

1.6 Segona forma de I’equacié d’Euler

Demostreu que la segona forma de I'equacié d’Euler

gi—d<f Zyzaf)() Vi=1,.

és equivalent a

of d of
Ay dt Iy
Interpreteu el resultat quan s’identifica: x — t,y; — ¢;if — L.
Sol:
Per demostrar I’equivalencia, partim de la segona forma i la desenvolu-
pem:

=0 Vi=1,...,n

of d “ . Of of _df |
m‘m(f‘zyiag) or s dmz B

af df dy 0f . d df
or  dx Z(dxayz dmay>

Ara hem de desenvolupar les derivades totals, sabent que f = f(y;, 9:, z),

gqj@ = gg@ (Yi, Ui x) 1 ‘fly’ = §j;. Substituint en I’expressié anterior:

of 0f NN(01. | 0f. of . dof
9 or Z<ayky’“+ayky’f +Z iog T Vidzag, ) =
k=1 1=
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Els dos primers termes de l'expressié s’anul-len mutuament. Si ara ex-
pandim els dos sumatoris, veiem que els termes ; azf també s’eliminen
mutuament perque tots dos son indexs muts que corren des de 1 fins a n.
Per tant ens queda:

~(dof of dof of\
;(dma?)z 8y>k_0 - §:<d368yZ 8yi>_0

Al treballar amb coordenades generalitzades, que son mutuament inde-
pendents, les y; no tenen relacié entre elles, per tant, aquest zero prové
de que l’expressio és zero per cadascuna de les y;. Amb aquest argument
trobem la primera forma de 1’equacié d’Euler:

dof o _
dx 0y,  Oyi

Vi=1,...,n

Si interpretem x — t,y; — ¢; i f — L, obtenim varies expressions
conegudes. Susbstituint en la primera forma de l'equacié d’Euler, trobem
I’equacié d’Euler-Lagrange:

daof of  _, 49L OL _
dr 0y;  Oyi dt8g; Oq;

Si fem el canvi en la segona forma de I’equacié d’Euler, trobem:
of d of \ oL oL\
833_<f Zyz ) 0 - at_dt< ZQZ ) 0

On podem identificar la funcié energia h(g;,qi,t) = > i, qi% —Li
llavors ’equacié ens diu:

oL dh oL dh
— 4+ — = N - -
ot dt ot dt
Expressié que ens déna la condicié que ha de complir el Lagrangia en
certs casos (lligams escleronoms i potencials no depenents de les velocitats),
per a que es conservi la funcié energia.
1.7 Demostrar la relacié 2- = F.-7i d(l';tT) = F - si la massa
varia amb el temps

Mostreu que per una particula amb massa constant I’equacié de moviment
implica la segiient equacié diferencial per a I’energia cinetica:

dr =
=F-
dt



1 FORMULACIO D’ALEMBERT 6

mentre que si la massa varia amb el temps I'’equacié corresponent és

d(mT) =
—F.5
dt b

Sol:
Per trobar la primera igualtat, partim de i la desenvolupem:

dg_z": or.  or. a:r_z”: or _ dory . oT .\,
it~ = \og" " 0g") ot — = \\og ~ dtog dt 25

Ara utilitzem 'equacié d’Euler: %% — 3q = @, on Q; és la forca

generalitzada en la direccié 7. Ara hem de veure quan valen els dos termes
que hem trobat:

oT
=2y + Ty =2T — Ty — 2Ty
04;

On T; son els termes de I'energia cinetica que depenen de la potencia ¢
de la velocitat i T =T + T4 + T
La segiient aproximacié és suposar que estem treballant amb coordena-

des cartesianes, en les quals T3 = Tp = 0 <:> dc% = % = 0)1 I’energia
cinetica no depen de t (:> %f = O) Si considerem coordenades cartesianes

= ¢; =v; 1 Q; = F;. Substituint aquests resultats en el desenvolupament:

CLT_En: or dory . 4 (T N o _
at dq;  dt O dt 9, ot

=

n

. d oT
; <_Qi'Qi+dt(2T_T1_2TO)) t 5
4

n n
7:ZQi‘Qi:ZFz"Ui:ﬁ U
im1 i—1

Per trobar la segona igualtat d(giT) =F. D, suposem que estem treballant
en coordenades cartesianes i que podem escriure T' = va pero que també

podem escriure com 7' = 45— on p és el moment lineal. Si substituim aquesta
definicié de T en la derlvada

dimT) d p*\ _d(p*\ L. 1 . L o
dt _dt</m2/n A Rl R

or

ot
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1.8 Vector posicié del centre de masses

Demostreu que la magnitud R del vector de posicié per al centre de masses
des d’un origen arbitrari ve donat per ’equacié

1
2 p2 2 2
M"R* = M g miri — 5 E A Mim;T;;
? 4,7

Sol:
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2 Formulacié de Lagrange

2.1 Equacions de Nielsen

Mostreu que les equacions de Lagrange en la forma:

Poden ser escrites també en la forma coneguda com de Nielsen:

or _oT
2 =Q
g 0Og;

Sol:

Per demostrar ’equivalencia comencem pel primer terme de la forma de
Nielsen i el desenvolupem:

or 9 dr 9 i(aT. or .. aT)_

o~ o dt ~ 04, 2= \og," " 0,7 " on

z”:(BZT, T dg; | 0°T . 9T, 62T>

it oot b el t
= \04dq; " 09; 06 Ogig; " Odj di - Oiot

Primer, podem veure que el terme %% és exactament 0 perque l'acce-
J 1 .
leracié ¢; nomes depen del temps i per tant la derivada % és 0. Ens podem
fixar també en el terme g—?, el qual té per valor una delta de Kronecker,és
adir,val 1sii=7510si1#j.

Per altra banda, podem desenvolupar el terme %% per trobar:
daT_Z”: °T - °T ..+82T
05 = \0q:06 " " 9406 " Dtdg;

k=1

Comparant ’expressié anterior amb el desenvolupament de g—q.f, podem
1
veure que estan relacionats per:

of _dor ot
dq;  dtdg g

Sustituint aquesta relacié en la forma de Nielsen, trobem directament
I'equacié d’Euler
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2.2 Moment canonic per potencials generalitzats

Mostreu que si el potencial d’un Lagrangia conté termes dependents de la
velocitat, el moment canonic corresponent a una coordenada de rotaci6 6
del sistema no és nomes el moment angular mecanic siné que ve donat per

pgng—Zn-rivaiU

7

on V,, és l'operador gradent amb les derivades respecte de les components
de la velocitat i n és el vector unitari en la direccié de rotacié. Si les forces
sén de caracter electromagnetic, el moment canonic és doncs

Po=1Log— > mn-7ixgA
Sol:

2.3 Equacions de Lagrange separables

A vegades passa que les coordenades generalitzades apareixen separadament
en ’energia cinetica i '’energia potencial de tal manera que T i V es poden
escriure de la forma

T=> fil@d i V=3 Via)

Mostreu que les equacions de Lagrange sén aleshores separables i que el

problema pot ser sempre reduit a quadratures
Sol:

2.4 Problema de la geodésica

Demostrar que la distancia més curta sobre una superficie esferica és una
geodesica

Sol:

Volem saber la distancia més curta entre dos punts sobre una esfera, per
fer-ho facil utilitzarem coordenades esferiques:

x = rsin(f)cos(p)
= rsin(0)sin(p)

z = rcos(f)

Sabem que en coordenades cartesianes di? = dx? + dy® + dz?, escrit
en coordenades esferiques i suposant que nomes ens podem moure per la
superficie de l'esfera de radi 1 (escollim aquest valor per simplificar) i per
tant dr =0 )

dl = (d6* + d¢sin®6) >
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[y,
1009

Figura 2: Geodesica sobre una esfera

Ara podem trobar la longitud que busquem:

L= / dl = / (d6* + d¢?sin*0)
1
2

/d¢> (Zj; +sin29> - /d¢ (9’2 +sm29)é

1

On hem definit § = %. Ara podem identificar f = (02 + sin20 ?
aplicar I’ equacié d’Euler a la funcié f. Pero en aquest cas és més senzill
aplicar la 2a forma de I'equacié d’Euler:

of d ,0f
- = =L ) =0
Or dz <f Y oy’
En el nostre cas podem identificar vy’ = 0,2 = ¢ i podem simplificar

lequacié d’Euler (la nostra f no depen de ¢):

of _ . 9f
8x_0 = f yay/—ct
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Substituint la nostra f, fent les derivades i operant una miqueta:

. 1
(éQ + sin29>; — 98 <02 i {9.7;”29) 2 =a
99
(92 + sin2O>é - 6—21 =a

(92 + sz’n29> ?

1 1

02 + sin%0 — 0°> = a (92 + sinZG) 2 = sin*0=a (92 + sin29> 2

2.5 Problema de les antenes paraboliques

Demostrar perque les antenes i les cuines solars tenen la forma d’una para-
bola

Az

A

Y-

4

Figura 3: Superficie estigmatica

Sol:

Per demostrar que antenes i les cuines solars tenen la forma d’una parabola
hem d’utilitzar la versié de principi de Hamilton aplicada en I’'optica: el Prin-
cipi de Fermat. El principi de Fermat ens diu que un raig de llum anira pel
cami més rapid entre un punt O i un punt O’, si per fer-ho, ha de descriure
una parabola, doncs aquest és el cami que seguira el raig de llum. El cami
optic es defineix com: 7 = [ ndl
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Per al nostre problema imposem que n és constant, per tant els raigs
viatgen en linea recta si no troben cap obstacle. Partirem el problema en
dos parts, des de 'infinit fins a la superficie i de la superficie al punt O, on
focalitza. Si utilitzem la definicié de cami optic i els sumem, obtenim:

nl+nl' = k
I+ = K

VI L) = K
Si manipulem 'expressié, podem arribar a ’equacié:
y=az’>+b

Podem veure que obtenim una equacié d’una parabola, que és just la
forma que és capag de concentrar els raigs que arriben paral-lels des de I’
infinit a un punt. Els factors a i b son constants que depenen de L,n i ki
tenen per valor:

1 (L — k)?
- 2(L—k) 2(L — k)

2.6 Deduccié equacions Euler-Lagrange

Deduir les equacions d’Euler-Lagrange a partir del principi de Hamilton

Sol:

Definim l'accié S = ttf Ldt on L és el nostre Lagrangia que depen de
les n coordenades generalitzades g;, de les n velocitats generalitzades ¢; i del
temps.

El principi de Hamilton ens diu que el moviment real és aquell compleix
0S5 = 0, per tant anem a variar I’ accié S:

to

to to M
55 =5 [ Llgintiat = [ oLiguintiar= [ 7>

t1 t1 11

oL oL _. oL
[aqldqz aq,iéqﬁ—aét dt

No podem deformar el temps (estem a mecanica classica = d§t = 0). El
terme amb d¢; ens molesta i I’hem de reescriure:

L. _OLsdg _d (9L, N\ d (9L,
96 T 9, ar — at \ag. )~ at \ag ) °U

Substituint en 'integral anterior i reordenant els termes en dos integrals:

te X [OL d (0L d (L
5= | Z{a 8q; +dt<8 5qz-> d<6 )5%](&

=1

[ () o [32 (5ow)
— dq;dt + —5 i | dt
/tl ; |:an 8% 1 t1 Z dt @

i=1
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Podem veure que la segona integral és exactament zero, perque d¢;(t1) =
dqi(t2) =0 Vi=1,...,n, llavors al avaluar-la, obtenim:

tz O oL
/ Zdt (5750 ‘“—Z<aqf%

Ara apliquem el principi de Hamilton, que matematicament ens diu §.5 =

0 1 obtenim: ,
2 I\ [0L d (0L
_— = — 0g;dt =0
[ 2o - (G o

Sabem que estem treballant amb coordenades generalitzades, les quals
son independents, per tant el zero de I'integral nomes pot apareixer si 'in-
tegral és zero per cada una de les coordenades, i ens queda l'integral:

L2 T7oL (8L>]
— dq;dt =0 Vi=1,...,n
/t1 I:a% an ¢

Ara apliquem el lema fonamental del calcul de variacions. Aquest ens
diu que si una integral definida ff M(x)n(z)de = 0 on la funcié n(z) pot
prendre qualsevol valor, llavors 1'inica possibilitat és que M (x) sigui zero.
Podem identificar dg; com n(x) i obtenim les equacions d’Euler-Lagrange:

[
=0
t1

d (0L oL
p <<9qz> — aT;Z Vi=1,...,n Eq.s d’Euler-Lagrange

2.7 Indeterminacié del Lagrangia

Si L és un lagrangia per a un sistema de n graus de llibertat que satisfa les
equacions de Lagrange, demostreu per substitucié directa que

L L + (Q17 pr 7q717t) ,

on F' és una funcié arbitraria que val zero en els extrems (F(qi,t1) =
F(g2,t2) = 0), pero diferenciable, també satisfa les equacions de Lagran-

ge.
Sol:

Definim ’accié S’ = ttf L'dt i la variem:
to to
68" =6 L'dt = oL dt
t1 t1

Sabem que L' = L + Cfi—f i que ,pel principi de Hamilton, la variacié de
I'accié S, també és zero

2 b2 dF b2 2 dF 2 dF
5L’dt:/ 5<L+> dt = 5Ldt+/ 5dt_0+/ §—dt
" £ dt £ o dt o dt
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Podem veure que els dos Lagrangians donaran les mateixes equacions de
moviment si ft s dt =0

dF 2 g £
(5%0% dt (5F) dt = (6F|t1 = (5F(QQ,t2) - 5F(q1,t1) =0
t1 t

1

Amb aquest resulat hem demostrat que si L’ i L estan relacionats per
aquesta expressié, porten a les mateixes equacions de moviment

2.8 Invariancia del Lagrangia

Demostrar per susbstitucié directa que les equacions de moviment sén inva-
riants respecte del sistema de coordenades generalitzades utilitzat:

d(OLN oL (oL oL
t 8(]@ 8qi_ dt 85]' 8Sj N
st qi=qi(s1,...,8n,t) Yi=1,....n

Sol:

Tenim dos conjunts de coordenades generalitzades ¢; i s; amb n com-
ponents cadascuna. Abans de comencar a operar amb ’equacié d’Euler-
Lagrange, anem a calcular les dependencies de les velocitats generalitzades
d’ una de les bases amb les coordenades i les velocitats generalitzades de
I’altra base:

Si ¢ = qi(s1,...,8Sn,t) & 55 =5(q1,. .-, qn,t)

\ \
. dg; 0q; . 0 ) ds; " 9s; . Os;
qi:&_ Big, + 2L =0 =N g O
dt 88 ot dt 0q; ot
4 \’
q.i = q.i(slw"7Sn7‘él7"'7‘én7t) S] = éj(qu--~7Qn7q‘17--~7Qn7t)
Vi=1,...,n Vi=1,....n
Hem de demostrar que si es Compleix %gTL — % =0 per L = L(q;, G, 1)
també s’ha de complir %gTL — 87 =0 per L = L(sj, 5,t). Per demostrar-
ho susbtituim el Lagrangia L = L(sj,3;,t) a I'equacié %% — (% =0i

desenvolupem les derivades parcials:

oL Z OL 83] 0L 05 Glﬁ
8qZ 83] dq; (%’j dq; ot 0g;

oL Z”:[aLasJ aLas;j} OL ot

842 = 0sj 0q; 055 0¢; ot 8q1
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. o 0s,
Observant les relacions que hem extret al principi, podem veure —2 = 0

0¢;
. , , ot ot -
isiel temps no és una coordenada més = — = —— = 0. Substituint
0q;  0q;

aquests resultats en 'equacié de Lagrange, obtenim:

S 4 (OLO% _OLOs; 0L,
dt \ 05; 0¢; 0sj 0q; 05 0g; B

Ara utilitzem les demostracions 1.4 1 1.5 per reescriure les derivades
parcials i I’equacié:

i d <8L asj> OL 9s;  OL d Os;

@t \93,04,) ~ s, 00, 0%, dt 0q;

J=1

K'j 0q; - EE 0q; dt Béj q; *
en I'equacié trobem 'equacié d’Euler-Lagrange per les coordenades s;:

Podem veure que 3%, 4 (‘9L 85?) — OL d 055 4 d 0L guhstituint

" d@L&sj_Oiasj_o

%aisj 3qi aSj 8qi a 0

Z d oL 0L

J=1 - dt aSj 6.9]'
Sabent que estem treballant amb coordenades generalitzades, les quals

sén mutuament independents, per tant podem eliminar el sumatori amb j:

d L L
= <g%> — ng Vi=1,...,n Eq.s d’Euler-Lagrange

2.9 Exemple de lligam no integrable
Sol:

2.10 Equacions d’Euler-Poisson

a) Aplicant el principi de Hamilton, demostreu que per un Lagrangia de
la forma L(q;, ¢;, i, t) podem trobar les equacions d’Euler-Poisson:

d? (0L _d (0L oL 19
a2 \og ) dat \8¢) " oq T ST

Nota: Per a resoldre aquest apartat cal imposar: 0q;(t1) = d¢;(t2) =
0Gi(t1) = d¢;(t2) = 0.
Sol:
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Yl

.

Figura 4: Roda que baixa sense lliscar per un pla inclinat

Definim l'accié: S = fttf L(qi, gi, Gi, t)dt, la variem i en desenvolupem
I’ integrand:

[3)

to T

t1 =1

oL oL . oL _.
|:8qi5%‘ + 87@1'6% + aq.i(s%] dt

Ara necessitem desenvolupar d¢; 1 §g; en funcié de dq; :

OL = OLgda _oLd s 4 (OLs N\ _d (OL) .
96 T 9, dt T agidt T a4t \ g L 9 ) 7

dt

Analogament per 'altre terme:
oL .. 0L d¢g; OLd ,_,
6 = o6 = L (8i) =
9500 = 93,0 ar = ag at 0

d(oLg. N _d (0L .. d (OLe.\ _d (OLN o (dg)
at \95 1) " ar \ag ) YT @t \ag.°%) T ar \ g, ar ) =
A (9L, N P (OLY, d(d (OLY
at \og. ") T a2 \ag ) M ar \at \ag ) °
Substituim aquests dos resultats en la nostra integral i obtenim:

[ g (P, (0L g
v 2o " ar \og, ") T ar \ag; ) "

L og=1

d (0L & (OL\ . d (d(OL\.\ .
at \og; ") " a2 \ oG ) "M~ ar \at \ag; ) "
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Agrupant els termes amb dg; 1 amb % i partint l'integral en dues:

/'*Zi OL _d (OLY & (OLN], ..
t1 qu dt 8(]1 dt2 8qz e

=1

te " d [OL oL d (6L> )
- 7.5i+f5.i_* e 51‘ dt
/t1 ;dt (3% 0 " ar \ag; ) ™

Primer ens fixem en la segona equacié, que veurem que ha d’esser
estrictament 0, perqué al realitzar I'integral trobem:

oL oL _. d (0L
<8q.i5%' + 87];6% T (8(],) 0g;

to

t1

Pero al avaluar 1’expressié entre t; i t5 ens déna 0 a causa de la nota
de I'enunciat que deia: 5qi(t1) = (Sqi(tg) = 5qz(t1) = (Sql(tg) =0.

Per tant nomes ens queda la primera integral:

e 2 TOL  d <8L> d? <8L>]
58 = =)+ = [ =) | dqdt
t z; {3%‘ dt \ 0¢; a2 \ o, ) | °

1=

Ara podem aplicar el principi de Hamilton, que ens diu que el movi-
ment real és aquell que minimitza ’accid, és a dir, aquell que fa que
6S = 0. Per tant la primera integral val 0. Pero sabem que estem
treballant amb coordenades generalitzades, les quals son mutuament
independents entre elles, i podem afirmar que aquest zero prové d’una
suma de zeros, un per cada coordenada generalitzada, per tant po-
dem eliminar el sumatori en i, traient-lo de 'integral i aplicant que les
coordenades sén generalitzades i trobem:

/t2 87L_£ 87[/ +i2 87[/ da.dt =0
t1 8%‘ dt f)q, dt2 8ql e N

Ara podem aplicar el lema fonamental del calcul de variacions. Aquest
lema ens diu que si una integral definida ff M(z)n(z)de = 0 on la
funcié n(z) pot prendre qualsevol valor, llavors I'inica possibilitat és
que M (z) sigui zero. Aplicant-ho al nostre cas, podem identificar n(z)
amb dg; i obtenim les equacions d’Euler-Poisson:

d* (0L d (0L L
T <g%> - <g%> + qu Vi=1,...,n Eq.s d’Euler-Poisson

b) Apliqueu el resultat anterior al Lagrangia:
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L=—%qj— ¢

Reconeixeu les equacions de moviment?

Sol:
Substituim el Lagrangia de I’enunciat en les equacions d’Euler-Poisson
i trobem:
&P (0-Tqi-5"\ d [0-Fqi- 5 +3—%qéj—§q2
dt? ol dt aq dq
d? ( mq) d0  mg I mq mg
a2\~ 2) a2 T T2 T
—m{—kq=0 = §+wig=0

Podem veure que obtenim 'equacié de moviment d’un oscil-lador har-

monic de freqiiencia wg = %

2.11 Transformacidé boost

1. Demostrar que la transformacié boost és el limit no-relativista de la
transformacié de Lorentz

2. Introduir la tranformacié boost en el test de simetria i en el teorema
de Noether i veure que es conserva i sota quines condicions.

Sol:

1. La transformacié boost que relaciona els dos sistemes de referencia
inercials S i S’ (considerem que estan en configuracié estandard?, és
a dir, els seus origens de temps s’han fer coincidir, els eixos dels SR
coinciden per t=0 i es mou S’ respecte S a una velocitat constant i de
vector ¥ = (v,0,0))vé descrita per:

- d=z—v-t

i

y — y =y
z — Z/:Z
t — t'=t

De la relativitat espacial, sabem que la transformacié de Lorentz (en
configuracié estandard un altre cop) vé descrita per:

r — 2 =yW)(z—v-t)
y — Y=y
z Z/:Z
t = =)t~ )

C

!Curs de relativitat espacial - Eduard Massé (Manuals de la UAB)
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Z A 2k

Y

¥

Y

vi

Figura 5: Dos sistemes de referencia en CE (Configuracié estandard)

1
2 2

On hem utilitzat el factor v(v) que es defineix com: y(v) = ( - %2) B

i ¢ és la velocitat de la llum en el buit.

El limit no-relativista implica que v << ¢, per tant podem aproximar
1
els factors 2 = 5 = 01 el factor : v = (1 -0)"2 = 1. Substituint
aquestes aproximacions en la transformacié de Lorentz, obtenim:
r—a =yw)(r—-v-t) — ¥=x—v-t

t—>t’:*y(v)(t—c%a:) =t

Per tant, la transformacié boost és el limit no-relativista de la trans-
formaci6 de Lorentz

2. El test de simetria, per un sistema amb N particules que es mouen en
I’espai tridimensional, pren la formas:

N3 AL AL oL d(ot d(5G
Z<5Z +) (ot) (0G)

i _
22\ "oy} Fota gt ) Fo Gy Y L =

Ens interessa que el Lagrangia també sigui invariant, per tant, hem
d’imposar que §G = 0. Mirant la transformacié boost, podem identi-
ficar dxz = vt, 6t = 01 ,per tant , 0 = v. Si substituim aquests valors
en el test de simetria trobem:
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Ara suposem que estem describint el nostre lagrangia en coordenades
cartesianes i que el potencial nomes depen de les posicions, en aquest
cas: L(z,z) =T(2) — V(z) i podem simplificar 1’expressié anterior:

Pero si el potencial nomes depen de les posicions, en podrem deduir
una for¢a (F' = —VV) i utilitzant la segona equacié de Newton (F =
p), per tant _% = p. Per altra banda, el moment generalitzat es

defineix com: p; = g—;. Substituint en I’equacio:

d
vip+op=0 = a(vtp)zo = utp = cté

Si ara utilitzem el teorema de Noether, que es defineix com:

oL .
%&c — h(z,,t)0t + 6G = cte

Novament imposem 1" invariancia del Lagrangia (= dG = 0) i si subs-
tituim els valors de dx i 6t que hem trobat al principi, trobem:

—aot = cte
ox

Amb la suposicié que hem fet pel lagrangia, (L(z, %) =T(z) — V(x))
i la definicié6 de moment generalitzat, trobem el mateix resultat que
amb el test de simetria:

put = cte

2.12 Argumentar perque I’ energia cinetica pren la forma:

T = %mv2
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3 Formulacio de Hamilton

3.1 Hamiltonia per L(q;,g;, G, t)

Si tenim un Lagrangia del tipus L(q;, ¢i, §i, t) , quina forma té el Hamiltonia?
i les equacions canoniques?

Aplicar al Lagrangia: L = %mq’2 — %kq2 — %cc’j2

Sol:

3.2 Transformacié de Legendre inversa

1. Invertiu 'ordre de la transformacié de Legendre per a derivar les pro-
pietats de L(q;, ¢;,t) a partir de H(q;, p;,t), tractant les ¢; com quan-
titats independents, i mostreu que duu a les equacions del moviment
de Lagrange.

2. Pel mateix procediment trobeu les equacions de moviment en termes
de la funcio

n
L'(pi,pit) = = > _ pigi — H(qi, pis t)
i=1

Sol:

3.3 Hamiltonia G(g;,p;,t)

Es pot establir una formulacié tipus Hamiltoniana en la qual ¢; i p; sén les
variables independents amb un ”hamiltonia” G(¢;, p;, t). Partint de la for-
mulacié Lagrangiana, mostreu en detall com construir G(g;, p;,t), i deriveu
les corresponents ”equacions canoniques de Hamilton”. Nota: Aqui p; es
defineix en termes de ¢;, ¢; de la manera habitual

Sol:

Per construir “I’hamiltonia” G(¢;, p;, t) a partir del formalisme lagrangia,
hem de realitzar una transformacié de Legendre, intercanviant ¢; per p;, per
tant hem d’extreure la relacié entre p; i el lagrangia.

Sabem que p; = —gg , si derivem respecte el temps: p; = %—gg . Ara

3 K3
BE 5 RT . doL _ oL _ d oL _ 0L
utilitzem l'equacié d’Euler-Lagrange: o5 — oq — 0 = 4 5o = bq-

Per tant, la relacié entre p; i el lagrangia és: p; = g{f

Per construir “’hamiltonia” G(¢;, p;,t), comencem per la transformaci6
de Legendre:

n
j=1
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Ara, necessitem invertir 'equacié p; = g—; i obtenir g; en funcié de ¢;, p; i
7

t. La condicié necesaria i suficient per a que es pogui invertir, és que I’'Hessia

ha d’ésser diferent de zero, on I'hessia es defineix com: det ‘ 821_26%1 - ‘ #0

Un cop hem invertir I'equacid, podem susbstituir-la en la transformacio
de Legendre i ja obtindrem el nostre hamiltonia G(¢;, p;, t)

Per a derivar les corresponents equacions canoniques per aquest hamil-
tonia, calcularem dG per a les dues definicions de G que tenim, una com a
funcié que depen de ¢; i p; i laltra a través de la transformada de Legendre,

després les igualarem i n’ extraurem les equacions canoniques.

" /0G .  0G .. oG
dG = ; <aq,-in + %dpi) + 5 dt

Per altra banda, amb la transformada de Legendre:

- ;JL oL oL
dG = g dp;jqj + pjdq; — w— dq; — —dq; | — -dt
e Y J71) 8Qj J aqj J at
- oL oL
= E dp:q; — —dg; | — —dt
(0= 1) = 5

Si ara comparem les dues expressions de dG i substituim la definicié de

oL . . . . .x .
Pj = gg; obtenim les equacions canoniques per aquest hamiltonia:

oG oG oG 0L

“opm PT e ot ot

qi

3.4 Principi de Hamilton modificat

Mostreu que el principi de Hamilton modificat

to n
i \i=1

duu a les equacions canoniques de Hamilton

Sol:

Partim de I’equaci6 de I'enunciat e introduim la variacié (la delta) dintre
de l'integral, ja que el temps és absolut en mecanica classica i commuta amb
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I'operaci6 de variar.

to n
0 (sz‘(iz' - H(qz',pz‘,t)> dt =0

t1 i—1

to n
/ 6 (sz‘q'z‘ - H(Qiapi7t)> dt=0
t i=1

2 0H 0H 0H
OpiGi + pidG; — —0q; — —0p; | — — | dt =0
/tl [Z(pq POt 5 ™ 3pip> at]

i=1
2% : . OH_ OH OH
/ Z <5pi(b' + pidgi — 875% — 85pi> o dt =0
t1 i=1 qi Di t
Ens molesta el terme d¢;, i 'hem de reescriure: p;0¢; = pl-%éqi =

% (pidgi) — Pidq;. El susbstituim en l'integral i agrupem els termes per
5q7; i 5pl'.
RS d OH . OH OH |
0piGi + — (Pidq;) — Pidqi — -—0q; — 7—0p; | — | dt =0
/fl Lz:;(pQert(p @) = Biba g ! 8pz-p> ot

ta O . OH d . OH OH
/ § —Pi — | 06+ — (Pidqi) + | di — 5 — ) Opi— —, | dt =0
1 =1 8% dL/_/ apl \8}5_,
= ———— —/™—™

i
1 2 3 4

Veiem que tenim quatre integrals que podem calcular per separat. Pri-
mer, podem veure que 1’ integral 2 és identicament 0, ja que les condicions
dqi(t1) = d¢;(t2) = 0 del formalisme de Lagrange del qual partim, aqui també
s6n valides. La segona condicié 0¢;(t1) = d¢;(t2) = 0, aqui es converteix en
opi(t1) = dpi(te) =0

Les integrals 1 i 3 es poden solucionar simultaniament. Primer cal donar-
se compte que les ¢; i les p; son mutuament independents, per tant el zero
prové d’una suma de zeros, un per cada ¢, i podem eliminar el sumatori en
1 de les dues integrals. Després cal aplicar el lema fonamental del calcul de
variacions, sabent que les quantitats dg; i dp; poden prendre qualsevol valor
(veure exercici 2.6 en la pagina 12, per veure 1'is del lema fonamental del
calcul de variacions)

Amb aquests dos passos, arribem al resultat que els dos parentesis de
les integrals 1 i 3 han d’ésser zero i trobem les equacions canoniques de
Hamilton:

. OH . OH
P ) gy
\ \

. 9H| . OH
pi = Er qi = 3]?@
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3.5 Equacions de Hamilton per variables no independents

Si les variables canoniques no sén totes independents, pero estan conectades
per condicions auxiliars de la forma

Y(qi,pi,t) =0

mostreu que les equacions canoniques de moviment poden escriure’s com

oH oYy, . oOH 0V
-+ ANe—— = ¢; — + A
Op; Zk: " op; e 0q; zk: " 0q;

= —pi

on les A; sén multiplicadors de Lagrange indeterminats
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4 Formulacio canonica

4.1 Demostrar les propietats dels claudators de Poisson

Demostrar les segiients propietats del claudators de Poisson a traves de la

seva definicié:
"/ du v ou Ov
i) =3 (o~ o)

[u,u] =0

[

c) [au+ bv,w| = a[u,w] + b v, w]

2)
b)

,U]::—Tvyu]

d) [uv,w] =uv,w] + [u,w]v
e) [u,vw| = [u,v]w + v [u,w]v
£) [u, [v,w]] + [v, [w, u]] + [w, [u,v]] =0 (Identitat de Jacobi)
Sol:

a)

"\ [/ Ou du ou Ou " /Ou du  Ou du
e, u} = ; <a(1iapz‘ a 5}%3%‘) B ; (a%api a 5%3p¢> =0

On hem utilitzat que el producte de derivades parcials és commutatiu:
OJu OJu ou Ju

Op; Oq; — Oq; Op;
b)

"L [ du v ou Ov " Oou Ov ou Ov
fu, 0] = Z <5qi5pi a 3pi3%) B _; (_3%‘3]% * apia‘]i> =l

=1

"\ (Oau+bvOw  dau+ bv dw

i=1
zn: a@@w bavaw_aauaﬂ_bavaﬂ
~\ 9¢;0pi  9qiOpi  Opidq;  Op; g

~(, (Quow  Oudw Ly (800w 9 owY
— 0q; Opi  Op; Og; dq; Opi  Ipidai))

7

alu, w] + blv, w)

En aquest apartat hem utilitzat la propietat de linealitat de la deri-
vada, és a dir, si a és una constant llavors % = a%. Després hem

agrupat els termes amb a i b per trobar el resultat final.
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a)

Ouv Ow  Ouv dw
v, w} = ; <an‘ dpi  Op; 3%)

<8u 8w @811} ou aw 81} 8w> B
8% 819@ 8%’ 8pz 8}% a% 8}% a%

Z

i Qudw dudw\ . (0vdw v ow\) _
; dq; Op;  Opi Og; dq; Opi  Op;dqi))

=1

[u, w| v + u [v, W]

Aqui hem fet servir la derivada del producte, siguin u i v dues funcions

que depenen de ¢;: M = GV T Ug,-

El segon pas ha estat redistribu’ir els termes en funcié de u i de v. Fi-
nalment, tornant a aplicar la definicié de claudator de Poisson, trobem

el resultat final.

"/ Oudvw  Ou dvw
v} = ; (aqz' dpi  Opi Oq; ) -

- %&uw_i_q}@ﬁw ou 81} 8u8w
a% api 8Qi 8])1 8]% 8(]1 8191 8‘]@

=1

i Qudv  dudv\ - (Oudw Oudw\\ _
dq; Op;  Opi Oq; dq; Opi  Opidqi))

=1

[u, v] w + w [u, w]

Aquesta demostracié és analoga a l'anterior i s’han d’ utilitzar les
mateixes propietats.

£) [u, [v,w]] + [v, [w,u]] + [w, [u,v]] =0 (Identitat de Jacobi)

Per demostrat explicitament 1’ identitat de Jacobi, desenvoluparem un
dels tres parentesis i després farem permutacions v — v — w — u per
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trobar el valor dels altres parentesis.
" /Ovow  Ov Ow
[u, [v,w]] = [u, ; <a% . O 6%)] -

i(@v@w_avaw) (g (non v
= 8q] 81)]  \0q; Opi  9p; Og; Opj 0q; \“= \9¢; Op;  Opi O

Z”:{au 0% 8w+%@ 0w _@ 0% 8710_%(% 02w }_
— | 0q; 0q;0p; Op;  Oqj Oq; Op;Op;  Oqj Op;Op; Oq;  Oq; Op; Iq;Op;

{8 0% 8w+@@82w _@ 0% Bﬂ_@av 82w}
Opj 0q;0q; Op; ~ Op; 0q; Op;0q;  Opj Op;0q; Oq;  Op; Op; 0q;0q;

4.2 Propietat de la identitat de Jacobi

Demostrar que la identitat de Jacobi es satisfa si el claudator de Poisson
representa el commutador de dues matrius quadrades: [A, B] = AB — BA
Sol:
Igual que en l'exercici anterior, desenvoluparem un dels tres parentesis
de Poisson de la identitat de Jacobi i després farem permutacions per trobar
els altres termes.

[4,[B,C]] = [A,BC — CB] =
ABC — ACB — (BCA — CBA) =
ABC + CBA — ACB — BCA

Fent permutacions: A — B — C' — A, podem trobar els altres paréntesis
i demostrar 1’ identitat:

[A,[B,Cl] + [B,[C, A]| + [C, [A, B]] =
ABC, + CBA, — ACBs; — BCA, + BCA, + ACB4—
BAC; — CAB + CABg + BAC; — ABC, — CBA, = ()




