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a) Demostrar que TF{TF{f(x,y)}} = f(-x,-y)

b) Sise aplica un montaje de procesado de imdgenes como el descrito
en la figura, en el que las lentes delgadas L1 y L2 tienen focales
11y f5, y se ilumina con una onda plana monocromética, obtener
los aumentos.

¢) Comparar el resultado con el que se obtiene mediante la éptica

geométrica
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Figura 1: Muntatge del problema 1

Solucion:

a) Per demostrar la primera igualtat, fem s de les definicions de la



transformada de Fourier i de la transformada inversa:

f(x,y) — T.F{f(x,y)} =
/ / s y)e R dudy = Gfo f,)
G(fxyfy) - T'Fil{G(fxafy)} =
/ /_ )T dfdf, = (o, y)

Si apliquem la transformada de Fourier a T.F{f(x,y)}, obtenim:

TFATF{f(zy)}} = T.F{G(fa, fy)} =
//oo G(fx,fy)e_zm‘(fxa:—kfyy)dzdy =

//oo G(fus )2 Ve D) ddy =
f(_aj7 _y)

On hem introduit el signe — dins del producte f,x + f,y i hem
utilitzat la definicié de transformada inversa de Fourier que hem
descrit abans.

b)

c) Segons la Optica geometrica, aquest sistema és el mateix que un
telescopi astronomic (ullera astronomical), i els seus augments
venen donats per I'expressio:

/! !
fo _ |13

Augments = —=2 = ==

A Al
On el signe — apareix per causa del criteri de signes de les focals.

2. Demostrar el principio de Babinet: “Las figuras de difraccion que pro-
ducen una abertura y una obstruccion complementarias entre si, son

2”0

idénticas en todos los puntos excepto en el centro”’.
Solucién:

Per demostrar el principi de Babinet hem de calcular la figura de di-
fracci6 per als dos casos i comparar els resultats. Sigui f(x,y) la funcié
que implementa la transmitancia de ’obertura per la longitud d’ona
que utilitzem. La figura de difraccié produida per aquesta obertura
sera el modul quadrat de la seva transformada de Fourier, és a dir,

! Artur Carnicer i Ignasi Juvells, “Apunts d’Optica fisica”; Departament de fisica apli-
cada i optica, Universitat de Barcelona



hem de calcular la transformada de Fourier de f(x,y) i calcular-ne el
modul quadrat:

flz,y) — T.F{f(z,y)} = Flu,v) — obertura = | F'(u, U)|2

Podem escriure matematicament 1’obstruccié com el complementari
de 'obertura, és a dir, I'obstruccié vindra descrita per fo(z,y) =1 —
f(z,y). Novament hem de realitzar la seva transformada de Fourier i
el seu modul quadrat per trobar la seva figura de difraccié:

fZ(xvy) - TF{fQ(.’L’,y)}:TF{l—f(fL’,y)}:
TF{1} -T.F{f(xz,y)} =
26 (u,v) — F(u,v)

On hem utilitzat la propietat de linealitat de la transformada de Fou-
rier i el valor de T.F.{1} = 2w(u,v)?. Per tant la figura de difraccié
sera:

Ly _ |F(U7U)|2 = Loberturas siu#006v#0;
cperture |2775(u7 U) - F(u’ U)|2 7é Tobertura, Siu=1v=70;

Amb aquest resultat hem demostrat el principi de Babinet, on hem
utilitzat la definicié de la delta de Dirac:

5(%”)_{0, siuz006wv#D0;

1, siu=v=0;

3. Una abertura rectangular de dimensiones a y b se ilumina con una onda
plan de longitud de onda A. Inmediatamente detrds de la abertura se
sitia una lente de focal f’ y se obtiene la figura de difraccién en el
plano focal de la lente.

a) Hallar en coordenadas espaciales del plano focal de la lente la
distribucion del campo eléctrico
b) Hallar la distribucién de intensidad

c¢) Explica como es la figua de difraccién que se observa y la relacién
entre las dimensiones del méximo central de difraccién (distancia
del origen al primer minimo) y las dimensiones de la abertura.

Solucidn:

2Spiegel, Liu i Murray, “Férmulas y tablas de matemética aplicada”
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Figura 2: Muntatge del problema 3

a) Per trobar el camp electric en el pla P2, ens fixem en la figura que
hem dibuixat. Estem il-luminant I’ escletxa rectangular amb ones
planes, és a dir, podem considerar que la font emissora es troba
en l'infinit. Podem implementar 1’obertura rectangular amb la
funcio:

z Yy
f(z,y) = rect(—)rect(g)
a

On hem utilitzat la definicié de rect(x) que tenim dels apunts:

1 jzj <

rect(r) = { 0 |zl Z%

De resultats anteriors trobats en el primer tema de 1’ assignatura
i de les practiques del laboratori sabem que el camp electric en el
pla P2 sera la transformada de Fourier de I’ escletxa rectangular.
Pero realitzarem el calcul complet a partir de I’ aproximacié de
Fresnel de la propagacié lliure i del pas de I’ ona a través de la
lent.

Mirant la figura del problema, estem il-luminant I’ escletxa amb
ones planes que podem escriure com e**%, la seva amplitud serd 1
si les normalitzem . Per tant el camp electric que arriba a la lent
sera justament f(z,y).

El pas per la lent es pot implementar com la multiplicacié pel fac-

i x2+y2
ilone[ kg

tor t;(x,y) =e } . Per tant el camp electric després

de la lent és f(z,y) - ti(z,y).



Per passar de la lent al pla P2, hem d’ utilitzar I’ aproximacio
de Fresnel per la propagacié lliure, I’ aproximacié ens diu que
coneguda la distribucié del camp eléctric en un pla , f(x, y)-t;(x, y)
en el nostre cas, podem coneixer la distribucié del camp eléctric
en un altre pla, U(u,v), utilitzant 1’expressié:

1 u U x s 4T
U(U,U) _ Z)\ eikz ik + // U1 :TJ y etk +y e z%(mu-{—yv)dwdy

Substituint Ui (x,y) = f(z,y) - ti(z,y) en I’ expressié anterior i
avaluant-la per z = f’, obtenim

1 ik +v pzity® 2w
Ulu,v) = 3 7e e / fa,y) -t y)e™ 2 e 3T ) g dy

2,
2402 ik E } pa?+y? o
. 1 zkf’ ik Y / f z y anAo { 2f7 eszJc,e—z}\—Jc,(xu-l—yv)dx dy

z/\f’
ezk”;jﬁ}’ // f o y )\f’ (xu—l—yv)dx dy

Podem definir unes noves coordenades z, = )\1}, iy V

Uz, yo) = Ceiﬂ'f/)\(a:%erg)/ f(z, y)6727ri(acxu+yyv)dm dy

Ara podem veure que I’ integral és justament la transformada de
Fourier de la funcié f(z,y) en les noves coordenades x,, i y, i el
valor de C és: C = #eikf "etkndo  Per tant aquest és el valor del
camp electric és:

Uy, yo) = Ce™NEHIT R { f(x,y))]

Per trobar la distribucié d’ intensitats que tenim en el pla P2 hem
de calcular el modul quadrat del camp electric que hem trobat
en l'apartat a), vigilant que el camp electric té valors complexes i
per tant hem de multiplicar el camp electric per el seu complexe
conjugat.

I(.%'u, yv) = ’U(.%'u, yv)’2 = U(xluyv) . U*(.%'u, yv) =
= Ce™NSIITF {f(w,y)} - Cre ™A E {f(z,y)} =
— CC'TF.{f(n,y)} =

- e P Ay

Per calcular el valor de T.F.{f(z,y)}, anem a buscar a les tau-
les de les transformades de Fourier dels apunts i trobem que



val absinc(ax,)sinc(by,) on la funcié sinc(x) es defineix com
sinc(z) = w Per tant la distribucié d’ intensitats en el
pla P2 val:

b 2
Hxy,yy) = <;f’> sian(awu)sinCQ(byv)

c¢) Si representem la distribucié d’ intensitat que hem trobat en ’a-
partat anterior, obtindrem la segiient imatge (aquesta imatge va
ser obtinguda en la practica 1(Difraccié de Fraunhofer) de 1’as-

signatura):

Figura 3: Difraccié de Fraunhofer d’un rectangle

Per relacionar les dimensions de 'obertura i de la seva figura
de difraccié hem de trobar els minims d’ intensitat, és a dir, els
valors de z, i ¥, que fan que I’ intensitat sigui 0. Igualant a 0 I’
expressio de I intensitat que hem trobat abans, obtenim:

I(xuv yv) =0
ab \? . 9 .9
N sinc®(axy)sinc”(by,) =0
sinc(axy,)sine(by,) =0
(8 (Per la definicié de sinc(x)) J

sin(mazy,) _0 o bé sin(mbysy) _0
ALy, by,
4 Y
p " _m
w= Yo = b
4 Y

U =n——= vV=m—
a b



Podem veure que la distancia als primers minims (n=1 i m=1),
ens dona una relacié entre el maxim central de la figura de di-
fraccié i la mida del rectangle. Sén inversament proporcionals,
és a dir, si I’ amplada del rectangle a es fa més gran, 'amplada
del maxim central de la figura de difraccié és fara més petit, i si
I’amplada de I’ escletxa es fa més petita, I’ amplada de la figura
de difraccié es fara més gran. Analogament per b.

També podem veure que la mida de la figura de difraccié ve de-
terminada per la focal de la lent que utilitzem i per la longitud
de la font que utilitzem, quant més grans siguin, més gran sera
la figura de difraccié i podem fer mesures més acurades.

4. Sea una red de difraccién de fase, en la que la transmisién en amplitud
es uniforme e igual a la unidad. La diferencia de fase entre unos esca-
lones y otros es ¢q, tal y como se muestra en la figura, y se ilumina
con una onda plana de longitud de onda .

a) Hallar la posicién de los maximos principales

b) Hallar el valor de intensidad de éstos

¢) Si ¢g = m, calcular el valor de intensidad del méximo central, es
decir el de orden 0, y el valor de intensidad en los maximos de
orden 1

@DI
a

Figura 4: Filtre del problema 4

A
\J

Solucién: Per tal de realitzar els calculs, hem de trobar la distribucié d’
intensitats que crea aquesta xarxa, i per tant hem de poder escriure la
xarxa matematicament amb alguna f(x). Utilitzant les manipulacions
que vam aprendre en la practica 1 sobre convolucid, podem escriure la
xarxa de difraccié com:

flx) =exp {iqborect(g)} ® comb(bzx)

Analitzant f(z,y) podem veure que introdueix un desfassament de
¢o entre |z| > § i que al convolucionar amb el “peine”comb(bx) es



repeteix cada nb, on n pertany als enters. . Ara ja podem realitzar la
transformada de Fourier d’aquest filtre, recordant que una convolucié
es converteix en producte en 1’ espai de Fourier:

T.FAf(z,y)}
T.F. {emoreot(%) ® comb(baz)}

T.F. {ewomet(%) } -T.F. {comb(bx)}

<COZ¢O smc(waw)) : %comb (%)

On hem realitzat el segiient calcul:

T.F. {ei%rect(%)} = / ~ idorect(2) g~2mw g,

— 00

= / e'Porect () cos(—2nwa)da — z/ ' Porect () sin(—2nwz)dx
—0o0 —0o0

La segona integral és zero perque l'integrand és antisimetric i estem
integrant en un interval simetric. Si desenvolupem la primera integral,
obtenim:

0o
/ ezd)oTeCt(%)COS(—Qﬂ'wx)de =
—o0

/00 cos(quect(%))cos(—?ww:p)dx +i /Oo Sin(gborect(%))cos(—Zﬂwx)dw =

/OO cos(éorect(g))cos(Qmux)dx =

— 0o
oS

a

N

/

Novament, la segona integral és zero, perque lintegrand és antri-

simetric i estem integrant-lo en un interval simetric. L’ultima integral
sin(2rwz) 2
2Tw 1

cos(o)cos(2mwz)dx = ( smc(mw))

a
2

I’hem trobat a les taules d’integrals: f12 cos(2nwz)dr =

Ara podem trobar la distribucié d’ intensitats, sabent que és el modul
quadrat de la transformada de Fourier:

I(w) = <COS¢O>2 (comb%)z . sinc®(raw)

ab

Si ara observem 1’ expressio, veurem que val 0 excepte quan w = 7 on
n pertany als enters. I ja podem trobar la posicié i el valor de tots els
maxims’



a)

Segons 'expressié que hem trobat per I(w), trobem un maxim

principal a w = 0 i els altres es troben per w = 7 on n pertany

als enters (..., —2,—-1,0,1—2,...)

Per trobar el valor d’ intensitat de cada maxim, substituim el
valor que hem trobat per w a la intensitat:

I(w=0) = <Cojfo>2(sinc(0))2:(COGS:)O)z
=) = (25) (ane5h)’

) 9 2
Iw=20 - <00;Z’0) <Sinc(_;m)> :(“if”) (sine(™"
1o=2) = (2 (sine®)

Podem veure que els maxims apareixen simetrics respecte a zero
i amb la mateixa intensitat, a més podem extreure una expressio
per trobar el maxim d’ordre n (o -n):

to= ) = (50 (a3

Sigp=m = cos(¢p) = —1. Si substituim en les intensitats
que hem trobat abans, arribem al resultat:

e = - (3)

oo = (B (e

5. Se registra un holograma de transmision con luz de un laser de argén
cuya longitrud de onda es 488 nm. Las imégenes se gorman con laser
de helio-neén de 633 nm.

a)

Considerando que las distancias de las fuentes de referencia y de
reconstruccion son infinitas y que la distancia al objeto es 10 cm.
ja qué distancia se forma la imagen virtual del objeto?

Considerando que la distancia de la fuente de reconstruccion es
infinita, que la distancia de la fuente de referencia es el doble que
la distancia del objeto, y que ésta ultima es 10 cm, ja qué dis-
tancia se forma la imagen virtual? ;Cudl es el aumento?

)
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Solucion:

a)

Utilitzant 1’ aproximacié quadratica i el registre de ’holograma

s T 21 1 A2 A2
d’un punt, podem aconseguir I’expressié %= (ZP +yEF )\IZO),

on z; és la distancia entre I’emulsié i 1’ imatge, z, és la distancia
entre I’emulsié i la font de reconstruccid, z, és la distancia entre
I’emulsio i la font de referencia i zg és la distancia entre 1’ objecte
i1 emulsi6. A1 i A9 sén les longituds d’ ona de les fonts de
referéncia i de reconstruccié respectivament.

En el nostre cas, tenim les segiients dades:

A1 = 488nm Ay = 633nm

zp = —10cm Zp = Zp = 00

El signe - de zp és a causa del criteri de signes. Per tant, podem
calcular el valor de z; per aquesta configuracio:

L (L, ) __ X
23 N Zp )\12r + )\120 - :F>\120
A1 488nm

= — ==10
a= Ty, " 633nm

= 37.Tem

El valor — correspon a |’ imatge virtual i el valor de 4 correspon
a I’ imatge real

Ara tenim les dades:

)\1 = 488nm )\2 = 633nm

zg = —10cm zr = —20cm Zp = 00

Els signes - de zg i z,- son causats pel criteri de signes. Utilitzant la
mateixa expressié que en 'apartat anterior, trobem que I’ imatge
es formara a una distancia:

1 1 A2 A2 A2 A2
— = — 4+ =4
<Zp /\12T + )\120) )\1Zr + )\12’0

1 Ao (1 1 633nm 1 1
—=t—=——-—) =4 - +
Zi M \zZr 20 488nm 20ecm  10cm

z; = £7.Tem

2120 | § gybs-

Per trobar I’augment, utilitzem 1’ expressié M~! =

tituint I’ expressié anterior de z;, obtenim:

A120

M‘lz‘ iz":m‘

Aozp 2
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Susbstituint els valors, trobem el valor de:

- )

20cm 2 2
M =2

6. Se registra un holograma segin la figura. La pelicula fotografica se
amplia en un factor m.

a) Demuestra que las imdgenes que forma el holograma ampliado,
se forman a una distancia z;

b) y con aumento M dado por las siguientes expresiones, en funcién
de las longitudes de onda, de las distancia de las fuentes de re-
ferencia z,, y de reconstruccién z, y de la distancia del objeto
20

2 = — =+

:F
Zp  Aaym? - Ajagm?

1 -1 ;
)\2 )\2 :| Y M )\22
m)\1 20

Solucion:



