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Έστω ότι συμβαίνει … άρα συμβαίνει; 

Πριν λίγες µέρες έγινε µια µεγάλη συζήτηση στην ανάρτηση του Νίκου Ανδρεάδη «Με αφορµή το ∆1 του 

2011». Στη συζήτηση αυτή είχα γράψει ένα σχόλιο: «Μελετώντας την, σε βλέπω να κάνεις κριτική στην α-

νάρτηση (και λύση), Μια δοκός ακουµπά σε κοντύτερο τοίχο....»  και περίµενα µια τοποθέτηση που να αµ-

φισβητεί τη λύση που είχα δώσει. Η τοποθέτηση δεν ήρθε, οπότε ας µιλήσουµε ξανά πάνω στον τρόπο µιας 

απόδειξης και κατά πόσο είναι αποδεκτή. 

Ας πάρουµε το παρακάτω παράδειγµα. 

Μια οµογενής δοκός µάζας Μ=10kg και µήκους ℓ=4m ισορροπεί όπως στο σχήµα, 

δεµένη µε νήµα, ενώ στηρίζεται στο έδαφος, σχηµατίζοντας γωνία φ=60° µε την ορι-

ζόντια διεύθυνση. Η δοκός παρουσιάζει µε το έδαφος συντελεστές τριβής µs=µ=0,5.  

Σε µια στιγµή κόβουµε το νήµα. Να βρεθούν η επιτάχυνση του κέντρου µάζας Ο και η 

γωνιακή επιτάχυνση της δοκού, αµέσως µετά το κόψιµο του νήµατος. 

∆ίνεται για τη δοκό 2

12

1
lMIcm = και g=10m/s2. 

(Η άσκηση ουσιαστικά είναι η ανάρτηση του ∆ηµήτρη Αναγνώστου «Και τώρα κάτι διαφορετικό (ίσως και 

πρωτότυπο:-)!): ∆οκός, ισορροπία, σύνθετη κίνηση και δύο συντελεστές τριβής », την οποία ας χρησιµοποι-

ήσουµε σαν βάση της παραπέρα συζήτησης). 

Απάντηση: 

Μόλις κοπεί το νήµα η δοκός θα κινηθεί. Το ερώτηµα που ανακύπτει είναι αν θα ολισθήσει ή όχι το άκρον 

της Β, αµέσως µόλις κόψουµε το νήµα. Αυτό δεν είναι δεδοµένο και γνωστό, οπότε είµαστε υποχρεωµένοι 

να δουλέψουµε ξεκινώντας µε µια υπόθεση. Ποια; 

Υπάρχουν δυο εναλλακτικοί τρόποι να προχωρήσουµε: 

1ος τρόπος. 

Έστω ότι η δοκός δεν θα ολισθήσει.  

Η υπόθεση αυτή θα είναι σωστή, αν υπολογίσουµε την τριβή που θα ασκηθεί και βρεθεί να είναι στατική. 

Αν συµβεί αυτό, τότε θεωρούµε ότι η υπόθεσή µας ευσταθεί και η δοκός δεν ολισθαίνει. Σε αντίθετη περί-

πτωση θα έχουµε οδηγηθεί σε άτοπο και θα πρέπει να λύσουµε ξανά την άσκηση, παίρνοντας πλέον σαν 

δεδοµένο την ολίσθηση του άκρου Β. 

2ος τρόπος. 

Έστω ότι η δοκός ολισθαίνει, αµέσως µετά το κόψιµο του νήµατος. 

Στην περίπτωση αυτή θα πάρουµε την τριβή σαν τριβή ολίσθησης. Στη συνέχεια, θα εστιάσουµε στο να 

βρούµε την ταχύτητα του άκρου Β, οπότε αν βρούµε ταχύτητα διάφορη του µηδενός και συµβατή µε τις υ-

ποθέσεις που θα έχουµε κάνει, τότε η υπόθεση θα είναι σωστή, διαφορετικά, θα έχουµε οδηγηθεί σε άτοπο, 
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δηλαδή στην µη ολίσθηση του άκρου Β. Συνεπώς και τώρα, θα πρέπει να λυθεί ξανά η άσκηση µε δεδοµένο 

πλέον, την µη ολίσθηση του άκρου Β. 

Ποια µέθοδος είναι επιστηµονικά σωστή; ∆εν ξέρω αν η δοκός ολισθήσει ή όχι. Κάνω µια υπόθεση. Επιλέ-

γω το ένα από τα δύο πιθανά ενδεχόµενα και ψάχνω. Αν οδηγηθώ σε άτοπο, νοµίζω ότι όλοι συµφωνούµε 

ότι η απόδειξη είναι επιστηµονικά σωστή. 

Αλλά αν δεν προκύψει άτοπο, δεν είναι ισχυρή;  

Ας το δούµε αναλυτικά: 

1ος τρόπος: 

 Έστω ότι η δοκός  δεν ολισθαίνει. Τότε η ταχύτητα του άκρου Β είναι µηδενική και 

µπορώ να δεχθώ ότι η δοκός στρέφεται γύρω από οριζόντιο άξονα, κάθετο στη δοκό, 

που περνά από το άκρο Β. Από το 2ο νόµο του Νεύτωνα παίρνουµε: 

Στ=Ι·αγων → γωνσυνϕ aMMMg 







+=

412

1

2

2
2 l

l
l

 → 

2/
8

15

2

3
srad

g
a == συνϕγων

l
 

Οπότε και 2/
4

15

2
smaacm ==

l

γων  

Αλλά ΣFx=Μ·αcmx → Τ= Μ·αcmx= NNMacm 5,32
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Ενώ ΣFy=Μαcmy→Mg-N= συνϕ⋅cmMa → συνϕ⋅−= cmMaMgN → 

NNMaMgN cm 25,81
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Εξετάζουµε τώρα αν αυτή  η τριβή που υπολογίσαµε παραπάνω, µπορεί να υπάρξει ή όχι. 

Η µέγιστη δυνατή τιµή που µπορεί να πάρει  η τριβή είναι Τορ=µs·Ν=0,5·81,25Ν=40,6Ν 

Παρατηρούµε δηλαδή ότι η τριβή που θα ασκηθεί µε βάση την δυναµική της κίνησης είναι µικρότερη από 

την µέγιστη τιµή που θα µπορούσε να ασκηθεί, συνεπώς η υπόθεσή µας ευσταθεί και τα αποτελέσµατα που 

βρήκαµε γίνονται αποδεκτά. 

2ος τρόπος: 

Έστω ότι το άκρον Β θα κινηθεί οπότε η τριβή που θα ασκηθεί θα είναι τριβή ολίσθησης. 

Εφαρµόζουµε τους νόµους του Νεύτωνα για την κίνηση της δοκού: 

ΣFx=Μ·αcmx → Τ= Μ·αcmx= cmxcmx MaNMa =→ µ  (1) 

ΣFy=Μαcmy→Mg-N= cmyMa    (2) 
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Το άκρον Β όµως θα έχει οριζόντια επιτάχυνση προς τα δεξιά µε µέτρο: 

αΒ=αεπx-αcmx Bcmx aaa −=→ ηµϕγων 2
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∆ιαιρώντας κατά µέλη τις (2α) και (3) παίρνουµε: 
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Αλλά τότε από την (3): 

( )
( )( )ηµϕµσυνϕσυνϕ

ηµϕµσυνϕ
γων ⋅−+

⋅−
=

31

6

l

g
a   (6) 

Και από την (1) µε τη βοήθεια της (5) παίρνουµε: 
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∆ηλαδή έχει επιτάχυνση προς τα αριστερά. Αλλά τότε θα έπρεπε να δέχεται τριβή προς τα δεξιά και το άκρο 

Β να κινηθεί προς τα αριστερά!!! Προφανώς φτάσαµε σε άτοπο, οπότε πρέπει να επιλυθεί η άσκηση µε βάση 

τον 1ο τρόπο. 

Και τώρα ας θέσουµε ξανά το ερώτηµα: 

Ο 1ος τρόπος είναι ή όχι αποδεικτικός της µη ολίσθησης του άκρου Β και η αντίστοιχη λύση είναι σωστή; 

Ή πρέπει να επιβληθεί ο 2ος τρόπος αντιµετώπισης, δηλαδή µόνο αν βρούµε τρόπο να καταλήξουµε σε ά-

τοπο, έχουµε αποδείξει τι πράγµατι θα συµβεί και µετά να επιλύσουµε το πρόβληµα; 

Ας λάβουµε υπόψη και κάτι τελευταίο. ∆εν µιλάµε ότι ξεκινάµε από µια υπόθεση η οποία µπορεί να οδηγεί 

σε πολλά ενδεχόµενα, αλλά µόνο σε δύο. Σε δύο ενδεχόµενα αλληλοαποκλειόµενα.  Αν απαντήσουµε θετικά 

ή αρνητικά στο ένα ενδεχόµενο, δεν καλύπτουµε το άλλο; 

dmargaris@sch.gr 

 

 




