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1. Μολύβι, χάρακας, κρούση και… πειραµατική 

επαλήθευση του θεωρητικού αποτελέσµατος 

Πάρτε ένα µολύβι, ένα χάρακα και κάντε το εξής πείραµα: Κρατείστε το 

χάρακα σε ύψος Η από το τραπέζι, µετρείστε πάνω από το χάρακα σε 

ύψος όσο και το µολύβι h=d(µήκος µολυβιού), οριζοντιώστε το µολύβι και 

αφήστε το έτσι ώστε να 

συγκρουσθεί η άκρη του 

µε την άκρη του χάρακα, 

ας υποθέσουµε ελαστικά. 

Θέλουµε το µολύβι µετά 

την κρούση, να κάνει 

µισή στροφή, τη στιγµή 

που θα βρίσκει το 

τραπέζι.  

 

 

Με δεδοµένα : d, g,m , ��� = ��� md�                  να βρείτε: 

 Α) το ύψος Η (για επαλήθευση του αποτελέσµατος που βρήκατε, δοκιµάστε το 

πολλές φορές και µετρείστε το ύψος Η, οι κρούσεις είναι περίπου ελαστικές). 

B) Να γράψετε τις εξισώσεις που δίνουν τις θέσεις και τις ταχύτητες του κέντρου 

µάζας, και των άκρων του µολυβιού , µετά την κρούση, µε σύστηµα αξόνων το 

κέντρο του µολυβιού αµέσως µετά την κρούση και θετική φορά περιστροφής την 

ωρολογιακή. 

Γ) Επαναλαµβάνουµε, αλλά η ελαστικά κρούση του µολυβιού µε το χάρακα θα γίνει 

σε απόσταση d/4 από το άκρο του µολυβιού. ∆είξτε ότι το µολύβι θα 

ξανασυγκρουσθεί µε το χάρακα. 

∆) Επαναλαµβάνουµε, και θέλουµε η κρούση να γίνει σε σηµείο Στου µολυβιού, 

που απέχει απόσταση x από το κέντρο του, τέτοια ,ώστε µετά την κρούση το 



κέντρο του µολυβιού να έχει ταχύτητα µηδέν. Υπολογίστε το x, και εξετάστε αν θα 

ξαναγίνει 2η κρούση. 

 

 

Απάντηση: 

 

Η ράβδος κάνει ελεύθερη πτώση, άρα 	
� = �
�    , � = �� �
�� ,  άρα 	
� = ���� (1) 

Εφόσον η κρούση είναι ελαστική, η µέση δύναµη F που δέχεται από το χάρακα 

είναι κατακόρυφη µε φορά προς τα πάνω, και πολύ µεγαλύτερη του βάρους. 

Εφαρµόζουµε τον γενικευµένο νόµο του Νεύτωνα για την κρούση κι 

έχουµε:  �������� = ���������
   ή  ����� + ���� = �(	�
�������������	���
�)�
  

Επειδή τα διανύσµατα �����, ����, 	���
� είναι κατακόρυφα η διανυσµατική ισότητα 

επιβάλει και το διάνυσµα 	′
����������� θα είναι συγγραµµικό µε  αυτά, άρα  θα είναι 
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κατακόρυφο, άρα  � − � = �(	
�# �	
�)�
   (2) επειδή 	
�� − 	
� < 0 ↔ 	
�� < 	
� 

λόγω του ότι µέρος της κινητικής ενέργειας της ράβδου γίνεται στροφική 

κινητική ενέργεια, κι αυτό γιατί κατά την κρούση ασκείται η ροπή της F ως 

προς το κέντρο µάζας Κ, άρα  w<F (i) 

Ισχύει: �'
� = �(�������
 → � ∙ �� = +
�∙,  �
 → � ∙ �� = ������∙,  �
 → � = ��,-�
     (3) 

Η ράβδος ,αµέσως µετά την ελαστική κρούση της µε το χάρακα, κάνει σύνθετη 

κίνηση, µεταφορική κατακόρυφη µε επιτάχυνση g και στροφική γύρω από το 

µέσο της (κέντρο µάζας Κ) µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα ω που απέκτησε 

κατά την κρούση. Επειδή η κρούση διαρκεί αµελητέο χρονικό διάστηµα, η ροπή 

του βάρους µεταβάλει ελάχιστα τη στροφορµή της, άρα η στροφορµή διατηρείται 

ως προς το σηµείο κρούσης Μ ως προς το οποίο θα πάρουµε τη ∆ιατήρηση της 

στροφορµής: 

(���./012 = (���34'ά2  ,  �	
� �� = �	
�� �� + +
�, ή �(	
� − 	�
�) = 
�+
�, �   (4) 

Η κρούση είναι ελαστική, άρα διατηρείται η κινητική ενέργεια: 

Κολ.αρχ.=Κολ.τελ. 

�� �	
�� = �� �	
�′� + �� +
�,� 
�(	
�� − 	
�′� ) = +
�,�  ή  �(	
� − 	�
�)(	
� + 	�
�) = +
�,�   (5) 

∆ιαιρούµε τις (4) και (5) κι έχουµε : 	
� + 	�
� = �,�   (6) 

από την (4) έχουµε: 	
� − 	�
� = �+
�, �� =
�, �������� =�- �,  (7) 

(6)+(7): 2	
� = �6 �,  ή  , = 6	
�� = 6�����   (8) 

από (7) έχουµε: 	�
� = 	
� − �- �, = 	
� − �- � 6	
�� = 	
�� = �����   (9) 

 



Θεωρώ σύστηµα αναφοράς που διέρχεται από το κέντρο µάζας της ράβδου, 

αµέσως µετά την κρούση. Η κίνηση του Κ είναι κατακόρυφη µε επιτάχυνση 

g,έτσι οι εξισώσεις κίνησης  είναι: 

	7 = 	′
� + �
 = ����� + �
   (8) 
7 = 	′
�
 + �� �
� = ����� 
 + �� �
�    (9) 

και για τη στροφική κίνηση:  φ=ωt    ή φ=
6����� 
     (10) 

Το µολύβι θα κάνει µισή στροφή µέχρι να βρει το δάπεδο, άρα  φ=π  

και λόγω της (10) έχουµε:  
 = �.6����   (11)   και αντικαθιστώντας 

στην (9)  y=H  έχω  

9 = ����� �.6���� + �� �( �.3����)� → 9 = .�- + (.�)�6-�  

9 = .�- (� + .�-�)  και επειδή h=d  έχουµε: H=
.�- ;� + .-<  ή  H=0,797 d 

Για το ελάχιστο ύψος H  µε δεδοµένο το µήκος του µολυβιού d , 

έχουµε  σε χρόνο Τ/4 το µολύβι στρέφεται κατά π/2. Πρέπει σε αυτό το 

χρόνο το κέντρο µάζας Κ να είναι σε ύψος µεγαλύτερο από d/2  , 

δηλαδή ycm≥ >� → �����  
 + �� �
� ≥ ��      

όµως ? = @A = BCDA = EF����� = >EF����,  �����  �.6���� + �� � ; �.6√���<� ≥ �� 
EF + .���HI ≥ 1 →ισχύει , άρα δεν βρίσκει η µύτη του µολυβιού το δάπεδο. 

 



β)  

Το άκρο Μ έχει συντεταγµένες :  

KL = − �� MN1,
=− �� MN1(6����� 
) =− �� MN1(O�8�� 
)   
7L = 7
� − �� P3,
= ����� 
 + �� �
� − �� P3 QO�8�� 
R  
ενώ το Ν :  

 KS = �� MN1,t=�� MN1(O�8�� 
)    

7S = 7
� + �� P3,t=
�����  
 + �� �
� + �� P3 QO�8�� 
R  

οι ταχύτητες των άκρων είναι η συνισταµένη της ταχύτητας του 

κέντρου µάζας και της σταθερής κατά µέτρο γραµµικής ταχύτητας  

	T/ = , �� = 6����� �� = 6�����  
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	L = O	
�� + 	T/� + �	T/	
�MN1(.— V)
= W(����� + �
    )� + (6����� )� − � 6����� (����� + �
)MN1(X�8�� 
) 

 

	Y =   O	
�� + 	T/� + �	T/	
�MN1(V)= 

X(����� + �
)� + (6����� )� + � 6����� (O6��� + �
)MN1(O�8�� 
) 

Γ) Η ράβδος κάνει ελεύθερη πτώση, άρα 	
� = �
�    , � = �� �
�� ,άρα 	
� = ���� (1) 

Εφόσον η κρούση είναι ελαστική, η µέση δύναµη F που δέχεται από το χάρακα 

είναι κατακόρυφη µε φορά προς τα πάνω, και πολύ µεγαλύτερη του βάρους. 

Εφαρµόζουµε τον γενικευµένο νόµο του Νεύτωνα για την κρούση κι 

έχουµε:  �������� = ���������
   ή  ����� + ���� = �(	�
�������������	���
�)�
  

Επειδή τα διανύσµατα �����, ����, 	���
� είναι κατακόρυφα η διανυσµατική ισότητα 

επιβάλει και το διάνυσµα 	′
����������� θα είναι συγγραµµικό µε  αυτά, άρα  θα είναι 

κατακόρυφο, άρα  � − � = �(	
�# �	
�)�
   (2) επειδή 	
�� − 	
� < 0 ↔ 	
�� < 	
� 

λόγω του ότι µέρος της κινητικής ενέργειας της ράβδου γίνεται στροφική 

κινητική ενέργεια, κι αυτό γιατί κατά την κρούση ασκείται η ροπή της F ως 

προς το κέντρο µάζας Κ, άρα  w<F (i) 

Ισχύει: �'
� = �(�������
 → � ∙ �Z = +
�∙,  �
 → � ∙ �Z = ������∙,  �
 → � = ��,6�
     (3) 

Η ράβδος ,αµέσως µετά την ελαστική κρούση της µε το χάρακα, κάνει σύνθετη 

κίνηση, µεταφορική κατακόρυφη µε επιτάχυνση g και στροφική γύρω από το 

µέσο της (κέντρο µάζας Κ) µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα ω που απέκτησε 

κατά την κρούση. Επειδή η κρούση διαρκεί αµελητέο χρονικό διάστηµα, η ροπή 

του βάρους µεταβάλει ελάχιστα τη στροφορµή της, άρα η στροφορµή διατηρείται 

ως προς το σηµείο κρούσης Μ ως προς το οποίο θα πάρουµε τη ∆ιατήρηση της 

στροφορµής: 



(���./01� = (���34'ά�  ,  �	
� �Z = �	
�� �Z + +
�, ή �(	
� − 	�
�) = 
Z+
�, �   (4) 

Η κρούση είναι ελαστική, άρα διατηρείται η κινητική ενέργεια: 

Κολ.αρχ.=Κολ.τελ. 

�� �	
�� = �� �	
�′� + �� +
�,� 
�(	
�� − 	
�′� ) = +
�,�  ή  �(	
� − 	�
�)(	
� + 	�
�) = +
�,�   (5) 

∆ιαιρούµε τις (4) και (5) κι έχουµε : 	
� + 	�
� = �,Z   (6) 

από την (4) έχουµε: 	
� − 	�
� = Z+
�, �� =
Z, �������� =�,6   (7) 

(6)+(7): 2	
� = [�� �,  ή  , = �Z	
�[� = �Z����[�   (8) 

από (7) έχουµε: 	�
� = 	
� − �6 �, = 	
� − �6 � �Z	
�[� = − 	
�[ = − ����[   (9) 

Το αρνητικό πρόσηµο της ταχύτητας του κέντρου µάζας σηµαίνει ότι το 

µολύβι αναπηδά µετά την κρούση του µε το χάρακα και περιστρεφόµενο. 

 

Θεωρώ σύστηµα αναφοράς που διέρχεται από το κέντρο µάζας της ράβδου, 

αµέσως µετά την κρούση. Η κίνηση του Κ είναι κατακόρυφη µε επιτάχυνση 

g,έτσι οι εξισώσεις κίνησης  είναι: 

	7 = 	′
� + �
 = − ����[ + �
   (8) 
7
� = 	′
�
 + �� �
� = − ����[ 
 + �� �
�    (9) 

και για τη στροφική κίνηση:  φ=ωt    ή φ=
�Z����[� 
     (10) 

Το µολύβι θα κάνει µισή στροφή , άρα  φ=π  και λόγω της (10) 

έχουµε:  
 = [�.�Z����   (11)   και αντικαθιστώντας στην (9)  έχω  

7
�� = − ����[ [�.�Z����  + �� �( [�.24����)� → 7
� = − .��Z + ([.�)��6^Z� 



7
� = .��Z (−� + Z_.�_-� )  και επειδή h=d  έχουµε: �̀�=
.��Z ;−� + Z_._- < ή              7
� =0,079 d. 

 Δηλαδή το κέντρο μάζας του μολυβιού είναι ελάχιστα πάνω από τη θέση που έγινε η 

κρούση κι έχει κάνει μισή στροφή, άρα βρίσκει το χάρακα με το άκρο Ν, με 

αποτέλεσμα να πάρει ανάποδες στροφές μετά την δεύτερη κρούση. 

Δ)  Θέλουµε µετά την κρούση η ταχύτητα του κέντρου µάζας να είναι µηδέν, 

δηλαδή 	′
� = ^ Επειδή η κρούση διαρκεί αµελητέο χρονικό διάστηµα, η ροπή 

του βάρους µεταβάλει ελάχιστα τη στροφορµή της, άρα η στροφορµή διατηρείται 

ως προς οποιοδήποτε σηµείο. ∆ιαλέγουµε το σηµείο κρούσης Σ ως προς το 

οποίο θα πάρουµε τη ∆ιατήρηση της στροφορµής: 

(���./01� = (���34'ά�  ,  �	
�K = +
�,   (4) 

Η κρούση είναι ελαστική, άρα διατηρείται η κινητική ενέργεια: 

Κολ.αρχ.=Κολ.τελ. 

�� �	
�� = �� +
�,� 
�	
�� = +
�,�  (5) 

∆ιαιρούµε τις (4) και (5) κι έχουµε : 
	
�a = ,  ή , = ����K   (6) 

από την (4) έχουµε: �K���� = ��� ��� ����K     

K� = ����  ή  K = ��√6 = �√6- ⟹ K = �√6- = ^, �88�   

Η γωνιακή ταχύτητα του µολυβιού θα είναι τότε: , = �����√6- = -O��6�   
Το µολύβι θα κάνει µισή στροφή σε χρόνο 
 = c� = �.,� = .-O��6� = .- O6��� = .O ��Z�   
και το κέντρο του θα µετατοπισθεί προς τα κάτω, κάνοντας ελεύθερη πτώση, 

κατά:  7
� = �� �
� = �� � .���Z� = .��Z8 = ^, �^d� . 



Για να µην ξαναγίνει κρούση, πρέπει το άκρο Ν του µολυβιού να περάσει ξυστά, 

στην οριακή περίπτωση, από την άκρη του χάρακα. Τότε το κέντρο µάζας θα έχει 

µετατοπισθεί κατά: 7
� = O(��)� − K� = O��Z − (�√6- )� = O��Z − ���� = �√- = �√--  

 

 

7
� = �� �
� = �√-- ⟹ 
 = X�√-6�  

P3e = 7
�� �f = �√--�� = √-6 = ^, Z ⇒ e = �Z^ = .. �Z�8^ = �.�d  ij� 

Η γωνία που θα έχει στραφεί το µολύβι είναι 

π+φ=π+2π/15=17π/15=ωt   ή  �[.�d = -O��6� 
 ⇒ 
 = �[._^ ∙ O6���  χρονική 

στιγµή που θα περνούσε ξυστά από το άκρο του χάρακα. Άρα το Κ θα 

είχε µετατοπιστεί  7
� = �� �
� = 7
� = �� �(�[._^ ∙ O6���)� = ^, ^�-� < ^, �^d� 

που αντιστοιχεί για µισή στροφή του µολυβιού, άρα ΠΟΤΕ δεν θα περάσει 

ξυστά το µολύβι από το άκρο του χάρακα ,γιατί θα συγκρουσθεί πιο πριν 

µ’αυτόν. 
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Η 2η  κρούση του µολυβιού θα γίνει από το κάτω µέρος του χάρακα , 

και µετά την κρούση το µολύβι θα πάρει ανάποδες στροφές και θα 

πέσει στο τραπέζι. 

 

Κορκίζογλου Πρόδρομος                      prodkork@hotmail.com    7
ο
 Γ.Ε.λ. Ν.Σμύρνης        


