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Θέση–µετατόπιση, γωνία, φάση… 

 Για µια συνεπή διδασκαλία  ή 

«Γιατί όποιος κατουράει στη θάλασσα, το βρίσκει στο αλάτι…»  

(Καλοκαιρινό!) 

 

1. Ευθύγραµµη Οµαλή Κίνηση: 

Μελετάµε την κίνηση ενός σώµατος σε ευθεία γραµµή. Για τη µελέτη µας αυτή, ορίζουµε ένα χωρικό σύ-

στηµα συντεταγµένων (τον άξονα xx΄), οπότε µπορούµε να ξέρουµε τη θέση του σώµατος x, ενώ ορίζουµε 

κάποια χρονική στιγµή αυθαίρετα ως t=0. ∆ιδάσκουµε λοιπόν στους µαθητές µας  τη διαφορά µεταξύ της 

χρονικής στιγµής t και του χρονικού διαστήµατος ∆t, όπως επίσης τη διαφορά µεταξύ της θέσης x του κινη-

τού και της µετατόπισής του ∆x (αλήθεια µήπως θα ήταν πιο πρόσφορο να εγκαταλείπαµε τον όρο µετατό-

πιση και να περιοριζόµαστε στον όρο µεταβολή της θέσης ∆x;). Έτσι µελετώντας την ευθύγραµµη οµαλή 

κίνηση γράφουµε: 

∆x=υ·∆t  (1) 

 και ξαφνικά πετάµε ένα  ή: 

x=υ·t (2) 

Από πού και ως πού οι σχέσεις (1) και (2) είναι ισοδύναµες για να συνδέονται µε το  διαζευκτικό ή; 

 

Επειδή  είναι σωστό για την κίνηση που δείχνεται στο πρώτο σχήµα, είναι και σωστό και για την κατάσταση 

στο δεύτερο σχήµα; Προφανώς όχι. 

Μήπως θα ήταν καλύτερα να µετατρέπαµε τη σχέση (1) στις ισοδύναµες της: 

x-x0=υ·(t-t0) 

Οπότε αν θέσουµε t0=0 να πάρουµε τελικά: 

x=x0+υ·t  (3) 

∆υστυχώς στα πλαίσια της απλοποίησης (άντε να µην µπλέξουµε τα παιδιά, να 

µην τα ζορίσουµε, αρχή είναι ας µην τα κάνουµε να µισήσουν τη Φυσική κ.λ.π. 

…) ξεχνάµε ό,τι έχουµε διδάξει και κρατάµε τελικά τη σχέση (2) και πορευό-

µαστε…. 

Κάνετε µια δοκιµή. ∆ώστε στους µαθητές σας το διπλανό διάγραµµα και αφού 
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τους ζητήσετε να υπολογίσουν την ταχύτητα του σώµατος (όπου υπάρχει), ζητείστε τη θέση του σώµατος τη 

χρονική στιγµή t=2,4s.  

Κάντε τη δοκιµή και θα εκπλαγείτε! 

 

2. Οµαλή Κυκλική Κίνηση. 

Ένα σώµα κινείται σε κυκλική τροχιά, όπως στο παρακάτω σχήµα. Πώς προσδιορίζεται η θέση του κάποια 

στιγµή;  

Γενικά η κυκλική κίνηση µπορεί να περιγραφεί µελετώντας την θέση του σώµατος ως προς ένα οποιοδήποτε 

σύστηµα αναφοράς, όπως το ορθοκανονικό σύστηµα αξόνων του παρακάτω σχήµατος. 
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Προφανώς η λύση αυτή δεν είναι και τόσο πρακτική!!! Θα ήταν προφανώς καλύτερα, το κέντρο των αξόνων 

να ταυτίζεται µε το κέντρο της κυκλικής τροχιάς. Αλλά τότε µπορούµε να δουλέψουµε µε δύο ισοδύναµους 

τρόπους.  

1) ∆ίνοντας τις συντεταγµένες του σηµείου Β πάνω στους κάθετους µεταξύ τους άξονες x και y. Ισοδύνα-

µα θα µπορούσαµε να περιοριστούµε στο µήκος του τόξου ΑΒ, θεωρώντας ως αρχή µέτρησης των τό-

ξων το σηµείο Α, που βρίσκεται πάνω στον άξονα x. 

2) ∆ίνοντας τη γωνία φ, η οποία µετριέται πάντα (αφού έτσι αποφασίσαµε 

να την µετράµε…) αριστερόστροφα, µε αρχική πλευρά αυτή που συµπί-

πτει µε τον θετικό ηµιάξονα οx. Ας επισηµάνουµε ότι η γωνία αυτή, κα-

τά τη µελέτη µιας κίνησης, θα πρέπει να µετριέται σε ακτίνια (rad). 

Προφανώς ένα δεύτερο µέγεθος απαραίτητο για τον προσδιορισµό της 

θέσης είναι και η ακτίνα του κύκλου R, όπου στα παρακάτω θα θεωρεί-

ται σταθερή και δεδοµένη. 

 Ας περιοριστούµε στον  δεύτερο τρόπο µελέτης µας. 

Η γωνία φ, όπως ορίστηκε, ορίζει τη θέση του σώµατος που βρίσκεται πάνω σε ένα κύκλο ορισµένης ακτί-

νας. Και αν το σώµα κινείται; 

Στο διπλανό σχήµα ένα σώµα τη χρονική στιγµή t0 περνά από το σηµείο 

Β και κινούµενο µε σταθερή κατά µέτρο ταχύτητα τη στιγµή t, περνά από 

το σηµείο Γ. Η γωνία φ0 προσδιορίζει την αρχική γωνιακή του θέση, ενώ 

η γωνιά φ την τελική γωνιακή του θέση. Η µεταβολή της γωνιακής του 

θέσης, ας την ονοµάσουµε γωνιακή µετατόπισή του ή απλά ας την πού-
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µε «η γωνία που διαγράφει» το σώµα, είναι η γωνία dφ=φ-φ0. 

Ορίζουµε τη γωνιακή ταχύτητα του σώµατος, το διάνυσµα που είναι κάθετο  στο επίπεδο της τροχιάς, στο 

κέντρο Ο του κύκλου, µε φορά προς τα έξω και µε µέτρο: 

dt

dφ
ω =  

Συνεπώς dφ=ω·dt  και αν ω = σταθερό τότε: 

φ-φ0=ω·∆t  ή 

φ= φ0+ω·(t-t0) 

Αν δε, t0=0 τότε: 

φ= φ0+ ω·t  (4) 

Η σχέση (4) µας δίνει κάθε στιγµή τη γωνιακή θέση του σώµατος φ, σε συνάρτηση 1) µε το χρόνο κίνησης t 

και 2) το φ0, την αρχική γωνιακή του θέση. Ας σηµειωθεί ότι το γινόµενο ω·t µετράει τη γωνιακή του µε-

τατόπιση, δηλαδή τη γωνία που έχει διαγράψει το σώµα στη διάρκεια της κίνησής του. 

Ένα ερώτηµα, που µπαίνει εδώ, είναι τι τιµές παίρνει η αρχική γωνιακή θέση φ0 του σώµατος; Αν π.χ. 

φ0=π/3, µήπως κάποιος δικαιούται να υποστηρίξει ότι η αρχική θέση είναι η φ0=2κπ+π/3, όπου κ ακέραιος; 

Προφανώς κάθε γωνία 2π+π/3 ή 4π+π/3 κ.ο.κ. καταλήγει  στο ίδιο σηµείο Β, αλλά για την οικονοµία της 

µελέτης µας και την απλούστευση των πραγµάτων, δεχόµαστε τη µικρότερη δυνατή τιµή, η οποία περιορί-

ζει την αρχική γωνιακή  θέση στο διάστηµα [0,2π) ή αλλιώς 0≤φ0<2π, αφού δεν προσθέτει κάτι ουσιαστι-

κό, κάποια ουσιαστική πληροφορία στην µελέτη µας, να υποστηρίξει κάποιος ότι φ0=2π+π/3. 

Όλα αυτά θα πρέπει να τα διδάξουµε; Νοµίζω ναι, είναι σε απόλυτη συµφωνία µε τη µελέτη της ευθύγραµ-

µης κίνησης, απλά πρέπει να επιµείνουµε στο τι είναι, το κάθε µέγεθος που υπεισέρχεται στη σχέση (3). ∆εν 

πρέπει οι µαθητές µας να µπερδεύουν τη γωνία (φ) µε τη γωνία που διαγράφει το σώµα σε ορισµένο χρόνο 

το κινητό (∆φ=ω·∆t), όπως δεν πρέπει να µπερδεύουν τη θέση µε τη µετατόπιση στην ευθύγραµµη κίνηση. 

Ας το ξαναπούµε: 

Ευθύγραµµη κίνηση Κυκλική κίνηση 

Θέση  x   Γωνία  φ 

x=x0+υ·t   (t0=0) φ=φ0+ω·t   (t0=0) 

µεταβολή θέσης (µετατόπιση) ∆x µεταβολή γωνίας ∆φ 

 

Κάθε «απλοποίηση» των παραπάνω, θα οδηγήσει αργά ή γρήγορα σε παρανοήσεις και λάθη. 

 

3. Γραµµική (απλή) αρµονική ταλάντωση. 

Ας δούµε λοιπόν τι προκύπτει από τη λύση της διαφορικής εξίσωσης που περιγράφει µια ΓΑΤ. Ποιας δια-

φορικής; Μα του 2ου νόµου του Νεύτωνα: 

ΣF=m·a ή     -Dx=m
2

2

dt

xd
  ή 
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m
2

2

dt

xd
+Dx=0  (5) 

Εδώ θα ήθελα να τονίσω ότι η λύση, δεν είναι µια οποιαδήποτε λύση της παραπάνω εξίσωσης, αλλά εκείνη 

που ικανοποιεί και τις αρχικές συνθήκες, οι οποίες δεν υπάρχουν στην παραπάνω εξίσωση.  

Για να γίνει κατανοητή η σηµασία της παραπάνω πρότασης, ας δανειστούµε ένα παράδειγµα από άλλη περι-

οχή της φυσικής. Ένα σώµα κινείται µε την επίδραση µιας σταθερής δύναµης, έστω του βάρους του. Τι κί-

νηση κάνει; Μα αυτό δεν µας το καθορίζει µόνο ο δεύτερος νόµος, γιατί ανάλογα µε την αρχική ταχύτητα, 

µπορεί να κάνει ελεύθερη πτώση, οριζόντια, κατακόρυφη ή και πλάγια βολή.  

Έτσι µπορεί να ισχύει η παραπάνω εξίσωση (5), αλλά να µην υπάρχει καµιά ταλάντωση. Φανταστείτε την 

κατάσταση όπου για t=0, το σώµα βρίσκεται στη θέση x=0 έχοντας ταχύτητα υ=0. Μια τέλεια ισορροπία!!! 

Ας επανέλθουµε τώρα στην εξίσωση (5). Η λύση της µπορεί να γραφεί µε τρεις διαφορετικούς τρόπους, ό-

πως αναλυτικά τις παρουσιάζει ο Θρασύβουλος Μαχαίρας στο βιβλίο του. Αλλά  αυτό σηµαίνει ότι πρέπει 

να διδάξουµε και τις τρεις µορφές (και την ηµιτονοειδή και την συνηµιτονοειδή και µε τη µορφή του αθροί-

σµατος Αηµωt+Βσυνωt); Κατά την προσωπική µου άποψη όχι. Η λύση που περιέχουν τα σχολικά µας βι-

βλία: 

x= Α·ηµ(ωt+φ0)  (6) 

νοµίζω ότι αρκεί για τη διδασκαλία µας σε Λυκειακό επίπεδο, αυτήν πρέπει να διδάξουµε και σε αυτήν πρέ-

πει να επιµείνουµε. Νοµίζω ότι λόγοι οικονοµίας το επιβάλλουν. 

Είναι σηµαντική η παραπάνω εξίσωση; Κατά τη γνώµη µου, ναι, πολύ σηµαντική. Κάθε κίνηση περιγράφε-

ται από µια αντίστοιχη εξίσωση x=f(t) (ή αν δεν είναι ευθύγραµµη και y=f(t) ή και z=f(t)). Ή για να το πω 

διαφορετικά, κάθε κίνηση ενός σώµατος µελετάται παρακολουθώντας τη θέση του και πώς αυτή µεταβάλλε-

ται µε το πέρασµα του χρόνου. Είναι η εξίσωση κίνησης του σώµατος. Από την παραπάνω εξίσωση µε πα-

ραγώγιση µπορούµε να πάρουµε τις άλλες γνωστές εξισώσεις: 

υ=ω·Α·συν(ωt+φ0) και 

α= - ω2
·Α·ηµ(ωt+φ0) 

Σπουδαίες; Χρήσιµες; Προφανώς ναι, αλλά να µην τα «ισοπεδώνουµε» και όλα!!! Η εξίσωση (6) είναι η βα-

σική εξίσωση κίνησης σε µια Γ.Α.Τ. Τα µεγέθη που µπαίνουν στην εξίσωση (6) πρέπει να προσεχθούν και 

να ορισθούν µε απόλυτη σαφήνεια, τα υπόλοιπα προκύπτουν εύκολα. Και ό,τι συνθήκες και περιορισµοί 

τεθούν για την εξίσωση (6), δεν µεταφέρονται τυπικά στις παραπάνω εξισώσεις
1. 

Για να δούµε λοιπόν ποια µεγέθη περιέχει η παραπάνω σχέση: 

1) Η αποµάκρυνση x, από τη θέση ισορροπίας. Μήπως θα ήταν προσφορότερο να λέγαµε η θέση του σώ-

µατος; Αν ένα σώµα εκτελεί ΓΑΤ µεταξύ των σηµείων Β και Γ του παρακάτω σχήµατος, γύρω από τη 

θέση ισορροπίας Ο, µήπως είναι πιο απλό να πούµε ότι κινείται πάνω στον άξονα xx΄ γύρω από τη θέση 

x=0 και απλά αυτό το x, δείχνει τη θέση, η οποία µπορεί να πάρει τιµές στο διάστηµα [-2m,2m].  

 

Μήπως µε  αυτό τον τρόπο τα πράγµατα είναι συµβατά µε όσα έχουν µάθει για κάθε ευθύγραµµη κίνη-
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ση, όπως αναφέρθηκε στην αρχή αυτού του άρθρου και δεν χρειάζεται να εξηγούµε γιατί η αποµάκρυν-

ση δεν είναι απόσταση αλλά παίρνει και αρνητικές τιµές κ.ο.κ. Η µόνη διαφορά που πρέπει να επιση-

µανθεί είναι η εξής: 

 Σε µια ευθύγραµµη κίνηση η αρχή του άξονα (x=0) ορίζεται αυθαίρετα, εδώ θεωρούµε αρχή του άξονα 

τη θέση ισορροπίας, στη θέση δηλαδή που µηδενίζεται η δύναµη επαναφοράς. 

(θα µπορούσε η θέση ισορροπίας να ήταν π.χ. στην θέση x1=+3m, αλλά τότε η εξίσωση της κίνησης θα 

είχε τη µορφή x=3 + Αηµ(ωt+φ0), πράγµα που δεν µας απασχολεί στην παρούσα φάση). 

2) Η γωνιακή (ή κυκλική) συχνότητα ω η οποία δίνεται από την εξίσωση 
m

D
=ω , είναι µονόµετρο µέ-

γεθος (σε αντίθεση µε τη γωνιακή ταχύτητα), έχει διαστάσεις [Τ]-1, δηλαδή µονάδα την ίδια µε τη συ-

χνότητα ( 1/s) και η τιµή της καθορίζεται αυστηρά από χαρακτηριστικά του ταλαντωτή. Τη µάζα του 

και τη σταθερά επαναφοράς. Ένας συγκεκριµένος ταλαντωτής θα έχει πάντα την ίδια γωνιακή συχνό-

τητα, ανεξάρτητα από τις αρχικές συνθήκες ή την ενέργεια ταλάντωσης. Μπορεί να αποδειχθεί ότι 

ω=2π/Τ, όπου Τ η περίοδος ταλάντωσης. Συνεπώς η διαφορική της ΓΑΤ, ουσιαστικά µας δίνει την 

περίοδο της ταλάντωσης. 

3) Το πλάτος ταλάντωσης (Α). Ουσιαστικά εξαρτάται από την ενέργεια ταλάντωσης (ή µήπως την καθορί-

ζει;), άρα στην πραγµατικότητα η τιµή του καθορίζεται από τις αρχικές συνθήκες και δεν προκύπτει από 

την διαφορική εξίσωση (5). 

4) Τέλος µένει το φ0, του οποίου η τιµή εξαρτάται από τις αρχικές συνθήκες. ∆ηλαδή από την θέση και την 

ταχύτητα του ταλαντωτή τη χρονική στιγµή την οποία λαµβάνουµε ως t=0 και δεν εξαρτάται, ούτε προ-

κύπτει από τη διαφορική εξίσωση (5). 

 

Θεωρείται σκόπιµο να δώσουµε όνοµα στο όρισµα του ηµιτόνου, στην ποσότητα (ωt+φ0); Την ποσότητα 

αυτή συνηθίζουµε να αποκαλούµε φάση, οπότε µπορούµε να γράψουµε: 

φ= ωt+φ0  (7) 

όπου θέτοντας t=0 βρίσκουµε φ=φ0, οπότε αυτοµάτως το φ0 είναι η αρχική φάση της αποµάκρυνσης. Και 

αφού είναι η φάση, στην εξίσωση της κίνησης (της ταλάντωσης), µπορούµε και να την ορίσουµε και ως 

φάση της ταλάντωσης. Αν το κάνουµε δηµιουργούµε κάποια σύγχυση, έχει πρόβληµα ο ορισµός αυτός; 

Είναι πρόσφορη; Για µένα, ναι είναι. 

Πρώτα – πρώτα βρίσκεται σε απόλυτη συνέπεια µε όσα έχουν αναφερθεί παραπάνω για άλλες κινήσεις. Ας 

το δούµε ξανά τώρα, όπου στην τρίτη στήλη, έχουµε τις τιµές για τη φάση και τις µεταβολές της (και όχι τη 

θέση του σώµατος) : 

Ευθύγραµµη οµαλή κίνηση Οµαλή Κυκλική κίνηση Αρµονική ταλάντωση 

Αρχική θέση  x0   Αρχική γωνία  φ0 Αρχική φάση φ0 

Θέση  x Γωνία  φ Φάση φ 

x=x0+υ·t   (t0=0) φ=φ0+ω·t   (t0=0) φ=φ0+ω·t   (t0=0) 
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µεταβολή θέσης (µετατόπιση) ∆x 

∆x=υ·t   (t0=0) 

µεταβολή γωνίας ∆φ 

∆φ=ω·t   (t0=0) 

Μεταβολή φάσης ∆φ 

∆φ=ω·t   (t0=0) 

 

Ας προσέξουµε το γινόµενο ωt δεν δίνει τη φάση, αλλά τη µεταβολή της φάσης ∆φ=ω·∆t ή (αν t0=0, τότε)  

∆φ=ω·t.  

 

Συµπέρασµα 1ο: 

Η µεταβολή της φάσης  ενός ταλαντωτή συνδέεται µε το χρόνο ταλάντωσής του και όχι η φάση 

του. Όπως ακριβώς η µετατόπιση στην ευθύγραµµη κίνηση, συνδέεται µε το χρόνο κίνησης και 

όχι η θέση. Η φάση από µόνη της έχει τόσες πληροφορίες, όσες έχει και η θέση ενός κινητού. Τι 

πληροφορίες αντλούµε για την κίνηση ενός σώµατος, από την πληροφορία ότι κάποια στιγµή 

περνάει από τη θέση x=20m; 

 

Ας δούµε τώρα κάποια άλλα θέµατα, σαν συνέπεια των παραπάνω. 

Παρατήρηση 1η: 

Η εξίσωση της αποµάκρυνσης στην αρµονική ταλάντωση είναι ηµιτονοειδής συνάρτηση. Αλλά πώς ένας 

µαθητής έχει συνηθίσει να δουλεύει µε τριγωνοµετρικούς αριθµούς; Μα  να χρησιµοποιεί τον Τριγωνοµε-

τρικό κύκλο. Το ηµίτονο και το συνηµίτονο είναι περιοδικές συναρτήσεις και ο καλύτερος τρόπος, για να 

αναδειχθεί αυτή η περιοδικότητα, είναι ο τριγωνοµετρικός κύκλος.  

∆εν ξέρω τι µπορεί να καταλάβει ένας µαθητής όταν του πεις, βρες το ηµίτονο του 100. Τι είναι αυτό το 

100; Έχει ηµίτονο ο αριθµός 100; Όταν του πεις όµως βρες το ηµίτονο του 30,25π (rad) το «καταλαβαίνει», 

το µεταφέρει στον τριγωνοµετρικό κύκλο, και µπορεί να το βρει. 

Κατά συνέπεια µήπως µπορεί να δουλέψει και να κατανοήσει τη φάση και την αρχική φάση, αν δει το παρα-

κάτω σχήµα;  

Ο

φ φ
0

dφ

άξον. ηµ

Α

B

άξον. συν

 

Μήπως, αφού η φάση είναι το όρισµα του ηµιτόνου, µπορώ να την δω σαν µια γωνία, πάνω στον τριγωνοµε-

τρικό κύκλο, που απλά η µια της πλευρά µετακινείται, στρέφεται;  

Με βάση δε, όσα προηγούµενα είχαν υποστηριχθεί, κατανοούµε ότι και η αρχική φάση πρέπει να ικανοποιεί 

τον περιορισµό, που είχαµε θέσει και στην κυκλική κίνηση, δηλαδή: 

0≤φ0<2π 

Αλλά, αφού η µεταβολή της φάσης ∆φ=ω·t είναι ανάλογη του χρόνου, αυτό το ω (ο συντελεστής αναλογίας, 
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που είναι απλά ένα µονόµετρο φυσικό µέγεθος, η γωνιακή συχνότητα) δεν θα είναι ίσος µε το ρυθµό που 

θα αυξάνεται η γωνία ή µε άλλα λόγια δεν θα είναι ίσος µε το µέτρο της γωνιακής ταχύτητας περιστροφής 

της πλευράς ΟΒ; 

Αν τώρα η ακτίνα του παραπάνω κύκλου, δεν είναι ίση µε τη µονάδα, αλλά είναι ίση µε το πλάτος της ταλά-

ντωσης, µε τι θα είναι ίσο το µήκος του µπλε ευθύγραµµου τµήµατος, του παραπάνω σχήµατος; Μα προφα-

νώς θα είναι Α·ηµ(ωt+φ0), δηλαδή ίσο µε την αποµάκρυνση του ταλαντωτή από τη θέση ισορροπίας του.  

Τι λέτε δεν είναι βολική η κινηµατική µελέτη της ΓΑΤ, µέσα από αυτήν την πορεία; Θέλετε να την ονοµά-

σετε µελέτη µε τη βοήθεια των περιστρεφοµένων διανυσµάτων, θέλετε κύκλο αναφοράς της ταλάντωσης; 

Πείτε την όπως θέλετε. 

Η ουσία δεν αλλάζει.  

 

Παρατήρηση 2η: 

Η µελέτη και των τριών παραπάνω κινήσεων και οι τελικές εξισώσεις κίνησης, προέκυψαν θεωρώντας ότι 

το σώµα ξεκινά την κίνησή του τη χρονική στιγµή t=0. Αν αυτό δεν συµβαίνει, προφανώς αντί για t θα πρέ-

πει να γράψουµε ∆t, σε όλες τις περιπτώσεις. 

Για παράδειγµα 

i) Αν ένα σώµα ξεκινά τη χρονική στιγµή t0=3s από τη θέση x0=-40m και κινείται µε σταθερή ταχύτη-

τα υ=4m/s, ποια η εξίσωση της κίνησής του και ποια η θέση του τη χρονική στιγµή t1=2s; 

 

Η εξίσωση της κίνησης του σώµατος θα προκύψει από την σχέση (3) αν αντικαταστήσουµε το t µε το ∆t. 

Έτσι παίρνουµε: 

x=x0 +υ·(t-t0) ή 

x= -40 + 4·(t-3)   (µονάδες στο S.Ι.) 

 ή τελικά 
x= -52+4t  (α) 

Και εδώ µπορούµε να κάνουµε εύκολα το λάθος! Ξεχνάµε να δώσουµε το πεδίο ορισµού της σχέσης (α), 

(µας φαίνεται πολύ µαθηµατικοποιηµένη η ορολογία!) οπότε άνετα!!! και τυπικά (µη) σκεπτόµενος κάποιος, 

βαφτίζει αυτό το -52m αρχική θέση και  αντικαθιστώντας π.χ. για t=2s βρίσκει  x= - 44m, ενώ το σώµα δεν 

έχει µετακινηθεί ακόµη από την αρχική του θέση. 

Και επειδή το παραπάνω παράδειγµα µιλάει για τα αυτονόητα, ας δούµε ένα άλλο. 

 

ii)  Ένα υλικό σηµείο είναι δεµένο στο άκρο οριζόντιου ελατηρίου και τη χρονική στιγµή t1=3s αφήνε-

ται να κινηθεί από τη µέγιστη θετική αποµάκρυνσή του, οπότε εκτελεί Γ.Α.Τ. µε περίοδο 1s. Να 

βρεθεί η εξίσωση της αποµάκρυνσης σε συνάρτηση µε το χρόνο. 

 

Η εξίσωση θα είναι της µορφής x=Α·ηµ(ω·∆t+π/2), αφού δεν ξεκίνησε την ταλάντωσή του για t=0, ενώ ξε-

κινά από τη µέγιστη θετική αποµάκρυνση. Έτσι παίρνουµε: 

x=Α·ηµ[ω·(t-3)+π/2] ή 
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x=Α·ηµ(2πt-5,5π)   (β) 

Και εδώ ξεχνάµε να ορίσουµε το πεδίο ορισµού της συνάρτησης (β) και είναι πολύ εύκολο να θέσει κάποιος 

π.χ. t=1s και να βρει x=-Α, ενώ το σώµα δεν έχει αρχίσει ακόµη την ταλάντωσή του και βρίσκεται ακίνητο 

στη θέση x=+Α.  

Κρύβεται κάποια ιδιαίτερη πληροφορία σε αυτό το (-5,5π) της παραπάνω εξίσωσης; Τη χρονική στιγµή t1 

που ξεκινά το σώµα την ταλάντωσή του έχει (µήπως αρχική2;) φάση 
π/2, αφού ξεκινά από τη µέγιστη θετική 

αποµάκρυνση. Άρα 

φ=π/2  ή 2πt1 -5,5π=π/2 ή t1=3s 

µπορούµε να βρούµε δηλαδή, µόνο από την εξίσωση της κίνησης και χωρίς άλλες πληροφορίες, τη χρονική 

στιγµή που ξεκινά η ταλάντωση.  

Ας µην βιαστούµε λοιπόν, βλέποντας αυτό το (-5,5π), να τροποποιήσουµε την παραπάνω σχέση, αφού λόγω 

τριγωνοµετρίας, η σχέση αυτή θα µπορούσε να γραφεί (για να είναι συµβατή µε τον ορισµό, αλλά και τον 

περιορισµό που θέσαµε για την αρχική φάση) µε τη µορφή: 

x=Α·ηµ(2πt-5,5π+6π) =Α·ηµ(2πt+π/2) 

Αν το κάνουµε θα είναι απλά λάθος!!! 
 

Μα, θα αντιτείνει κάποιος, γιατί να πάρουµε ότι η ταλάντωση ξεκινά χρονική στιγµή διάφορη του µηδενός; 

 

 Γιατί αυτό συµβαίνει στα κύµατα… 

 

Και εκεί µπαίνουν µεγέθη, όπως η φάση ή η αρχική φάση. Ναι αλλά για ποιο σηµείο; Το κάθε σηµείο έχει τη 

δική του φάση! Όταν λοιπόν αναφερόµαστε γενικώς για αρχική φάση ενός κύµατος, για ποιο σηµείο µιλάµε; 

Μα, η εξίσωση ενός κύµατος προκύπτει αφού αυθαίρετα ορίσουµε ένα σύστηµα συντεταγµένων, οπότε έτσι 

ορίζουµε ένα «προνοµιούχο» σηµείο, αυτό στη θέση x=0, ενώ ταυτόχρονα ορίζουµε και κάποια αρχή µέ-

τρησης των χρόνων (επίσης αυθαίρετα). Έτσι η εξίσωση που γράφουµε, αναφέρεται σε ένα συγκεκριµένο 

σύστηµα αναφοράς και θα ήταν συνεπές, να ορίζαµε κάθε φορά το πεδίο ορισµού της. Μόνο έτσι δεν θα 

είχαµε τα εύκολα λάθη που µπορούν να εµφανιστούν.  

 

Ας δούµε δυο παραδείγµατα: 

i) Στο παρακάτω σχήµα φαίνεται το στιγµιότυπο ενός αρµονικού κύµατος που διαδίδεται προς τα δε-

ξιά, µε περίοδο 1s, το οποίο ελήφθη τη χρονική στιγµή t=0. 

 

Ποια η εξίσωση του κύµατος; 



Υλικό Φυσικής-Χηµείας  Θέση-µετατόπιση, γωνία-φάση. 

 www.ylikonet.gr  9

 

Το σηµείο Β ξεκινά την ταλάντωσή του από τη θέση ισορροπίας κινούµενο προς τα πάνω (θετική φορά) συ-

νεπώς η εξίσωση ταλάντωσης του θα είναι της µορφής: 

yΒ=Α·ηµωt = Α·ηµ2πt 

ενώ κάθε σηµείο δεξιά του Β, στη θέση x, θα έχει στο µέλλον εξίσωση αποµάκρυνσης: 

)
υ

3-x
-t(2Ay πηµ⋅=   ή 

(S.I.)   )
2

3

2

x
-t(2Ay +⋅= πηµ  

Και αν θέλουµε να µιλήσουµε για την «αρχική φάση» του κύµατος; Τι νόηµα έχει ο όρος  αρχική φάση2;  

Εδώ θα µπορούσαν να µπουν δυο απαντήσεις (ενδεχόµενα): 

1) Μιλάµε για τη φάση για t=0 του σηµείου Ο στη θέση x=0 και αυτή στο παράδειγµά µας είναι ίση µε 3π, 

εδώ δηλαδή, δεν µπορούµε να πούµε ότι θα πρέπει να ισχύει 0≤φ0<2π. Εδώ έχει φυσική αξία αυτή η τιµή 

της αρχικής φάσης. Αρχική φάση 3π, στο παράδειγµά µας, σηµαίνει ότι τη στιγµή αυτή το υλικό σηµείο στη 

θέση x=0, έχει ήδη πραγµατοποιήσει 1,5 ταλάντωση. ∆εν νοµίζω ότι κάποιος µπορεί να αµφισβητήσει την 

αξία που έχει λοιπόν η φάση 3π. 

2) Μιλάµε για τη φάση που έχει το σηµείο Ο στη θέση x=0, τη χρονική στιγµή που ξεκινά την ταλάντωσή 

του; Τότε αυτή είναι προφανώς ίση µε µηδέν, αφού ξεκινά από τη θέση ισορροπίας του, κινούµενο προς τη 

θετική κατεύθυνση2. 

Και µια παραλλαγή: 

ii)  Το παραπάνω στιγµιότυπο ελήφθη τη χρονική στιγµή t0=4s. Ποια η εξίσωση του κύµατος και ποια η 

αρχική φάση του σηµείου Ο; 

Με την ίδια, όπως και προηγουµένως,  λογική έχουµε για το σηµείο Β, στη θέση x=3m: 

yΒ=Α·ηµω(t-4) = Α·ηµ(2πt-8π)   

ενώ κάθε σηµείο δεξιά του Β, στη θέση x, θα έχει στο µέλλον εξίσωση αποµάκρυνσης: 

)
υ

3-x
-4-t(2Ay πηµ⋅=   ή 

(S.I.)   )
2

5

2

x
-t(2Ay −⋅= πηµ  

Η φάση κάθε σηµείου είναι ίση µε: 

π5  )
2

5

2

x
-t(2 0

0t

0x
 −=−= ⇒

=

=

φπφ  

Η παραπάνω τιµή έχει κάποια φυσική αξία; Όση έχει ότι και ένα σώµα που κινείται ευθύγραµµα για t=0s 

βρίσκεται στη θέση x= -20m. Αλλά προφανώς βρήκαµε άλλη τιµή, από ότι προηγούµενα και µάλιστα µας 

προέκυψε και αρνητική!!! Προφανώς, η απάντηση είναι σωστή και δεν πρέπει να συγχέεται µε περιορισµούς 

που βάλαµε στον αρχικό ορισµό της αρχικής φάσης της ταλάντωσης…  

Και το (-), τι φυσική αξία έχει; Μα, να µην ξεχνάµε, ότι η µεταβολή της φάσης συνδέεται µε το χρόνο ταλά-
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ντωσης και όχι η φάση. Τη χρονική στιγµή που το σηµείο Ο θα αρχίσει να ταλαντώνεται, θα έχει φάση µη-

δενική, το -5π απλά σηµαίνει ότι θα περάσει χρονικό διάστηµα ίσο µε 2,5 περιόδους (µετά τη  χρονική στιγ-

µή t=0), µέχρι να έρθει η στιγµή να αρχίσει να ταλαντώνεται ή µε άλλα λόγια ότι η ταλάντωση του σηµείου 

Ο είχε αρχίσει τη χρονική στιγµή t1=2,5Τ=2,5s. 

 

Συµπέρασµα 2ο: 

Επειδή ορίσαµε την αρχική φάση στην αρµονική ταλάντωση (αλλά και την αρχική γωνιακή θέ-

ση φ0 στην κυκλική κίνηση), να ικανοποιεί τη σχέση 0≤φ0<2π για λόγους οικονοµίας στη µελέ-

τη µας (αλλά επειδή δεν υπήρχε και λόγος να µην το κάνουµε), δεν σηµαίνει ότι σε κάθε περί-

πτωση που έχουµε µια ηµιτονοειδή  (ή συνηµιτονοειδή) σχέση, θα πρέπει να ικανοποιείται ο 

παραπάνω περιορισµός. Σε πολλές περιπτώσεις επιβάλλεται να παραµένει εµφανής η τιµή φ0 η 

οποία µπορεί να είναι µεγαλύτερη από 2π ή και να έχει αρνητική τιµή. 

 

 

Σηµείωση 1: 

Αυτό που υποστηρίζω είναι ότι ο ορισµός της φάσης φ=φ0+ωt, έγινε στην εξίσωση της αποµάκρυνσης, η 

οποία είναι η ουσιαστική εξίσωση για τη µελέτη κάθε αρµονικής κίνησης. Οι εξισώσεις της ταχύτητας και 

της επιτάχυνσης, παράγονται από την εξίσωση της αποµάκρυνσης µε µια παραγώγιση (ή και δυο) και οι πε-

ριορισµοί που θέσαµε εκεί, δεν θα πρέπει ελαφρά τη καρδία, να µεταφέρονται και εδώ. Έτσι αν η εξίσωση 

της αποµάκρυνσης είναι: 

y= A·ηµ )
3

5
t(

π
ω +  

Τότε οι αντίστοιχες εξισώσεις για ταχύτητα και επιτάχυνση θα είναι: 

υ=Α·ω·συν )
6

13π
t()

3

5
t( +=+ ωωηµΑ

π
ω  

α= )
3

8π
t()

3

5π
t( 22 +Α=+− ωηµωωηµωA  

Εδώ θα µπορούσε κάποιος να πει, ότι οι παραπάνω εξισώσεις θα πρέπει να γραφούν µε τέτοιο τρόπο, ώστε η 

φάση κάθε µεγέθους τη στιγµή t=0 να ικανοποιεί τον περιορισµό 0≤φ0<2π. Με βάση το προηγούµενο συ-

µπέρασµα 2ο, αυτό δεν είναι σωστό. ∆εν µας ενδιαφέρει η αρχική φάση της ταχύτητας, τι τιµή παίρνει και 

δεν έχουµε τους ίδιους περιορισµούς εδώ. Εδώ έχουµε σοβαρούς λόγους να µην περιοριστούµε στο διά-

στηµα [0,2π). Αυτό που έχει φυσική σηµασία είναι η διαφορά φάσης µεταξύ των µεγεθών, όπως µεταξύ της 

ταχύτητας και της αποµάκρυνσης: 

∆φ=φυ-φx= (ωt+
6

13π
) – (ωt + 

3

5π
) =

2

π
 

Γιατί αυτή η διαφορά φάσης έχει φυσική αξία; Γιατί ουσιαστικά µας λέει ότι, αν κάποια στιγµή η ταχύτητα 

του σώµατος είναι µέγιστη, θα απαιτηθεί να περάσει χρόνος Τ/4, ώστε η αποµάκρυνση να γίνει µέγιστη. 

Το ίδιο εξάλλου θα βρούµε αν πάρουµε τη διαφορά φάσης: 
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∆φ=φα-φx = (ωt+
3

8π
) – (ωt + 

3

5π
) = π 

Ποια η αντίστοιχη φυσική σηµασία του π; Αν κάποια στιγµή η επιτάχυνση γίνει, ας πούµε, µέγιστη µε θετι-

κή φορά, θα απαιτηθεί να περάσει χρονικό διάστηµα Τ/2 για να συµβεί το ίδιο µε την αποµάκρυνση. 

Να το διατυπώσω διαφορετικά. 

Αν η εξίσωση της αποµάκρυνσης είναι της µορφής: 

y= A·ηµ(ωt+φ0) 

δεχτήκαµε περιορισµό ότι για την αρχική  φάση πρέπει να ισχύει:  

0≤φ0<2π  (γ) 

Αν πάρουµε τώρα την εξίσωση της ταχύτητας  υ=Αω·ηµ(ωt+φ0+π/2) είναι λάθος να θέσουµε τώρα και νέο 

περιορισµό ότι πρέπει η αρχική φάση της ταχύτητας να ικανοποιεί τη σχέση: 

0≤φ0+π/2 <2π  (δ) 

Γιατί; Μα, αν πρέπει να ικανοποιούνται ταυτόχρονα οι σχέσεις (γ) και (δ), τότε η αρχική φάση φ0 δεν µπορεί 

να πάρει τιµές µεγαλύτερες από 3π/2. Αν τώρα πάρουµε και την αντίστοιχη εξίσωση της επιτάχυνσης 

α=Αω
2
·ηµ(ωt+φ0+ π), τότε θα πρέπει επίσης να ισχύει και  0≤φ0+π <2π, αλλά τότε το φ0 δεν µπορεί να είναι 

πάνω από π. Τελικά πέφτουµε σε σοβαρές αντιφάσεις µε τον αρχικό ορισµό της αρχικής φάσης. Εκεί δεν 

υπήρχε λόγος να βγούµε έξω από το διάστηµα [0,2π) και για την οικονοµία της παρουσίασης, δεχτήκαµε τον 

περιορισµό αυτό. Στις υπόλοιπες εξισώσεις υπάρχει σοβαρός λόγος και Φυσικής και Μαθηµατικών, να δε-

χτούµε αρχική φάση µεγαλύτερη από 2π. 

 

 

Σηµείωση 2:  

Τι ονοµάζουµε αρχική φάση ενός υλικού σηµείου  Ο;  

i) Είναι η φάση του σηµείου Ο, τη χρονική στιγµή που ξεκινά την ταλάντωσή του; 

ii)  Είναι η φάση του, τη χρονική στιγµή t=0; Και τι εννοούµε λέγοντας τη στιγµή t=0; Είναι η στιγµή 

που άρχισε να λειτουργεί το χρονόµετρό µας ή η στιγµή που εµείς αρχίσαµε να παρακολουθούµε το 

κύµα; (στο παρόν άρθρο θεώρησα ότι το χρονόµετρο αρχίζει να λειτουργεί τη στιγµή που αρχίζουµε 

να µελετάµε το φαινόµενο, γενικά όµως µπορεί αυτό να µην συµβαίνει.) 

Ένα ερώτηµα που αναδεικνύει την αξία του ορισµού. Η προσωπική µου άποψη είναι υπέρ της πρώτης εκδο-

χής, δηλαδή η φάση του σηµείου Ο, τη στιγµή που αρχίζει να ταλαντώνεται και κατά συνέπεια είναι και η 

αρχική φάση κάθε σηµείου που φτάνει το κύµα, τη στιγµή που αρχίζει την ταλάντωσή του,  αλλά η ανάγκη 

ενός ξεκαθαρίσµατος, νοµίζω ότι είναι απαραίτητη. 
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