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Μια Οριζόντια βολή και μια συνάντηση. 

 ∆υο φίλοι, ο Αντώνης και ο Κωστής κρατούν στα χέρια τους 

δυο όµοιες µικρές µπάλες. Ο Αντώνης βρίσκεται στην ταράτσα 

ενός κτηρίου ύψους Η=30m, ενώ ο Κωστής στο έδαφος, σε α-

πόσταση s, από το κτήριο. 

Σε µια στιγµή πετάνε ταυτόχρονα τις µπάλες, ο Αντώνης οριζό-

ντια και ο Κωστής κατακόρυφα προς τα πάνω, µε την ίδια (κατά 

µέτρο) ταχύτητα υ0=20m/s. Οι δυο µπάλες συγκρούονται πριν 

προλάβουν να φτάσουν στο έδαφος. Η αντίσταση του αέρα θε-

ωρείται αµελητέα, η αρχική κατακόρυφη απόσταση των θέσεων εκτόξευσης θεωρείται ίση µε το ύψος Η του 

κτιρίου, ενώ g=10m/s2. 

i)  Να βρεθεί η θέση της µπάλας που πέταξε κάθε παιδί τη στιγµή t1=1s. 

ii) Ποια χρονική στιγµή συγκρούονται οι δυο µπάλες; 

iii) Να βρεθεί η απόσταση των δύο παιδιών. 

iv) Αν κατά την εκτόξευση, ο Αντώνης καθυστερούσε να πετάξει την δική του µπάλα, αλλά και πάλι οι 

µπάλες συγκρουόταν, να βρεθεί το χρονικό διάστηµα καθυστέρησης. 

Απάντηση: 

i)  Η πρώτη µπάλα, που εκτελεί την οριζόντια βολή, εκτελεί 

σύνθετη κίνηση. Έτσι στην οριζόντια διεύθυνση, κινείται 

ευθύγραµµα και οµαλά µε εξίσωση: 

x1=υ0·t  (1) 

Ενώ στην κατακόρυφη διεύθυνση η κίνησή της είναι ελεύ-

θερη πτώση µε εξίσωση: 

y1= ½ gt2  (2) 

Προφανώς οι παραπάνω εξισώσεις έχουν γραφτεί, θεωρώ-

ντας ένα σύστηµα συντεταγµένων µε αρχή το σηµείο εκτόξευσης και µε θετικές φορές, προς τα δεξιά και 

προς τα κάτω. 

Έτσι τη στιγµή t1=1s, η πρώτη µπάλα έχει µετατοπισθεί οριζόντια κατά x1= υ0·t  =20m/s·1s=20m, ενώ 

έχει πέσει κατακόρυφα κατά y1= ½ gt2 = ½ ·10·1m=5m. 

Η δεύτερη µπάλα, που εκτόξευσε ο Κωστής, εκτελεί κατακόρυφη βολή προς τα πάνω, µια κίνηση ευθύ-

γραµµη οµαλά µεταβαλλόµενη (επιβραδυνόµενη), για την οποία: 

y2= υ0t – ½ gt2   (3) 

Να σηµειωθεί ότι για να γράψουµε µε αυτόν τον τρόπο την παραπάνω εξίσωση, έχουµε δεχτεί για την κί-

νηση αυτή θετική την προς τα πάνω κατεύθυνση. 

Συνεπώς η δεύτερη µπάλα έχει ανέβει κατά h2= y2= υ0t – ½ gt2  =20·1m- ½ ·10·1m=15m. 

ii)  Τη στιγµή t2 που οι δυο µπάλες συγκρούονται, βρίσκονται στην ίδια θέση, συνεπώς η κατακόρυφη α-
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πόσταση που έπεσε η πρώτη και το ύψος που ανέβηκε η δεύτερη, θα ικανοποιούν τη σχέση: 

y1+h2= y1+y2=Η → 

½ gt2   + υ0t – ½ gt2  =Η→ 

υ0t =Η→ 
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iii)  Η απόσταση s, του Κωστή από το κτήριο, είναι ίση µε την οριζόντια απόσταση που διένυσε η πρώτη 

µπάλα, µέχρι να συναντήσει την δεύτερη. Συνεπώς: 

s=x1= υ0·t =20m/s·1,5s=30m 

Αλλά τότε µε τη βοήθεια του Πυθαγορείου θεωρήµατος παίρνουµε: 

mmsHd 2303030 2222
=+=+=  

iv)  Έστω ότι ο Κωστής εκτόξευε κατακόρυφα την µπάλα του τη στιγµή t=0, ενώ ο Αντώνης τη στιγµή 

t=t΄, τότε οι παραπάνω εξισώσεις (1), (2) και (3) θα έπαιρναν τη µορφή: 

x1=υ0·(t-t΄)  (1α),   y1= ½ g(t-t́ )2  (2α)  και y2= υ0t – ½ gt2   (3) 

Αλλά η σύγκρουση προφανώς θα συµβεί στην κατακόρυφη που περνά από την θέση που βρίσκεται ο 

Κωστής, συνεπώς: 
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ενώ τη στιγµή της συνάντησης: 

y1+h2= y1+y2=Η → 

½ g(t-t́ )2 + υ0t – ½ gt2  =Η → 

½ 10·1,52+20·t- ½ 10t2=30 → 

5t2-20t+18,75=0 → 
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t1=1,5s ή t2=2,5s 

Η πρώτη λύση είναι αυτή που βρήκαµε και στα προηγούµενα ερωτήµατα και αντιστοιχεί στην στιγµή 

που η µπάλα που εκτόξευσε ο Κωστής ανεβαίνει, η δεύτερη λύση (t2=2,5s) είναι η στιγµή που η µπάλα 

αυτή, αφού έφτασε στο µέγιστο ύψος, κινήθηκε προς τα κάτω και έφτασε στην ίδια θέση, που έγινε και 

η πρώτη κρούση. 

Συνεπώς η κρούση έγινε τη στιγµή t2=2,5s, ενώ η µπάλα που εκτελεί οριζόντια βολή είχε διάρκεια κί-

νησης  t-t́ =1,5s. Έτσι η χρονική καθυστέρηση εκτόξευσης είναι 1s. 

Σχόλια 

Η παραπάνω λύση, δεν εµφανίζει αυστηρή µαθηµατική επεξεργασία, επειδή απευθύνεται σε όλους τους µα-

θητές. Αλλά για τους καλούς µαθητές της Κατεύθυνσης, δίνεται παρακάτω, µια πιο αυστηρή λύση. 

1) Έστω ότι επιλέγουµε ένα σύστηµα αξόνων x,y, όπως αυτό του σχήµατος: 
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Για την πρώτη µπάλα: 

x1=υ0·t  (1) 

y1= ½ gt2  (2) 

Για την δεύτερη µπάλα: 

x2=s (3) 

y2=Η-υ0t+ ½ gt2  (4) 

αφού αρχικά βρίσκεται στην θέση y=Η  και κινήθηκε έχοντας αρνητική αρχική ταχύτητα και θετική επιτά-

χυνση. 

Προσοχή όµως, τα x και y των παραπάνω σχέσεων δίνουν τις συντεταγµένες κάθε µπάλας στο σύστηµα που 

έχουµε πάρει. Έτσι τη στιγµή της συνάντησης: 

x1=x2 και y1=y2, 

από όπου 

½ gt2 = Η-υ0t+ ½ gt2  → 

Η=υ0t → s
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2) Θα µπορούσαµε βέβαια να πάρουµε άλλο σύστηµα αξόνων, για παράδειγµα αυτό του παρακάτω σχήµα-

τος: 

  

Τότε οι εξισώσεις θα ήταν: 

Για την πρώτη µπάλα: 

x1=υ0·t  (1) 

y1=Η- ½ gt2  (2) 
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Για την δεύτερη µπάλα: 

x2=s (3) 

y2=υ0t- ½ gt2  (4) 

αφού τώρα η θέση της πρώτης µπάλας µετριέται από το έδαφος, ενώ η επιτάχυνσή της είναι αρνητική µε 

βάση τη θετική φορά που έχουµε πάρει. 

Προφανώς θα µπορούσαµε να πάρουµε «άπειρα» συστήµατα αξόνων, µε λίγο ή πολύ διαφορετικές µορφές 

εξισώσεων, αλλά η ουσία δεν θα άλλαζε…. 

dmargaris@sch.gr 

 

 


