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Κυκλική κίνηση και ενέργειες. 

Ένα σώµα µάζας 2kg ηρεµεί δεµένο στο άκρο κατακόρυφου νήµατος µήκους 

ℓ=1m, το άλλο άκρο του οποίου είναι δεµένο σε σταθερό σηµείο Ο. Σε µια στιγ-

µή, ασκούµε στο σώµα µια δύναµη F, εφαπτοµενικά όπως στο σχήµα, µέχρι να 

φτάσει στη θέση Β, όπου το νήµα γίνεται οριζόντιο. Στη θέση Β η δύναµη F 

παύει να ασκείται, ενώ το έργο της  για την παραπάνω µετακίνηση είναι ίσο µε 

100J. 

i) Να υπολογίσετε το έργο του βάρους για την κίνηση από τη θέση Α στη θέση Β. 

ii) Πόση είναι η κινητική ενέργεια του σώµατος στη θέση Β; 

iii) Να υπολογίσετε την τάση του νήµατος στις θέσεις Α και Β. 

iv) Ποια η ελάχιστη κινητική ενέργεια που θα αποκτήσει στη συνέχεια κατά την περιστροφή του το σώµα 

και πόση θα είναι τη στιγµή αυτή η τάση του νήµατος; 

v) Να υπολογιστεί το µέτρο της δύναµης F, αν παραµένει σταθερό. 

 ∆ίνεται g=10m/s2. 

Απάντηση: 

i) Το βάρος είναι µια συντηρητική δύναµη και το έργο του δεν εξαρτάται από 

τη διαδροµή, αλλά εξαρτάται µόνο από την αρχική και τελική θέση: 

BAw UUW −=  

Όπου UΑ η δυναµική ενέργεια στη θέση Α και UΒ στη θέση Β. Αν τώρα 

θεωρήσουµε µηδενική τη δυναµική ενέργεια στο Α, θα έχουµε: 

JJmgmghUUW BAw 201102 −=⋅⋅−=−=−=−= l  

ii)  Εφαρµόζουµε το θεώρηµα µεταβολής της κινητικής ενέργειας (Θ.Μ.Κ.Ε.) 

για την κίνηση του σώµατος από τη θέση Α µέχρι τη θέση Β: 

TwFAB WWWKK ++=−  

Αλλά WΤ=0, αφού η δύναµη είναι κάθετη στη µετατόπιση, οπότε µε αντικατάσταση παίρνουµε: 

JJJK B 60020800 =+−=−   

iii)  Πριν ασκηθεί η δύναµη F, το σώµα ισορροπεί στην θέση Α, οπότε ΣF=0 → Τ1=w=mg=20Ν. 

Αµέσως µετά την εξάσκηση της δύναµης το σώµα αρχίζει να κινείται σε κυκλική τροχιά, οπότε: 
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Αλλά στη θέση Α, αµέσως µετά την άσκηση της δύναµης F, η ταχύτητα είναι µηδενική και η παραπάνω 

εξίσωση δίνει Τ1-mg=0 → Τ1=mg=20Ν. 

Βλέπουµε δηλαδή ότι η εξάσκηση της εφαπτοµενικής δύναµης F, δεν επηρεάζει την τάση του νήµατος. 

Αλλά και για τη θέση Β θα έχουµε: 
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Όπου 2

2

1
υmK B =  η κινητική ενέργεια του σώµατος στη θέση Β. 

iv)  Για όσο χρόνο το σώµα ανέρχεται η κινητική ενέργεια του σώµατος θα µειώνεται. Συνεπώς η κινητική 

ενέργεια γίνεται ελάχιστη, όταν το σώµα φτάσει (αν φτάσει) στο ανώτερο σηµείο της κυκλικής τρο-

χιάς. Κατά τη διάρκεια της παραπάνω κίνησης η µόνη δύναµη που ασκείται στο σώµα και παράγει έρ-

γο, είναι το βάρος, δύναµη συντηρητική, συνεπώς η µηχανική ενέργεια παραµένει σταθερή. 

ΚΒ+UΒ=ΚΓ+UΓ 

ll 2⋅+=+
Γ

mgKmgK B → 

JJJmgKK B 402060 =−=−=
Γ
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Εξάλλου για τις δυνάµεις που ασκούνται στο σώµα έχουµε: 
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v) Το έργο µιας δύναµης υπολογίζεται από την εξίσωση W=F·∆x·συνα, όπου α η γωνία 

µεταξύ δύναµης και µετατόπισης. Εδώ η δύναµη δεν είναι σταθερή (και η κίνηση 

δεν είναι ευθύγραµµη), αλλά αν πάρουµε µια στοιχειώδη µετατόπιση ∆x=∆s, ίση µε 

ένα απειροστό µήκος τόξου, τότε η γωνία µεταξύ δύναµης και µετατόπισης είναι µηδενική και 

∆W=F·∆s. Αν τώρα χωρίσουµε σε πολύ µικρά στοιχειώδη τόξα µε µήκη ∆s1, ∆s2, … ∆sν και υπολογί-

σουµε το στοιχειώδες έργο για κάθε τέτοιο τόξο και στη συνέχεια προσθέσουµε αυτά τα έργα, θα 

βρούµε το ολικό έργο: 
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Αφού το µήκος του τόξου είναι s= ¼ 2πR. Οπότε: 
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Σχόλια: 

1) Κατά την κίνηση από το Α στο Β, στο σώµα ασκείται η δύναµη F, η οποία δεν είναι συντηρητική, οπότε 

δεν θα µπορούσαµε να εφαρµόσουµε την διατήρηση της µηχανικής ενέργειας (Α∆ΜΕ). Ισχύει βέβαια η 

διατήρηση της ενέργειας την οποία θα µπορούσαµε να εφαρµόσουµε, αρκεί να σκεφτούµε ότι µέσω της 
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δύναµης F προσφέρεται ενέργεια στο σώµα 80J. Ένα µέρος εµφανίζεται ως αύξηση της δυναµικής ενέρ-

γειας ίσο µε mgh=20J και το υπόλοιπο (60J) εµφανίζεται ως κινητική ενέργεια στη θέση Β. 

2) Ορίσαµε αυθαίρετα τη δυναµική ενέργεια να έχει µηδενική τιµή στο οριζό-

ντιο επίπεδο που περνά από τη θέση Α. Θα µπορούσαµε να πάρουµε ένα 

οποιοδήποτε άλλο οριζόντιο επίπεδο, για παράδειγµα αυτό του σχήµατος. 

Θα είχαµε: 

JJmgzmgmgzUUW BAw 201102)( −=⋅⋅−=−=+−=−= ll  

Αυτό δικαιολογεί «το αυθαίρετο» του ορισµού του επιπέδου αναφοράς. 

Να σηµειωθεί ότι στο iv) ερώτηµα αφήσαµε το ίδιο επίπεδο ως επίπεδο 

µηδενικής ενέργειας, (ουσιαστικά για να µην σχεδιάσουµε νέο σχήµα, τεµπελιά!!!), ενώ θα µπορούσαµε να 

ορίσουµε νέο, που να περνά από τη χαµηλότερη θέση (τη θέση Β), οπότε θα είχαµε: 

ΚΒ+UΒ=ΚΓ+UΓ 

l⋅+=+
Γ

mgKK B 0 → 

JJJmgKK B 402060 =−=−=
Γ

l  

3) Θα µπορούσαµε στο iv) ερώτηµα να δουλέψουµε ξανά µε Θ.Μ.Κ.Ε.: 

TwB WWKK +=−
Γ

→ 

JmgKWKK BwB 400 =−=++=
Γ

l  

4) Ψάξαµε την ελάχιστη κινητική ενέργεια στο ανώτερο σηµείο της τροχιάς. Και ποιος µας λέει ότι το σώ-

µα θα φτάσει στην θέση αυτή; Θα µπορούσε πριν φτάσει, το νήµα να χαλάρωνε και το σώµα να εκτε-

λούσε µια πλάγια βολή. Απλά µε την υπόθεση ότι φτάνει πάνω, υπολογίσαµε την κινητική του ενέργεια. 

α) Αν ο υπολογισµός µας έδινε ΚΓ<0, προφανώς η υπόθεσή µας θα ήταν λανθασµένη. 

β) Αλλά και αν υπολογίζαµε  ΚΓ>0, δεν είµαστε σίγουροι ότι το σώµα φτάνει στην παραπάνω θέση. Ο 

έλεγχος γίνεται υπολογίζοντας το µέτρο της τάσης του νήµατος. Το σώµα φτάνει στο ανώτερο ση-

µείο της τροχιάς, διαγράφοντας τον κατακόρυφο κύκλο, µόνο αν βρούµε Τ3≥0, διαφορετικά πρέπει 

να ψάξουµε παραπέρα για λύση…. 

 
Επιµέλεια 

∆ιονύσης Μάργαρης 
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