
 1 

 
 

Ορισµοί και εξισώσεις κίνησης 
                              

                                                      (γ΄ µέρος)                  
 

 

 
 

 

Αρµονικά Κύµατα 
 

 

 

Θα ξεκινήσω το τρίτο µέρος αυτής της ανάρτησης για τη φάση και την αρχική φάση, µε 

κάποιο κοµµάτι από παλιό µου κείµενο.  
 

«... Όµως εµένα πιο πολύ από αυτά τα µαθηµατικά παιχνιδίσµατα µε τροµάζει η επόµενη α-
πόπειρα προσέγγισης πολύ σοβαρών φαινοµένων, όπως π.χ η συµβολή των κυµάτων, µε σύν-
θεση δύο (απλών) αρµονικών ταλαντώσεων  ίδιων χαρακτηριστικών...  
Αφού µια απλή πρόσθεση την κάναµε φυσικό φαινόµενο, επιχειρήσαµε αυτό το φαινόµενο 

που ˝ανακαλύψαµε˝ να το εφαρµόσουµε στα κύµατα της Φύσης. Στο τέλος φτάσαµε να εξετά-
ζουµε δικά µας ˝κύµατα˝ και να παράγουµε χίλια δυο καινούρια φυσικά δήθεν φαινόµενα που 
η Φύση όµως αγνοεί. Ασκήσεις επί ασκήσεων µε πολύπλοκα ζητούµενα και ασύλληπτους υπο-
λογισµούς κάνουν την εµφάνισή τους. ˝Κύµατα˝ µε ή χωρίς αρχικές φάσεις πηγών και δια-
γράµµατα αποµακρύνσεων µε κόγχες εµφανίζονται και ταχύτητες που περιέχουν ασυνέχειες 
όλων των µαθηµατικών ειδών και ατέλειωτες συζητήσεις για το τι ακριβώς συµβαίνει µε τα 
˝κύµατά µας˝ τα εµπλουτίζουν µε καταπληκτικές ασκησιολογικές ˝ιδιότητες˝... 
∆ιδάσκουµε ˝κύµατα˝ που δήθεν διαδίδονται µε ταχύτητα υ, έχουν αρχικές φάσεις, έχουν πη-

γές που τα παράγουν και πολλές φορές δύο πηγές για να έχουµε συµβολή.  
 

Μα αυτά που διδάσκουµε ούτε κύµατα είναι, ούτε διαδίδονται, ούτε πηγές πε-

ριέχουν, ούτε είναι κάπου και τρέχουν να πάνε κάπου αλλού, ούτε ξεκινάνε 

από κάπου,ούτε....ούτε....ούτε....  
 
 

Στα κεφάλαια ˝Κύµατα˝ και ˝Μηχανική Στερεού Σώµατος˝ της Φυσικής Κατεύθυνσης Γ΄ Λυ-
κείου, ειλικρινά µε πιάνει απελπισία... Τα πράµατα εκεί σκοτεινιάζουν τόσο πολύ... Τί να πεις 
και από πού να αρχίσεις; .....»  

 

                                                                   («Θέµατα Φυσικής-Παρανοήσεις και προτάσεις υπέρβασής τους» σελίδα 338) 

 
 

Παρόλο που είναι ορατός ο κίνδυνος να προκαλέσω στον αναγνώστη αρνητικά συναισθή-

µατα µε το παραπάνω κοµµάτι, νιώθω ότι ήµουν υποχρεωµένος να το αναφέρω  
 

• Γιατί δε θέλω να έλθω αντιµέτωπος µε τον εαυτό µου, παραµερίζοντας αυτή τη 

στιγµή όλους εκείνους τους λόγους που µέχρι τώρα δε µου επέτρεψαν να γράψω 

ένα βιβλίο για τα «Κύµατα», αντίστοιχο µε εκείνο για τις «Ταλαντώσεις» 
 

• Για να δικαιολογήσω το γεγονός ότι θα χρησιµοποιήσω φρασεολογία που δεν 

αποδέχοµαι. Θα το κάνω µόνο και µόνο γιατί πρέπει να µιλήσω µε τρόπο που να 

γίνοµαι κατανοητός. Αλλιώς κινδυνεύω να σας δώσω την εντύπωση ότι παραµιλάω 
 

• Γιατί αν κάποτε γράψω αυτό που πραγµατικά µου βγαίνει για τα «κύµατα», να µη 

θεωρηθεί ότι αντιφάσκω µε το σηµερινό µου κείµενο 
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Όσα αναφερθούν παρακάτω, αφορούν τα αρµονικά «κύµατα» που διδάσκουµε στη Φυ-

σική Κατεύθυνσης Γ΄ Λυκείου (και όχι µόνο). 

Βουβά, θα παρακάµψω ό,τι µου είναι πολύ δύσκολο να προφέρω για αυτά τα 

«κύµατα», µιας και µου στοιχίζει αρκετά που το προφέρω µέσα στην τάξη.  
 

Όµως στην όλη υπόθεση υπάρχει κάτι αρκετά ελπιδοφόρο. 

Κάποια αποτελέσµατα, συµπεράσµατα και µεθοδολογίες της ανάλυσής µου για τη φάση 

και την αρχική φάση, µπορούν εύκολα να επεκταθούν σε άλλες περιοχές, έστω κι αν γι΄ αυ-

τό το συγκεκριµένο «αντικείµενο» που από δω και πέρα θα λέµε «κύµα» χωρίς εισαγωγικά, 

δεν θα χρησιµοποιήσω ορολογία αποδεκτή, από µένα τουλάχιστον. 
  

(Τη λέξη «αντικείµενο» τη χρησιµοποιώ αναγκαστικά, επειδή δε θέλω να χρησιµοποιήσω κάποια άλλη που πι-
θανώς να δώσει αφορµή να περάσουµε σε συζήτηση αποκλειστικά για τα «κύµατα» και όχι για τη φάση και την 
αρχική φάση) 

 

............................................................................................................................. 

 

Ας αρχίσουµε λοιπόν την πορεία µας µε κάτι γενικό.  
 

Όταν πρόκειται να γράψουµε την εξίσωση του κύµατος που διδάσκουµε και να µιλήσουµε 

για διάφορα στοιχεία και έννοιες που το αφορούν, όπως φάση, αρχική φάση κ.λ.π., υπάρ-

χουν δύο τρόποι που, κατά τη γνώµη µου, είναι συλλογιστικά συνεπείς, εννοιολογικά 

αρκετά οµαλοί και εύκολοι στη χρήση τους.  
 

α) Να ξεκινήσουμε γράφοντας την εξίσωση κίνησης του πρώτου σημείου Ο του 

μέσου, που ξαφνικά μπαίνει σε αρμονική ταλάντωση, ενώ μέχρι τότε ηρεμούσε στη 

… «μελλοντική» θέση ισορροπίας του  
 

β) Να ξεκινήσουμε γράφοντας την εξίσωση κίνησης του τελευταίου σημείου Μ 

του μέσου, στο οποίο μόλις έχει φτάσει το κύμα   
 

 

 

Το σηµείο Ο ή Μ που θα επιλέξουµε γι΄ αυτό το σκοπό, θα το καλούµε και σηµείο ανα-

φοράς(*) 

 

 

Εδώ θα πρέπει να τονίσουµε, ότι τα αρµονικά κύµατα που εξετάζουµε έχουν µια αρ-

κετά «παράξενη» ιδιότητα: 

 Όταν κατά τη διάδοσή τους φτάνουν σε κάποιο σηµείο του γραµµικού µέσου, τότε το 

σηµείο αυτό αποκτά ακαριαία ταχύτητα µέγιστου µέτρου, ενώ µέχρι τότε ήταν ακίνητο. 
  

 

Έστω λοιπόν ότι σε ευθύγραµµο (γραµµικό) µέσο άπειρης έκτασης, διαδίδεται προς τα θε-

τικά µε ταχύτητα µέτρου υ, αρµονικό κύµα κυκλικής συχνότητας ω και πλάτους Α.  

Τα σηµεία του µέσου εκτελούν ταλαντώσεις στο επίπεδο xOy.   

Στο σχήµα 1 δίνεται το στιγµιότυπο του κύµατος τη χρονική στιγµή Rt0 ∈ . Εύκολα συ-

µπεραίνουµε ότι το συγκεκριµένο κύµα που µόλις έφτασε στο Μ, προσδίδει ακαριαία στο 

εν λόγω (υλικό) σηµείο, ταχύτητα (µέγιστου µέτρου) κάθετη στον άξονα x προς τα θετικά του y. 

 
 

(*) • Ο λόγος της προτίµησης των Ο ή  Μ ως σηµείων αναφοράς, θα αναδειχτεί γρήγορα µόνος του 

   • Στο κείµενο αυτό επιλέχτηκε το Μ ως σηµείο αναφοράς 

   • Ο λόγος που, προσωπικά, προτίµησα το Μ και όχι στο Ο, είναι για να αποφύγω να ονοµάσω το Ο «πηγή» 
   • Αν επιλέξουµε το Ο ως σηµείο αναφοράς µπορούµε να φτάσουµε στην εξίσωση κύµατος ακολουθώντας την ίδια 

       ακριβώς µεθοδολογία 
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Επιλέγοντας να περιγράψουµε την ταλάντωση του Μ µε εξίσωση που περιέχει ηµί-

τονο, η αρχική φάση θα είναι µηδέν.  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    

 

                                                      
 
 

 

Άρα: 
 

Η εξίσωση της αρµονικής ταλάντωσης του Μ είναι (βλέπε σχέσεις (28) και (29) στο β΄ 
µέρος της ανάρτησης «Ορισµοί και εξισώσεις κίνησης») 

  

 

                           yM=Αηµω(t−t0)            t ≥ Rt0 ∈              Α>0           ω>0                      (46) 
 
 
 
 

Η φάση φΜ της αποµάκρυνσης του Μ στην εξίσωση κίνησης (46)  είναι  
       

                                  

                                      φΜ= ω(t−t0)              t ≥ Rt0 ∈                                                      (47) 
 
 
 
 

Η αρχική φάση φΜ,ο της αποµάκρυνσης του Μ στην εξίσωση κίνησης (46) θα 

βρεθεί θέτοντας στην σχέση που δίνει τη φάση την αρχική τιµή του χρόνου, δηλαδή θέτο-

ντας t=t0 . 

Είναι λοιπόν 

                                                     φΜ,ο=0 rad                              
 

 

 

 

 

 

Για να προχωρήσουµε τώρα από την εξίσωση κίνησης του Μ, στην παραγωγή της 

εξίσωσης κύµατος, υπάρχουν δύο εναλλακτικές «φιλοσοφίες».  
 

 

Τη µία από τις δύο αυτές εναλλακτικές «φιλοσοφίες», την οποία υιοθετεί το σχολικό βι-

βλίο και θα υιοθετήσουµε κι εµείς στα παρακάτω, την είχαµε τότε κάνει παιχνίδι, που µε 

την αθωότητα των παιδικών µας χρόνων το είχαµε ονοµάσει  
  

«Ό,τι κάνει η µάνα, καν΄ κι η παραµάνα» 
 

Σύµφωνα µε αυτή την αθωότητα, πρέπει να δεχτούµε ότι στο αρµονικό κύµα, ό,τι κάνει τη 

χρονική στιγµή t το σηµείο Μ, που η θέση ισορροπίας του βρίσκεται στη θέση xΜ του άξονα 

x, το έκαναν κάποτε τα σηµεία πριν το Μ και θα το κάνουν κάποτε τα σηµεία µετά το Μ. 
   

 

 Σχήµα 1: Στιγµιότυπο αρµονικού κύµατος τη χρονική στιγµή t0    
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Αν λοιπόν το Ν είναι τυχαίο σηµείο του γραµµικού (ευθύγραµµου) µέσου, του οποίου ση-

µείου η θέση ισορροπίας έχει τετµηµένη xN, τότε το Ν απέχει από το Μ απόσταση │xN− xΜ│ 

και συνεπώς το τυχαίο αυτό σηµείο Ν, θα κάνει (αν xN>xM ) ή έκανε (αν xN<xM )  ό,τι και 

το Μ, µετά ή πριν από χρόνο  
υ

τ
MN xx −

=   αντίστοιχα. 

 

Αφού λοιπόν, 
 

 

το σηµείο αναφοράς Μ  
 

         ξεκίνησε τη χρονική στιγµή Rt0 ∈  και εκτελεί αρµονική ταλάντωση µε εξίσωση 
 

 

             )tt( Ay 0M −⋅= ηµω      µε     t ≥ Rt0 ∈              Α>0           ω>0 

 
 
                       

το σηµείο Ν,  
 

 

 

• αν xN>xM , 
  
 

θα ξεκινήσει τη χρονική στιγµή  t0΄=t0+τ  και θα εκτελέσει αρµονική ταλάντω-

ση µε εξίσωση 
  

 

 

       )tt( Ay 0N ′−⋅= ηµω       µε          t ≥ Rt0 ∈′              Α>0           ω>0 

              

        ή πιο αναλυτικά  
 
 

          )tt(Ay 0N τηµω −−⋅=      µε       t ≥ t0+
υ

MN xx −
       Α>0        ω>0        υ>0     (48) 

 

 
 

• αν xN<xM,   
 

 

ξεκίνησε τη χρονική στιγµή  t0΄΄=t0−τ  και εκτελεί αρµονική ταλάντωση µε εξί-

σωση 
 

 

 

         )tt( Ay 0N ′′−⋅= ηµω      µε     t ≥ Rt0 ∈′′              Α>0           ω>0 

              

        ή πιο αναλυτικά  
 

 

   )tt(Ay 0N τηµω +−⋅=     µε      t ≥ t0−
υ

MN xx −
        Α>0        ω>0       υ>0      (49) 
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Εύκολα οι σχέσεις (48) και (49) συνδυάζονται σε µια ενιαία σχέση χωρίς απόλυτα:  
 

 

Στο αρµονικό κύµα του σχήµατος 1 που διαδίδεται προς τα θετικά του άξονα x, το τυχαίο 

σηµείο Ν, τη χρονική στιγµή t θα έχει εξίσωση κίνησης 
 

                  )
xx

tt(Ay MN
0N

υ
ηµω

−
−−⋅=         µε        

υ
MN

0
xx

tt
−

+≥                       (50) 

 

 

 

 

 

 

 

Άρα: 
 

   Αν η εξίσωση ταλάντωσης του σηµείου αναφοράς Μ (σηµείο µε τη βοήθεια της εξίσωσης 

κίνησης του οποίου, καταστρώθηκε η εξίσωση κύµατος) είναι 
 

 

                               )tt( Ay 0M −⋅= ηµω      µε     t ≥ Rt0 ∈   
 

 

Τότε: 
 

• Η εξίσωση αρµονικού κύµατος που διαδίδεται προς τα θετικά είναι  
 

 

                      )
xx

tt(Ay M
0

υ
ηµω

−
−−⋅=       µε       

υ
M

0
xx

tt
−

+≥                              (50) 

 

                       ( Rt∈  ,   Rx∈  ,   Rt0 ∈  ,     Α>0 ,         ω>0 ,      υ>0 ) 

 
• Η (συνάρτηση) φάση του κύµατος στην εξίσωση (50) είναι  
 

 

      )
xx

tt( M
0

υ
ωϕ

−
−−=      µε       Rt∈  ,    Rx∈       και    

υ
M

0
xx

tt
−

+≥               (51)                                         

 
• Η αρχική φάση του κύµατος στην εξίσωση (50) είναι η τιµή που µας    

  δίνει η φάση για τη µικρότερη δεκτή τιµή του χρόνου 
 
 

                                                        φ0=0 rad  
 
 

 

 

Τα παραπάνω θεωρούνται αυτονόητα, λόγω της φιλοσοφίας που υιοθετήσα-

µε για την κατάστρωση της εξίσωσης κύµατος: 
 

 

«Όλα τα σηµεία του γραµµικού µέσου έκαναν, κάνουν και θα κάνουν 

αυτό που έκανε, κάνει και θα κάνει το σηµείο αναφοράς Μ:  
Αρχικά ηρεµούν και όταν φτάνει η διαταραχή κινούνται ακαριαία και µε µέγι-

στη ταχύτητα προς τα θετικά του άξονα y. Συνεπώς, όλα τα σηµεία του µέσου 

που ήδη ταλαντώνονται εξαιτίας του κύµατος που εξετάζουµε, έχουν αρχική 

φάση φ0=0 rad» 
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Σχήµα 3: Η αρµονική ταλάντωση του τυχαίου σηµείου Σ που βρίσκεται στη θέση x1, άρχισε τη 
χρονική στιγµή t1 όταν το κύµα έφτασε στο Σ. Η χρονική στιγµή t1 µπορεί να είναι προγενέ-
στερη ή µεταγενέστερη της χρονικής στιγµής t0, κατά την οποία αρχίσαµε να παρακολουθού-
µε το σηµείο αναφοράς Μ και να καταστρώνουµε την εξίσωση του κύµατος.  
Οι θέσεις xM και x=0 του σηµείου αναφοράς Μ και της αρχή των αξόνων Ο αντίστοιχα, µπο-
ρούν να βρίσκονται οπουδήποτε πριν ή µετά το x1   

Σχήµα 4: Γραφικές παραστάσεις της φάσης του κύµατος στην εξίσωση (50) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

                                              Σ 

 

 

 

 

 

 
 
 
 

 

 

 

 
 

 

                                      

 
            φ(x,t1)                                                                   φ(x1,t)      

                                                                                      
         t1=σταθερό                                               x1=σταθερό                                                                         
  
                                   x1                  x                                                     t1                                  t 

 

  

 

 

 

 

Σχήµα 2: Στιγµιότυπο αρµονικού κύµατος τη χρονική στιγµή t1, η οποία µπορεί να είναι προ-
γενέστερη ή µεταγενέστερη της χρονικής στιγµής t0, κατά την οποία αρχίσαµε να παρακο-
λουθούµε το σηµείο αναφοράς Μ και να καταστρώνουµε την εξίσωση του κύµατος.  
Το κύµα έχει διαδοθεί µέχρι το σηµείο Σ. Το σηµείο αναφοράς Μ, καθώς και η αρχή των 
αξόνων Ο µπορούν να βρίσκονται οπουδήποτε πριν ή µετά το Σ    
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Ας δώσουµε ένα αριθµητικό παράδειγµα  
 

(Τα νούµερα είναι πρόχειρα, χωρίς έλεγχο αν έχουν κάποια πρακτική αξία, δοσµένα  µόνο και µόνο για να δούµε τη λει-
τουργία όσων περιγράφουµε) 

 

Αρµονικό κύµα πλάτους Α και κυκλικής συχνότητας ω=5π rad/sec, «διαδίδεται προς 
τα θετικά του άξονα x» µε ταχύτητα µέτρου υ=3 m/sec. 
Τη χρονική στιγµή t0=6 sec η διαταραχή φτάνει στο σηµείο Μ, το οποίο, ενώ µέχρι 

τότε ηρεµούσε στη θέση xΜ=4 m, αποκτά ακαριαία µέγιστη ταχύτητα ταλάντωσης (ταχύ-

τητα µέγιστου µέτρου προς τα θετικά του άξονα y) 
 

Θεωρώντας το σηµείο Μ (το «τελευταίο» σηµείο που εξαιτίας του κύµατος µπήκε σε κίνηση και µάλιστα 
χωρίς αρχική φάση) ως σηµείο αναφοράς, η εξίσωση του (τρέχοντος) κύµατος και η φάση του 

δίνονται από τις συναρτήσεις (50) και (51). 

Αντικαθιστώντας προκύπτει 
 

 

 

Εξίσωση κύµατος  
 

         )
3

4x
6t(5Ay

−
−−⋅= πηµ       µε    Rt∈ ,     Rx∈      και       

3
x14

t
+

≥             (52)          

 

 

 

 

Φάση στην εξίσωση κύµατος (52) 
 

            )
3

4x
6t(5

−
−−= πϕ              µε     Rt∈ ,    Rx∈      και        

3
x14

t
+

≥            (53)     

 

 

 

Αρχική φάση στην εξίσωση κύµατος (52) 
 

                                                        φ0=0 rad 

 

 
Αξίζει να σηµειωθεί ότι: 
 

• Το κάθε σηµείο του µέσου έχει τη δικιά του εξίσωση ταλάντωσης και τη δικιά του 

χρονική συνάρτηση φάσης,   µε τα δικά τους πεδία ορισµού 
 

 

Για παράδειγµα, το σηµείο x=0  έχει εξίσωση ταλάντωσης 
 

 

                        )
3

14
t(5Ay −⋅= πηµ              µε             

3
14

t ≥  sec                                 (54) 

 

 

φάση που δίνεται από τη συνάρτηση 
 

                              )
3

14
t(5 −= πϕ                 µε              sec

3
14

t ≥                                   (55) 

 

 

και αρχική φάση  
 

                                        φ0=0 rad      
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• Τη χρονική στιγµή t=6 sec κατά την οποία το κύµα φτάνει στο Μ κι εµείς αρχίζου-

µε να καταστρώνουµε την εξίσωση ταλάντωσής του προκειµένου να φτάσουµε στην 

εξίσωση του κύµατος, όλα τα σηµεία του µέσου µε τετµηµένη x ≤ xΜ, 

έχουν ήδη φάση. 
 

 

Για παράδειγµα, η φάση του x=0 τη χρονική στιγµή t=6 sec που αρχίζουµε να πα-

ρατηρούµε το Μ και κατά συνέπεια το κύµα είναι  
 

                                          
3

20
)

3
40

66(5
π

πϕ =
−

−−=  rad 

 

Το γεγονός αυτό, ότι δηλαδή τη στιγμή t=6 sec όλα τα σημεία του μέσου πριν το Μ έχουν 

φάση, το έχουμε πάρει ήδη υπόψη μας στην κατάστρωση της εξίσωσης κύματος και κατά 

συνέπεια και στην εξίσωση (54) που είναι η εξίσωση ταλάντωσης του x=0. 
 

Αυτή η προνοητικότητα µεταφέρθηκε και στην (55) που είναι η εξίσωση της φά-

σης του x=0.  

Έχει σηµασία να δούµε, ότι η αρχική φάση κάποιου σηµείου του µέσου, για πα-

ράδειγµα του σηµείου x=0, δε θα προκύψει από τη σχέση (55) βάζοντας όπου t=6 
sec, βάζοντας δηλαδή τη στιγµή που αρχίσαµε να παρατηρούµε το σηµείο αναφο-

ράς Μ και άρα τη στιγµή που αρχίσαµε να καταστρώνουµε την εξίσωση του κύµα-

τος, αλλά τη στιγµή που το κύµα έφτασε στο εν λόγω σηµείο, έστω κι αν τότε δεν 

είχαµε αρχίσει ακόµη την παρατήρηση του κύµατος. 

Αυτό µε τη σειρά του σηµαίνει ότι αν στη φάση του x=0 βάλουµε t=6 sec, δε θα 

προκύψει η αρχική φάση του x=0, αλλά η φάση του τη χρονική στιγµή που αρχί-

σαµε να παρατηρούµε το κύµα. 
 

Εδώ υπάρχει ένα οξύµωρο σχήµα που συντηρεί τη «φιλοσοφί-

α» µας και συντηρείται από αυτή:  
 

Η εξίσωση του κύµατος, µπορεί να άρχισε να καταστρώνεται τη χρονική 

στιγµή 6 sec µε «αφορµή» την έναρξη της ταλάντωσης του σηµείου αναφοράς 

Μ, αλλά στην τελική της µορφή συµπεριελήφθησαν όλα τα σηµεία του µέσου, 

τα πριν και τα µετά του Μ, µε τον κατάλληλο όµως περιορισµό στο χρόνο t 

για κάθε σηµείο (το κατάλληλο πεδίο ορισµού), ώστε να εξασφαλιστεί η χρονι-

κή στιγµή που το εν λόγω σηµείο µπήκε ή θα µπει σε ταλάντωση και άρα να 

εξασφαλιστεί ότι η εξίσωση κίνησής του έχει νόηµα να γραφεί.  
 

Κατά συνέπεια, η εξίσωση ταλάντωσης του x=0, φτιάχτηκε για να «αρχίσει να 

λειτουργεί» και άρα νοµιµοποιείται να γράφεται από τη χρονική στιγµή 14/3 s και 

µετά (έχει δηλαδή καθορισµένο πεδίο ορισµού). 

Η αρχική φάση λοιπόν στην εξίσωση ταλάντωσης του x=0, θα βρεθεί όταν στη 

συνάρτηση που δίνει τη φάση του βάλουµε την πρώτη επιτρεπτή, από το πεδίο ο-

ρισµού της, τιµή του χρόνου. Όταν δηλαδή βάλουµε την 14/3 sec.  

Τότε θα βγει ότι η αρχική φάση στην εξίσωση ταλάντωσης του x=0 είναι µηδέν, 

όπως εξάλλου ήταν και αναµενόµενο.  
 

Αυτό δεν είναι τρωτό της θεωρίας µας, αλλά η «φιλοσοφία της».  

Είναι η παιδική αθωότητα του  «ό,τι κάνει το Μ κάνει και το παραΜ» 
 

(Στο ίδιο θέµα θα επανέλθουµε και παρακάτω) 
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Γενικές παρατηρήσεις  
 

α) «Η φιλοσοφία» την οποία υιοθετήσαµε κατά την παραγωγή της εξίσωσης 

κύµατος απαιτεί 
• Να γράψουµε την εξίσωση ταλάντωσης ενός σηµείου του µέσου (σηµείο αναφοράς), 

σύµφωνα µε όσα έχουµε διδάξει στις ταλαντώσεις και συνεπώς µε προσδιο-

ρισµό αρχικής φάσης που να περιορίζεται σε ένα τριγωνοµετρικό κύκλο 
 

 

• Να πούµε ότι τα υπόλοιπα σηµεία του µέσου έκαναν ή θα κάνουν αυτό που έκανε το 

σηµείο αναφοράς 
 

Επιβάλλεται λοιπόν, η εξίσωση του κύµατος που θα καταστρώσουµε, να εξασφαλίσει 

ότι η αρχική φάση όλων των σηµείων του µέσου θα είναι ίδια µε εκείνη του Μ και 

κατά συνέπεια θα πρέπει να περιορίζεται σε έναν τριγωνοµετρικό κύκλο. 
 

Αν δε συνέβαινε αυτό, ή «η φιλοσοφία» µας θα ήταν ανεπαρκής ή η εξίσωση 

κύµατος που θα προέκυπτε θα ήταν λάθος 
 

 

β) Στη σελίδα 2 ανέφερα ότι ένας από τους λόγους που δεν υιοθέτησα το Ο ως σηµείο α-

ναφοράς, ήταν για να µην αναγκαστώ να το ονοµάσω «πηγή».  

Μπορούµε τώρα να δικαιολογήσουµε την επιλογή του Μ ως σηµείου αναφοράς και µε έ-

ναν ακόµη λόγο: 
 

 

Καλό είναι, για να µη πω επιβάλλεται, να επιλέγουµε ως σηµείο αναφοράς κάποιο σηµείο, 

που να εξασφαλίζει εύκολα ότι όλα τα σηµεία του µέσου θα κάνουν αυτό που συµβαίνει στην 

«πραγµατικότητα που διδάσκουµε» στους µαθητές, έστω κι 

αν αυτή δεν είναι η πραγµατικότητα που βλέπουν γύρω τους. 

 Να εξασφαλίζει δηλαδή, ότι αρχικά όλα τα σηµεία του µέσου ηρεµούν και ότι «όταν φτάσει 

το κύµα που διδάσκουµε» µπαίνουν σε κίνηση.  
 

 

Το Μ που επιλέξαµε είναι «ιδανικό» σηµείο γι΄ αυτό, µιας και αρχικά ηρεµεί και µπαίνει 

σε κίνηση («δυστυχώς» ακαριαία) όταν φτάσει το κύµα. 

Άρα όλα τα σηµεία του µέσου, αυτό το «φυσιολογικό» έκαναν ή αυτό το «φυσιολογικό» θα 

κάνουν. Θα είναι ή θα ήταν ακίνητα στη θέση τους και µόλις φτάνει το κύµα µπαίνουν (ακα-

ριαία) σε ταλάντωση (µε µέγιστη ταχύτητα, µε ταχύτητα δηλαδή µέγιστου µέτρου προς τα θετικά).  
 

Εποµένως η αρχική φάση στην εξίσωση ταλάντωσης όλων των ση-

µείων του µέσου είναι 0 
  

 

Κοντολογίς, 
η «φιλοσοφία» που παράγει την εξίσωση του κύµατος για το οποίο συζητάµε, όχι απλά 

εξασφαλίζει ότι η αρχική φάση στην εξίσωση ταλάντωσης του κάθε σηµείου θα είναι µηδέν, 

αλλά το προβλέπει µε βεβαιότητα, ακόµη κι όταν δεν έχει γραφεί τίποτε µαθηµατικό. 

Η αρχική φάση όλων των σηµείων στο συγκεκριµένο κύµα που εξετάσαµε είναι µηδέν. 

Αυτό στην ουσία δε το αποδείξαµε, αλλά το επιβάλλαµε ευθύς εξαρχής. Το θέσαµε ως 

απαίτηση της συλλογιστικής που συντηρεί την τάξη των πραγµάτων στα κύµατα. 
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Στην εξίσωση κύµατος που διδάσκουµε, δεν προηγούνται οι εξισώσεις, 

αλλά η «φιλοσοφία» που υιοθετούµε για το κύµα:  
 

 

«Το σηµείο Μ κάνει κάτι. Δες τι κάνει το Μ και αυτό ακριβώς πριν ή µετά 

από το Μ θα κάνουν και τα άλλα σηµεία. 

Αφού το Μ έχει αρχική φάση µηδέν, τότε όλα τα σηµεία του µέσου θα έχουν 

αρχική φάση µηδέν» 
 

Η επιλογή λοιπόν ως σηµείου αναφοράς, του τελευταίου σηµείου στο οποίο έφτασε το κύ-

µα, εξασφαλίζει πιο ... «ήρεµα» θα έλεγα, τη συνέπεια «της παράξενης πραγµατικότητας 

που διδάσκουµε στα κύµατα» (άσχετα αν αυτή η «πραγµατικότητα» δεν έχει καµιά σχέση µε τη Φύση, µε 

την πραγµατικότητα δηλαδή της καθηµερινής µας ζωής). 
 

 

γ)  Τα σηµεία του µέσου στα οποία δεν έχει φτάσει το κύµα, δεν κινούνται. Συνεπώς τίπο-

τε από ότι αφορά το κύµα ή την ταλάντωση δε τα αφορά. ∆εν πρέπει να µιλάµε γι΄ αυτά µε 

όρους που δεν ανήκουν στην ορολογία της ... ακινησίας τους. ∆ε λέµε ούτε ότι έχουν φάση 

µηδέν, ούτε ότι δεν έχουν φάση, ούτε ότι έχουν αρνητική φάση, ούτε...,ούτε.... 

Απλά γι αυτά τα σηµεία δε λέµε τίποτε αν δεν αναφέρουµε από πότε και µετά ισχύουν αυ-

τά που λέµε, αν δεν αναφέρουµε δηλαδή το πεδίο ορισµού στην εξίσωση της αρµονικής 

τους ταλάντωσης. 
 

Δεν πρέπει να χρησιµοποιούµε τις εξισώσεις κύµατος και φάσης για σηµεία και για 

χρονικές στιγµές που είναι έξω από το πεδίο ορισµού τους. 

Αυτό δε σηµαίνει ότι δε µπορούµε να προφητεύσουµε τι θα συµβεί στο µέλλον σε 

κάποιο σηµείο µετά το Μ, αλλά να µην εφαρµόζουµε ορολογία και εξισώσεις κύµα-

τος και φάσης για χρονικές στιγµές που δεν ανήκουν στο πεδίο ορισµού των συναρ-

τήσεων. 

Αν είµαστε συνεπείς σε αυτό (και επιβάλλεται να είµαστε), τότε καµιά φάση 

στην εξίσωση ταλάντωσης κανενός σηµείου δε θα µας βγει αρνητική 
 

 

Όπως εξηγήσαµε, τα σηµεία του µέσου τα οποία προηγούνται του Μ και άρα είναι σε τα-

λάντωση, έχουν εξίσωση κίνησης που πληροί τη σχέση (50). Έχουν φάση που δίνεται από 

την εξίσωση (51). Και αρχική φάση που όπως εξηγήσαµε είναι µηδέν. 
 

Εκείνο που πρέπει να προσέξουµε όµως, είναι ότι οι παραπάνω συναρτήσεις (50) 

και (51) που αφορούν την εξίσωση κύµατος και τη φάση, έχουν από κατασκευή 

τους, πεδίο ορισµού. 
 

Για συγκεκριµένο λοιπόν x, οι τιµές που θα προκύψουν από την συνάρτηση της φάσης 

(51) για τις διάφορες χρονικές στιγµές t του πεδίου ορισµού της, είναι φάσεις της 

εξίσωσης κύµατος (50) και όχι αρχικές φάσεις. 

Αρχική φάση είναι εκείνη που θα προκύψει αν στη συνάρτηση (51) δώσουµε την αρ-

χική τιµή του πεδίου ορισµού της, δηλαδή αν δώσουµε την τιµή 
υυυυ

M
0

xx
tt

−−−−
++++==== . 

Όπως είναι προφανές, η αρχική φάση όλων των σηµείων στα οποία έφτασε 

ή θα φτάσει το κύµα που εξετάζουµε είναι µηδέν. 
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Όταν το κύµα φτάνει στο Μ και αρχίζουµε την παρατήρηση του Μ και άρα τη γραφή της 

εξίσωσης του κύµατος, το ρολόι γράφει t0.  
 

 

Τη χρονική αυτή στιγµή, η φάση ενός τυχαίου σηµείου  x ≤ xΜ   είναι ήδη 
   

 

                              0
xxxx

tt MM
00 ≥

−
−=⇒

−
−−=

υ
ϕ

υ
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Αυτή δεν είναι η αρχική φάση των σηµείων του µέσου. Είναι η φάση τους τη 

στιγµή που ξεκινά το Μ, τη στιγµή που παρατηρούµε το κύµα.  
 

 

Η αρχική τους φάση, έχει ήδη τακτοποιηθεί από τη «φιλοσοφία» µε την οποία γράψαµε 

την εξίσωση κύµατος. 

Με άλλα λόγια, γράφοντας την εξίσωση του κύµατος µε τον τρόπο που περιγράψαµε, γρά-

φουµε ουσιαστικά την εξίσωση ταλάντωσης του κάθε σηµείου του µέσου, συνοδευόµενη 

όµως από τον περιορισµό, ότι η εξίσωση αυτή θα αρχίσει να ισχύει από τη στιγµή που το 

κύµα θα φτάσει ή έφτασε στο σηµείο αυτό. 
 

� Η χρονική στιγµή που το κύµα φτάνει στο σηµείο Μ (τελευταίο του κύµατος) είναι 

µεταγενέστερη για όλα τα σηµεία τα προηγούµενα του Μ και άρα όλα αυτά τα ση-

µεία έχουν ήδη ξεκινήσει τις ταλαντώσεις τους. Έχουν ήδη σε λειτουργία την εξί-

σωση κίνησής τους. Έχουν ήδη «τελειώσει» µε την αρχική τους φάση. 
Όλα δηλαδή τα σηµεία πριν το Μ έχουν ήδη «ξεπεράσει» την αρχική 

τους φάση και έχουν πια φάση.  
 

Να το πω κι αλλιώς. 

Έχουμε γράψει Έχουμε γράψει Έχουμε γράψει Έχουμε γράψει ττττην εξίσωση κύματος με τέτοιο τρόποην εξίσωση κύματος με τέτοιο τρόποην εξίσωση κύματος με τέτοιο τρόποην εξίσωση κύματος με τέτοιο τρόπο,,,, ώστε ώστε ώστε ώστε όταν  όταν  όταν  όταν 
το κύμα φτάσει στο Μτο κύμα φτάσει στο Μτο κύμα φτάσει στο Μτο κύμα φτάσει στο Μ    αυτή να έχει αυτή να έχει αυτή να έχει αυτή να έχει ... ... ... ... ήδη λειτουργήσειήδη λειτουργήσειήδη λειτουργήσειήδη λειτουργήσει....        
Μπορεί να αρχίζουµε την παρατήρηση τη χρονική στιγµή t0, αλλά η εξίσωση κύµα-

τος που γράφουµε περιγράφει ταλαντώσεις υλικών σηµείων που έχουν ήδη αρχίσει. 

∆ε µπορούµε λοιπόν να πάµε σε κάποιο σηµείο του οποίου η εξίσωση ταλάντωσής 

του (η εξίσωση κύµατος δηλαδή γι΄ αυτό το συγκεκριµένο σηµείο) έχει ήδη αρχίσει 

να λειτουργεί εδώ και δυο ώρες για παράδειγµα και να του πούµε τώρα σε παρατη-

ρώ, άρα τώρα είναι η αρχική σου φάση. 

Μα θα µου πει, η εξίσωση που έγραψες για την κίνηση µου έχει πεδίο ορισµού που 

έχει ήδη εξαντλήσει δυο ώρες λειτουργίας και η φάση µου ήδη έχει προχωρήσει 

κατά δυο ώρες. Αυτό που βλέπεις τώρα δεν είναι η αρχική µου φάση, αλλά η φά-

ση.... (Δες παραπάνω αριθµητικό παράδειγµα) 
 
 

� Η χρονική στιγµή που το κύµα φτάνει στο σηµείο Μ (τελευταίο του κύµατος) είναι 

προγενέστερη για όλα τα σηµεία τα επόµενα του Μ και άρα κανένα από αυτά τα 

σηµεία δεν έχει ξεκινήσει την ταλάντωσή του. Άρα δεν έχει νόηµα να µιλάµε ούτε 

για φάση, ούτε για αρχική φάση για τα σηµεία αυτά, αλλά µόνο για την ακινησία 

τους. 
Αν θελήσουµε να προφητεύσουµε τη φάση που θα έχει κάποιο από αυτά τα σηµεία, 

έστω το Σ, την τάδε χρονική στιγµή, θα πρέπει τουλάχιστον αυτή η χρονική στιγµή 

να ανήκει στο πεδίο ορισµού της εξίσωσης της φάσης που θα έχει το Σ όταν αρχί-

σει να ταλαντώνεται, ώστε να εξασφαλιστεί ότι το κύµα θα έχει φτάσει στο Σ. 

Αλλιώς θα βγαίνουν αρνητικές φάσεις που δεν έχουν νόηµα, µιας και χρησιµοποιή-

θηκαν τιµές χρόνου έξω από το πεδίο ορισµού των συναρτήσεων κίνησης και φά-

σης.  
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δ)  Η αρχική φάση, ενώ είναι έννοια που αφορά την εξίσωση µιας µεµονωµένης ταλάντω-

σης, επεκτείνεται και στην εξίσωση του αρµονικού κύµατος που µόλις εξετάσαµε, γιατί ου-

σιαστικά είναι κοινή για τις εξισώσεις κίνησης όλων των σηµείων του µέσου. 

Μπορούµε δηλαδή να µιλάµε για φάση (της αποµάκρυνσης των σηµείων στη χρησιµοποιούµενη εξίσωση) 

κύµατος, καθώς και για αρχική φάση (της αποµάκρυνσης στη χρησιµοποιούµενη εξίσωση) κύµατος µε τον 

ίδιο τρόπο που µιλάµε και για πλάτος κύµατος, συχνότητα κύµατος κ.λ.π.  

Λέµε λοιπόν φάση κύµατος, καθώς και  αρχική φάση κύµατος 
 

 

 

ε)  Τα σηµεία του µέσου που έχουν µπει σε κίνηση, έχουν φάση, που η διαφορά της από 

τη φάση του σηµείου αναφοράς Μ θα εκφράσει τις επιπλέον ταλαντώσεις που έχουν κάνει 

από τη στιγµή που αρχίσαµε να παρατηρούµε το Μ και να καταστρώνουµε την εξίσωση του 

κύµατος. 

Όµως όλα τα σηµεία του µέσου έχουν την ίδια αρχική φάση που λέγεται και 

αρχική φάση του κύµατος και είναι µέσα σε ένα τριγωνοµετρικό κύκλο, 

όπως όλες οι αρχικές φάσεις. 
Στο παράδειγµα µας αυτή η αρχική φάση είναι µηδέν.  
 
 

στ) Τα ίδια ακριβώς µπορούν να λειτουργήσουν κι αν το κύµα ήταν τέτοιο που να έβαζε 

το σηµείο αναφοράς Μ σε κίνηση προς τα κάτω, οπότε η αρχική φάση στην εξίσωση κίνη-

σής του θα ήταν π. 

Τότε η αρχική φάση στην εξίσωση ταλάντωσης όλων των σηµείων του µέσου θα ήταν π 

και συνεπώς και η αρχική φάση του κύµατος θα ήταν π. 

Στην περίπτωση αυτή η εξίσωση του κύµατος θα είναι 
 

   )
xx

tt(Ay M
0 π

υ
ηµω +

−
−−⋅=       µε    Rt∈  ,   Rx∈     και    

υ
M

0
xx

tt
−
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ζ) Η διάδοση του κύµατος προς τα αρνητικά εξετάζεται µε τον ίδιο ακριβώς τρόπο. Οι πι-

θανές αρχικές φάσεις του κύµατος και σε αυτή την περίπτωση θα είναι 0 ή π. 
 
 

η) Αντί ναΑντί ναΑντί ναΑντί να διακρίνουμε  διακρίνουμε  διακρίνουμε  διακρίνουμε τις τις τις τις περιπτώσεις περιπτώσεις περιπτώσεις περιπτώσεις ««««κύμα που διαδίδεται προς τα κύμα που διαδίδεται προς τα κύμα που διαδίδεται προς τα κύμα που διαδίδεται προς τα 
θετικάθετικάθετικάθετικά» » » » και και και και ««««κύμα που διαδίδεται προς τα αρνητικάκύμα που διαδίδεται προς τα αρνητικάκύμα που διαδίδεται προς τα αρνητικάκύμα που διαδίδεται προς τα αρνητικά» » » » μπορούμε να μπορούμε να μπορούμε να μπορούμε να 
γράψουμε όλο το κείμενο που προηγήθηκε πιο γγράψουμε όλο το κείμενο που προηγήθηκε πιο γγράψουμε όλο το κείμενο που προηγήθηκε πιο γγράψουμε όλο το κείμενο που προηγήθηκε πιο γεεεενικά, νικά, νικά, νικά, αρκεί αρκεί αρκεί αρκεί το σύμβολο το σύμβολο το σύμβολο το σύμβολο 
υ υ υ υ της ταχύτητας της ταχύτητας της ταχύτητας της ταχύτητας να χρησιμοποιηθεί όχι ως μνα χρησιμοποιηθεί όχι ως μνα χρησιμοποιηθεί όχι ως μνα χρησιμοποιηθεί όχι ως μέέέέτρο, αλλά ως αλγεβρική τρο, αλλά ως αλγεβρική τρο, αλλά ως αλγεβρική τρο, αλλά ως αλγεβρική 
ττττιμή:ιμή:ιμή:ιμή: 

 

 

«Έστω ότι σε ευθύγραµµο (γραµµικό) µέσο άπειρης έκτασης, διαδίδεται µε ταχύτητα υ, 

αρµονικό κύµα κυκλικής συχνότητας ω και πλάτους Α.  

Τα σηµεία του µέσου εκτελούν ταλαντώσεις στο επίπεδο xOy.   

Το κύµα τη χρονική στιγµή Rt0 ∈  φτάνει σε σηµείο Μ, στο οποίο προσδίδει, ακαριαία, 

ταχύτητα (µέγιστου µέτρου) κάθετη στον άξονα x. 

Αν θεωρήσουµε (και έχουµε κάθε δικαίωµα αν δε µας επιβάλλουν το αντίθετο) ως θετική φορά 

του άξονα y εκείνη προς την οποία κατευθύνεται η (αρχική) ταχύτητα του Μ κι αν 

επιλέξουµε να περιγράψουµε την αρµονική ταλάντωση του Μ µε εξίσωση που πε-

ριέχει ηµίτονο, η αρχική φάση θα είναι µηδέν.  
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Τότε 
 

• Η εξίσωση ταλάντωσης του σηµείου αναφοράς Μ (σηµείο µε τη βοήθεια της εξίσωσης κί-

νησης του οποίου, καταστρώνεται η εξίσωση κύµατος) είναι 
 

 

                                )tt( Ay 0M −⋅= ηµω      µε     t ≥ Rt0 ∈                                             (57) 
 

 

• Η εξίσωση αρµονικού κύµατος που διαδίδεται είναι  
 

 

                      )
xx

tt(Ay M
0

υ
ηµω

−
−−⋅=       µε       

υ
M

0
xx

tt
−

+≥                              (58)              

 

                     ( Rt∈  ,   Rx∈  ,   Rt0 ∈  ,     Α>0 ,         ω>0 ,      R∈υ  ) 

 
• Η (συνάρτηση) φάση του κύµατος στην εξίσωση (58) είναι  
 

 

      )
xx

tt( M
0

υ
ωϕ

−
−−=      µε      Rt∈ ,    Rx∈ ,    R∈υ ,      

υ
M

0
xx

tt
−

+≥           (59)                                  

 
• Η αρχική φάση του κύµατος στην εξίσωση (58) είναι η τιµή που µας    

  δίνει η φάση για τη µικρότερη δεκτή τιµή του χρόνου. Είναι 
 

 

                                                        φ0=0 rad  
 

 

Με τα παραπάνωΜε τα παραπάνωΜε τα παραπάνωΜε τα παραπάνω 
πιστεύω ότι έχουµε καλύψει όλες τις περιπτώσεις εκείνες στις οποίες στο στιγµιότυπο κύµα-

τος µπορεί να βρεθεί σηµείο αναφοράς Μ, που τη χρονική στιγµή κατά την οποία αρχίζουµε 

να καταστρώνουµε την εξίσωση κύµατος, το Μ είναι στη θέση ισορροπίας του. 

∆ηλαδή έχουµε καλύψει σχεδόν όλες τις περιπτώσεις. 
 

Σε όλες αυτές τις περιπτώσεις, η αρχική φάση των κυµάτων (η αρχική δηλαδή 

φάση στην εξίσωση κίνησης όλων των σηµείων του µέσου στο οποίο διαδίδεται το κύµα), θα 

είναι ή 0 ή π 
 

Η µόνη περίπτωση που θέλει µια ξεχωριστή αντιµετώπιση τόσο στις εκφράσεις που θα 

χρησιµοποιήσουµε όσο και στα συµπεράσµατα που θα βγάλουµε, είναι εκείνη κατά την ο-

ποία µας δώσουν αρµονικό κύµα και µε το έτσι θέλω επιλέξουν ως σηµείο αναφοράς κάποιο 

που να µην είναι στη θέση ισορροπίας του όταν αρχίσει η κατάστρωση της εξίσωσης του 

κύµατος. Το θέµα αυτό θα αναπτύξουµε στο δ΄ µέρος. 

 
 

θθθθ) ) ) ) ΕδώΕδώΕδώΕδώ πρέπει να τονίσουμε κάτι αρκετά γενικό πρέπει να τονίσουμε κάτι αρκετά γενικό πρέπει να τονίσουμε κάτι αρκετά γενικό πρέπει να τονίσουμε κάτι αρκετά γενικό που όχι απλά θα το 

χρησιµοποιήσουµε στο δ΄ µέρος της εργασίας «Ορισµοί και εξισώσεις κίνησης», αλλά 

κυριολεκτικά θα στηριχτούµε πάνω του: 
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Τόσο η διαδικασία µε την οποία προσδιορίστηκε η έννοια της αρχικής φάσης µέσα από µια 
διαφορική εξίσωση, έστω της απλής αρµονικής ταλάντωσης, όσο και ο καθοριστικός ρόλος 
που παίζει το σηµείο αναφοράς στη διαµόρφωση της εξίσωσης ενός αρµονικού κύµατος που 
διαδίδεται, είναι κοµβικά εννοιολογικά σηµεία.  
 

Η διαφορική επιβάλλει να υπάρχουν δύο προσδιοριστέες σταθερές, σε οποιαδήποτε µορφή 

εξίσωση κίνησης κι αν επιλέξουµε. 
 

Αν η µορφή της εξίσωσης κίνησης που θα επιλέξουµε περιέχει αποκλειστικά 

ηµίτονο ή αποκλειστικά συνηµίτονο, τότε η µία από αυτές τις δύο σταθερές, τις 

έτσι κι αλλιώς υποχρεωτικά βαλµένες από τη διαφορική, είναι η αρχική φάση. 
  

Για παράδειγµα, αν για να περιγράψουµε την ταλάντωση του σηµείου αναφοράς Μ επιλέ-

ξουµε την x=Αηµ[ω(t-t0)+φ0] , όπως και κάναµε, πρέπει να συνειδητοποιήσουµε ότι η πα-

ρουσία των σταθερών Α και φ0 επιβλήθηκε από τη διαφορική εξίσωση. ∆εν είναι δικιά µας 

υπόθεση. 

Άρα ο ορισµός µας θα πρέπει να πάρει υπόψη του πώς λειτούργησε η διαφορική και η λύ-

ση της. Αυτό δε µπορούµε να το αγνοήσουµε. 
 
 

Πράγµατι, η µορφή της εξίσωσης κίνησης x=Αηµ[ω(t-t0)+φ0] που επιλέξαµε µας 

έδωσε τη δυνατότητα (το προνόµιο) να διαλέξουµε το Α>0, γιατί «έτσι µας αρέ-

σει» και το 0≤φ0<2π για να κάνουµε Φυσική χωρίς περιττές µαθηµατικές και εν-

νοιολογικές σπατάλες και για να χρησιµοποιήσουµε γραφή που να είναι παγκόσµια 

αποδεκτή ως γλώσσα. 

Οι τιµές των Α και φ0  και όχι η παρουσία τους είναι υπόθεση των (δύο) αρχικών 

συνθηκών ή γενικότερα δύο οποιωνδήποτε συνθηκών. 
 

Επειδή λοιπόν, 
η µορφή της εξίσωσης κίνησης που επιλέξαµε για το Μ, µας έδωσε τη δυνατότητα να επιλέ-

ξουµε, γιατί «έτσι µας αρέσει», το πλάτος να είναι θετικό και η αρχική φάση να είναι µέσα 

σε έναν τριγωνοµετρικό κύκλο για τη οικονοµία της Φυσικής και για την παγκοσµιότητα 

της γραφής και των ορισµών, 

πρέπει, 
ανεξάρτητα από το πόσες ταλαντώσεις έχει ήδη κάνει ένας συγκεκριµένος ταλαντωτής όταν 

αρχίσουµε να τον παρατηρούµε για να γράψουµε την εξίσωση κίνησης του, εµείς να θεω-

ρήσουµε ότι δεν έχει συµπληρώσει ούτε µία (εκτός αν µας δώσουν δεδοµένα για το τι έγινε και µας 
επιβάλλουν άλλη αρχή χρόνου. Αλλά και σε αυτή την περίπτωση δεν καταργείται τίποτε από όσα έχουµε γράψει). 
 

Το πλάτος και η αρχική φάση υπολογίζονται συνήθως από τις αρχικές συνθήκες, δηλαδή 

από τη θέση και την ταχύτητα του ταλαντωτή τη χρονική στιγµή που αρχίζουµε να µελετά-

µε την κίνησή του και από διάφορες δικές µας επιλογές (αρχής χρόνου, θετικής φοράς αξό-

νων κ.λ.π.). 

Έτσι δε µας νοιάζει ο ακριβής αριθµός των ταλαντώσεων που έκανε το υλικό σηµείο στο 

παρελθόν του, αλλά µόνο αυτές που θα κάνει στο µέλλον.  

Πολλές φορές δεν έχει νόηµα να ψάχνουµε για το πόσες ταλαντώσεις έχει κάνει αυτός ο 

ταλαντωτής από την αρχή του Κόσµου, κάτι που δεν είναι σίγουρο ότι µπορούµε να βρούµε 

αν δεν έχουµε κάποιες επί πλέον πληροφορίες πέρα από τις αρχικές συνθήκες. 

Εκείνο που µας ενδιαφέρει πιο πολύ είναι το µέλλον του όπως π.χ. πόσες ταλαντώσεις θα 

κάνει από τότε που αρχίσαµε να τον παρατηρούµε.  
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∆εν έχει και µεγάλη αξία να λέµε ότι τώρα ξεκινάµε να παρατηρούµε, αλλά ο ταλαντωτής 

έχει κάνει και άλλες 200 ταλαντώσεις, τις οποίες πρέπει να εµφανίσουµε µέσα στην εξίσω-

ση κίνησής του. 

Αν έχουµε τέτοιες πληροφορίες ή διαθέσεις (άγνωστο γιατί και από πού) και θέλουµε πέρα 

από τις ανάγκες της διαφορικής να τις εµφανίσουµε, θα ήταν καλύτερο να µεταφέρουµε την 

αρχική χρονική στιγµή παρατήρησης πιο πίσω ή να βάζαµε πεδίο ορισµού µε κατάλληλες 

αρνητικές χρονικές τιµές.  
 

 

Επιβάλλεται δηλαδή από το όλο µαθηµατικό και εννοιολογικό σκηνικό, να κάνουµε 

τη φάση να δίνει αυξηµένες τιµές. 

Προσοχή!!! Τη φάση πρέπει να κάνουµε να δίνει αυξηµένες τιµές και όχι την αρχι-

κή φάση!!!  

Αυτό ακριβώς κάναµε και µε την εξίσωση κύµατος. Μαθηµατική, λογική και εν-

νοιολογική συνέπεια επέβαλλαν είτε συνειδητά είτε εν αγνοία µας να προκύπτουν 

αυξηµένες τιµές φάσης και όχι αρχικής φάσης  
 

∆εν πρέπει να αλλάζουµε τη λειτουργία της φ0 , την έννοιά της, τον ορισµό της και τους 

περιορισµούς της, που απαιτούν έναν τριγωνοµετρικό κύκλο. 
 

Για τη συνέπεια του ορισµού µιας συγκεκριµένης έννοιας που δε γίνεται να 

αλλάζει από ταλαντωτή σε ταλαντωτή, από φαινόµενο σε φαινόµενο, από φυσι-

κό µέγεθος σε φυσικό µέγεθος, θα πρέπει η αρχική φάση να έχει παντού την 

ίδια έννοια, τους ίδιους περιορισµούς. 
 

Και βέβαια πάντα να είναι συνδεδεµένη µε την επιλεγείσα εξίσωση κίνησης (µηχανική) ή 

γενικότερα µε την εξίσωση που επιλέξαµε για να περιγράψουµε το φαινόµενο (ηλεκτρικές 

ταλαντώσεις κ.λ.π.). 
 

Μετά από αυτά µπορούµε να πούµε ότι: 
 

 Η αρχική φάση του φορτίου του πυκνωτή στην εξίσωση q=Qσυνωt µε t≥0 

του σχολικού βιβλίου, αβίαστα και µε συνέπεια είναι 0. 

Η αρχική φάση της αποµάκρυνσης στην εξίσωση x=Αηµ(ωt+φ) µε t≥0 του 

σχολικού βιβλίου είναι φ. 

 

ι) Αν πρέπει την έννοια «αρχική φάση» και τους περιορισµούς που οδήγησαν 

και συντηρούν τον ορισµό της να τη συνδέσουµε 
 

• Μόνο µε το ηµίτονο 
 

• Μόνο µε ένα ταλαντωτή και όχι µε πολλούς (όπως συµβαίνει π.χ. στα κύµατα) 
 

• Μόνο µε την αποµάκρυνση σε µια ταλάντωση αλλά όχι µε την ταχύτητα ή την επι-

τάχυνση και γενικά µε ένα µόνο µέγεθος και όχι µε τα υπόλοιπα φυσικά µεγέθη του 

ίδιου φαινοµένου 
 

• Μόνο µε µια µορφή εξίσωσης κίνησης και όχι µε άλλες που µπορούν να την περιέ-

χουν 
 

• Μόνο µε τη χρήση του π/2 όταν κάνουµε µετατροπή του συνηµιτόνου της ταχύτη-

τας σε ηµίτονο, αποκλείοντας οποιαδήποτε άλλη ισοδύναµη µαθηµατικά ενέργεια 

(όπως π.χ το -3π/2 ή και άλλες γωνίες) 
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• Μόνο µε τη χρήση του π όταν επιχειρούµε απορρόφηση του πρόσηµου (-) του ηµι-

τόνου της επιτάχυνσης αποκλείοντας οποιαδήποτε άλλη ισοδύναµη µαθηµατικά ε-

νέργεια (όπως π.χ. µε το -π ή και άλλες γωνίες) 

 κ.λ.π. 
 
 

νοµίζω ότι είναι καλύτερα την «αρχική φάση» να την ξεχάσου-

µε ως έννοια, αν δε θέλουµε να µιλάµε τοπική διάλεκτο.  
Με άλλα λόγια νοµίζω ότι είναι χωρίς καµιά απολύτως αξία το να ορίσουµε µια έν-

νοια µόνο και µόνο στην αποµάκρυνση µιας µόνο µηχανικής ταλάντωσης και όχι 

πολλών, σε ένα µόνο τριγωνοµετρικό αριθµό µιας συγκεκριµένης µορφής εξίσωσης.  

 

Θα ήθελα να τελειώσω το γ΄ µέρος της ανάρτησής µου «Ορισµοί και εξισώσεις κί-

νησης» µε τούτο: 

Όταν η εσωτερική λειτουργία των πραγµάτων (διαφορικές κ.λ.π.) προικίζουν τις 

έννοιες «φάση» και «αρχική φάση» µε πολύ δυναµικότητα τόσο στην παρουσία τους, 

όσο και στην συλλογιστική τους συνέπεια, είναι κρίµα να τις περιορίζουµε τόσο πο-

λύ.  

Σε µια τέτοια περίπτωση, νιώθω ότι είναι καλύτερα να τις εγκαταλείψουµε. 

 

ια) Όλα τα παραπάνω ισχύουν και στην περίπτωση που δεν έχουµε ευθύγραµµο γραµµικό 

µέσο, αλλά (σκέτο) γραµµικό µέσο. Προσαρµοσµένα όµως κατάλληλα... 

 

 

 

                                                                                                    (συνεχίζεται) 
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