
Περίληψη για την επίλυση της κυµατικής εξίσωσης 
 

Η µονοδιάστατη κυµατική εξίσωση 
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 έχει ως γενική λύση την u(x,t)=f+(x-υt)+ f-(x-υt). 

όπου f+ και f_ αυθαίρετες συναρτήσεις µιας µεταβλητής. 
Η εύρεση των f+ και f- εξαρτάται από τις συνοριακές και από τις αρχικές συνθήκες. 
Οι συνοριακές συνθήκες εξαρτώνται από την έκταση του µέσου. 
∆ιακρίνουµε τρεις περιπτώσεις για την έκταση του µέσου 
Περίπτωση 1: Το µέσο εκτείνεται από -∞ έως +∞ 
Στην περίπτωση αυτή δεν απαιτούνται συνοριακές συνθήκες αλλά µόνο αρχικές. 
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Χρειαζόµαστε δηλαδή τις θέσεις και τις ταχύτητες όλων των σηµείων του µέσου µια δεδοµένη χρονική 
στιγµή. 
Περίπτωση 2: Το µέσο εκτείνεται από 0 έως +∞ 
Στην περίπτωση αυτή εκτός από τις αρχικές συνθήκες 
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 x≥0 απαιτούνται και πληροφορίες για την αρχή x=0. 

Χρειάζεται να ξέρουµε ή την συνάρτηση 
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Περίπτωση 3: Το µέσο εκτείνεται από 0 έως L 
Στην περίπτωση αυτή εκτός από τις αρχικές συνθήκες 
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0≤ x≤L απαιτούνται και πληροφορίες για τα άκρα. 
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Οι µαθηµατικοί απαιτούν όλες οι παραπάνω συναρτήσεις να είναι τουλάχιστον δις παραγωγίσιµες στο 
πεδίο ορισµού τους. 

Ας δούµε την λύση στην περίπτωση 2 µε αρχικές συνθήκες u(x,0) 0= ,
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Θεωρούµε τις συναρτήσεις  
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Η λύση στην περίπτωση αυτή δίνεται από την σχέση 
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Εστιάζουµε στην περίπτωση που την στιγµή t=0 το άκρο Ο αρχίζει να κινείται ( δεν λέω να 
ταλαντώνεται). Τότε ( ) 0−µ ξ =  
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Η συνηθισµένη υπόθεση είναι ότι µ(t)=H(t)Aηµ(ωt) όπου H η συνάρτηση άλµατος του 
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Η υπόθεση αυτή είναι που δηµιουργεί τις γνωστές παθολογίες ( ασυνέχεια στο στιγµιότυπο ταχυτήτων 
στο µέτωπο του κύµατος και στην γραφική παράσταση v(t) την χρονική στιγµή έναρξης της κίνησης 
κάποιου σηµείου. 



Ας υποθέσουµε ότι η συνάρτηση µ είναι οµαλή.  
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Θεωρούµε µια χρονική στιγµή t>τ και αναζητούµε την λύση της κυµατικής εξίσωσης 
Για x>υt από την (1) προκύπτει ότι u(x,t)=0 

Για υ(t-τ)≤x≤υt ισχύει ότι 
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Για 0≤x<υ(t-τ) ισχύει ότι 
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Εποµένως για t>τ έχουµε: 
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Αυτό σηµαίνει ότι η κίνηση ενός σηµείου από την [στιγµή έναρξης της κίνησης +τ] είναι αρµονική 
ταλάντωση. 
Σηµαίνει επίσης ότι το στιγµιότυπο του κύµατος από την θέση x=0 έως την θέση [µέτωπο του 
κύµατος – υτ] είναι αρµονική συνάρτηση. 
 
Παρατηρήσεις 
1)Στο µη αρµονικό µέρος του κύµατος δεν έχει νόηµα να µιλήσουµε για την φάση ενός σηµείου. 
Επειδή αυτό που έχει σηµασία είναι η διαφορά φάσης και όχι η φάση µπορούµε να λέµε ότι το σηµείο 
που βρίσκεται στην θέση : [µέτωπο του κύµατος –υτ] έχει φάση ωτ. 
Εποµένως για µια χρονική στιγµή t>τ η φάση των σηµείων του µέσου είναι 
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2) Ας υποθέσουµε ότι το µέσο είναι πεπερασµένο εκτεινόµενο στο διάστηµα [0,L] 

Υποθέτουµε επίσης ότι u(x,0) 0= , 
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Η λύση της κυµατικής εξίσωσης για 
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 είναι ίδια µε την λύση που παίρνουµε για ηµιάπειρο µέσο. 



Το σκηνικό 
Μπροστά από το παράθυρο της αίθουσας φυσικών επιστηµών είναι τεντωµένη µια τεράστια χορδή. 
Η αριστερή άκρης της είναι προσαρµοσµένη σε έναν ταλαντωτή. Το δεξί µέρος της χορδής εκτείνεται 
µέχρι το Α του Κενταύρου. Την απόσταση του παραθύρου από τον ταλαντωτή δεν µπήκε ποτέ κανείς 
στον κόπο να την µετρήσει. 
Ο ταλαντωτής έχει ένα µεταγωγό επιλογής συχνοτήτων και ένα δεύτερο µεταγωγό επιλογής 
συναρτήσεων οµαλοποίησης g(t). 
Την Παρασκευή την 5η ώρα είχα µάθηµα µε την θετική κατεύθυνση. 
Το πρωί που πήγα στο σχολείο φώναξα τον Θανάση και του είπα το εξής: 
Κάποια στιγµή στο διάλειµµα βάλε σε λειτουργία την συσκευή ώστε να µην καθυστερήσουµε στο 
µάθηµα. Μπορείς να επιλέξεις όποια συχνότητα και όποια συνάρτηση οµαλοποίησης θέλεις. 
Μπαίνοντας για µάθηµα την 5η ώρα διαπιστώσαµε ότι ο Θανάσης ήταν απών λόγω ξαφνικής αδιαθεσίας. 
Παρά το γεγονός ότι δεν γνωρίζαµε τις επιλογές του Θανάση αποφασίσαµε να συνεχίσουµε το πείραµα. 
Με µια ψηφιακή κάµερα φωτογραφίσαµε το σκοινί δύο διαδοχικές χρονικές στιγµές που απέχουν κατά 
γνωστό ∆t. 

 
Πρώτο στιγµιότυπο είναι το κόκκινο και µεταγενέστερο το πράσινο. 
Με ένα πρόγραµµα ψηφιακής επεξεργασίας εικόνας και το mathematica επιβεβαιώσαµε ότι οι κόκκινη 
γραφική παράσταση είναι ηµιτονοειδής καµπύλη. 
Συµπεράσµατα 
Το µέτωπο του κύµατος βρίσκεται κάπου δεξιά από το παράθυρο και µάλιστα σε απόσταση µεγαλύτερη 
από υτ.  
Από το στιγµιότυπο µπορέσαµε να µετρήσουµε το µήκος κύµατος. 
Από την µετατόπιση ενός σηµείου που στην κόκκινη καµπύλη στο χρονικό διάστηµα ∆t και γνωρίζοντας 
τις επιλογές που είχε ο Θανάσης µπορέσαµε να υπολογίσουµε τις δυνατές συχνότητες. 
Ευτυχώς το αποτέλεσµα ήταν µοναδικό. 
Θέτοντας t=0 την στιγµή που πάρθηκε το κόκκινο στιγµιότυπο και x=0 στο σηµείο Β ζητάµε να 
γράψουµε την εξίσωση κίνησης των σηµείων της χορδής που βρίσκονται στο παράθυρο για t>0. 
 


