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Θα ανεβεί ο κύλινδρος το σκαλοπάτι;  

Αν ναι, πόση είναι η γωνιακή ταχύτητά του , όταν ανέβει. 
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Στο σχήµα απεικονίζεται ένας κύλινδρος µάζας M1  ακτίνας R , ροπής αδράνειας Ι = ��	��
� ,  

εφάπτεται στο σκαλοπάτι ύψους h. Στο κέντρο του είναι προσαρµοσµένος άξονας που συνδέετααι 

κατάλληλα µέσω µη εκτατού νήµατος µε τροχαλία µάζας mτ και ροπής αδράνειας Ιτ=
	
	��
� .  Το 

νήµα περνά από µια αύλακα της τροχαλίας και καταλήγει σε σώµα µάζας m2. Το όλο σύστηµα το 

κρατάµε ακίνητο. Κάποια στιγµή αφήνουµε το σύστηµα ελεύθερο να κινηθεί.  

1. ∆είξτε ότι για να κινηθεί πρέπει να ισχύει: �� > ����(����)
���   και να υπολογίσετε την αρχική 

γωνιακή επιτάχυνση του κυλίνδρου γύρω από το σηµείο Γ. 

2. Να αποδείξετε ότι ο κύλινδρος θα ανέλθει το σκαλοπάτι και να βρείτε τη γωνιακή ταχύτητά 

του γύρω από το Γ, αν η απόσταση από το κέντρο του κυλίνδρου µέχρι το σηµείο που 

εφάπτεται της τροχαλίας είναι d. 

3.  ∆είξτε ότι ο κύλινδρος θα αρχίσει να κυλίεται µε αρχική γωνιακή ταχύτητα αυτή που 

απέκτησε στο ερώτηµα 2. 

Ο κύλινδρος δεν ολισθαίνει στην κόχη Γ του σκαλοπατιού. 

Εφαρµογή: M 1=120kg, h=0,2m, R=0,5m , m2=180kg , mτ=1kg , d=0,9m , g=10m/s2  

r=0,06m.  

Απάντηση: 
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Έστω ότι ο κύλινδρος περιστρέφεται γύρω από το Γ. 

Ισχύει  για το σώµα µάζας m2 :   
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ΣF2=m2α2,  ή    W2-T2=m2α2, ή  T2= W2- m2α2 

Για την τροχαλία : Στ=Ιταγτ  ή   Τ2r-T1r=Iταγτ=
�
�mτr

2
αγτ  ή 

Τ1=Τ2-		�	�mτrαγτ  = W2- m2α2-
	�
	�mτrαγτ   όµως α2=αγτr  άρα 

Τ1= m2g- m2α2-
	�
	�mτα2 (1) 

Για τον κύλινδρο έχουµε,εφόσον χάνεται η επαφή µε το δάπεδο, Ν=0 και η δύναµη στο Γ δεν 

εµφανίζει ροπή γιατί διέρχεται ο φορέας της από το Γ:  

Στ=ΙΓαγκ  ή  Τ1 (R-h)-M1g x=������� +������� =  
�������   (2) 

Εφαρµόσαµε Steiner για να βρούµε τη ροπή αδράνειας του κυλίνδρου ως προς το Γ: 

IΓ=Ιcm+M1R
2=������� +����� =  

����� 

Η επιτάχυνση του κέντρου µάζας του κυλίνδρου είναι αcm=αγR  γιατί περιστρέφεται γύρω από το Γ 

και είναι κάθετη στην ακτίνα του κυλίνδρου που διέρχεται από το Γ.   

Η προβολή της αcm  στη διεύθυνση του νήµατος είναι η επιτάχυνση του νήµατος, δηλαδή: 

α2=αcmηµφ=αcm
!�"
! =αγ(R-h)   και 

x=��� − (� − ℎ)� = �ℎ(2� − ℎ)  έτσι λόγω των (1) και (2) έχουµε: 

(m2g- m2α2-
	�
	�mτα2)(R-h)-M1g�ℎ(2� − ℎ)  = ������� 

m2g(R-h)-(m2+
&

� ) αγ(R-h)2- M1g�ℎ(2� − ℎ) =  

������� 

αγ=
&�'(���)���'��(����)
�	�()


� �(���)�(	*+�,�
�

 

Για να κινηθεί ο κύλινδρος πρέπει να είναι αγ>0  ή 

��g(R − h) − M1g�ℎ(2� − ℎ)  ή        

     �� > ����(����)
��� . 

εφαρµογή:  m2> 
��2√2,�∙2,6

2,7 ή	9� > �:2;<,   αγ=
�622∙2,7���2√2,�∙2,6
�62,=∙2,7�(�62∙2,=� ή		>? = 6	@/B� 

2. ∆εχόµενοι ότι πληρούται η συνθήκη   �� > ����(����)
���    δηλαδή ο κύλινδρος ξεκίνησε να 

περιστρέφεται γύρω από το Γ, θα δείξουµε ότι θἀνέβει το σκαλοπάτι. 

Η ροπή του βάρους του κυλίνδρου είναι ως προς το Γ: τW1(Γ)=M1gx  

Η απόσταση x θα µικραίνει διαρκώς, άρα και η ροπή του βάρους ως προς το Γ θα µικραίνει, ενώ η 

ροπή της τάσης του νήµατος θα αυξάνεται γιατί  τΤ1(Γ)=Τ1(R-h’) . Καθώς ο κύλινδρος 

ανυψώνεται µειώνεται το h’ και έτσι αυξάνεται η ροπή της τάσης.  
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 Έτσι ο κύλινδρος θα ανέλθει το σκαλοπάτι γιατί τΤ1(Γ> τW1(Γ) ή Τ1(R-h’)  > M1gx  

 

Θα µπορούσαµε να το αποδείξουµε υποθέτοντας ότι ανέβηκε ο κύλινδρος, και να βρούµε τη 

γωνιακή ταχύτητα περιστροφής του γύρω από το Γ.  

Για να βρούµε πόσο κατέβηκε το σώµα m2 ,αρκεί να βρούµε το µήκος του νήµατος όταν ο 

κύλινδρος ανέβει και το κέντρο του να είναι στην κατακόρυφο που διέρχεται από το Γ.  Θα είναι 

Γ h

1d
hR −

xd −

 

x=�ℎ(2� − ℎ) = �0,2(1 − 0,2)=0,4m 

d1=�(D − E)� + (� − ℎ)�  =�0,5� + 0,3�		 = 2, =69	, 
δεχόµενοι ότι η ακτίνα του κυλινδρου είναι αρκετά µεγαλύτερη από την ακτίνα της τροχαλίας. 

 Έτσι η µετατόπιση του m2 είναι  

h2=d-d1=d-�(D − E)� + (� − ℎ)�=0,9m-0,58m=0,32m 

Εφαρµόζουµε τη διατήρηση της µηχανικής ενέργειας του συστήµατος κι έχουµε: 

m2gh2=M1gh+
�
�9�H��+

�
�
�
�9I@�J�

�+
�
�
7
�K�!�J� 

Όµως u2=ω2r   και u2=uνηµ.=ucmσυνθ=ucm
L�!
L�

   και ucm=ωR  άρα   

u2=ωR
L�!
L�

    κι έτσι 

m2gh2= M1gh+	��9�(MN L�!
L�
)	�+

�
O9I(MN L�!

L�
)	� +	7OK�!�J� 

Από την τελευταία βρίσκουµε την γωνιακή ταχύτητα του κυλίνδρου. 

180∙ 10 ∙ 0,32 = 120 ∙ 10 ∙ 0,2 + 0,5 ∙ 1800 ∙ (0,4R)� + 0,25 ∙ 1 ∙ (0,4R)� +  
S ∙ 120 ∙ 0,5

�R�   ή  

576==360+(144+0,04++22,5)R�  ή  R� = ��T
�TT,US == 1,296  ή ω=1,14 r/s 

3.  Η κινητική ενέργεια του κυλίνδρου µόλις ανέβει το σκαλοπάτι είναι: 

Κ=
�
� ΙXR

� = �
� (YZ& +����)R� = �

� YZ&R
� + �

�����R� = �
� YZ&R

� + �
���[Z&�  

Η κινητική ενέργεια µετά είναι λόγω µεταφορικής και λόγω στροφικής κίνησης γύρω από το 

κέντρο µάζας του: 
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Κ’=
�
���[Z&� + �

� YZ&R′
� Επειδή δεν έχουµε παραγωγή ή δαπάνη ενέργειας τη στιγµή που αρχίζει να 

κυλάει , η κινητική ενέργεια θα είναι ίση µε πριν. Άρα Κ=Κ’ 
�
� YZ&R

� + �
���[Z&� = �

���[Z&� + �
� YZ&R′

� και από εδώ  ω΄=ω=1,14 rad/s. 
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