
Ανάποδη επαφή. 

Στο ανώτερο σηµείο κυλινδρικού κουτιού µάζας Μ=4Κg κρατάµε χωρίς να είναι κολ-

ληµένο  ένα δεύτερο σώµα µάζας m=1Kg  και αµελητέου πάχους. Το  κατώτερο σηµείο 

του κυλινδρικού κουτιού είναι δεµένο στο πάνω µέρος κατακόρυφου ιδανικού ελατηρί-

ου σταθεράς Κ=100N/m. Ανυψώνουµε το σύστηµα ώστε το ελατήριο να έχει επιµηκυν-

θεί κατά x1 αφήνουµε το σύστηµα ελεύθερο. Κάποια στιγµή το δεύτερο σώµα χάνει την 

επαφή του µε το κουτί έχοντας ταχύτητα υ=2(3)1/2m/s  και στην συνέχεια  σώµατα συ-

γκρούονται εντελώς πλαστικά την στιγµή που το κουτί σταµατάει στιγµιαία για πρώτη 

φορά. 

Α) Σε ποια θέση χάθηκε η επαφή των δύο σωµάτων; 

B) Πόση είναι η αρχική επιµήκυνση του ελατηρίου;

Γ) Ποιο το εσωτερικό ύψος του κυλινδρικού κουτιού; 

∆) Ποιο το νέο πλάτος ταλάντωσης του συστήµατος ; 

Aπάντηση: 

Α)Για την κάθοδο του σώµατος και αν θεωρήσουµε θετική φορά προς τα πάνω από το δεύτε-

ρο νόµο του Νεύτωνα θα έχουµε-Ν –mg=m(-ω2
ψ)   άρα Ν=mω

2
ψ-mg   Η επαφή θα χαθή ό-

ταν Ν=0 άρα όταν ψ=g/ω2  ψ=(Μ+m)g/K  δηλαδή στην θέση φυσικού µήκους του ελατηρίου. 

Β)Με τη βοήθεια της Α∆Ε για την κάθοδο του συστήµατος µέχρι την στιγµή που θα χαθεί η 

επαφή των δύο σωµάτων θα έχουµε 

(Μ+m)gx1 + ½ Kx1
2= ½(M+m)υ2  θα  βρούµε x1=0,42m 

Γ)Μόλις  χαθεί η επαφή των δύο σωµάτων η θέση ισορροπίας του κουτιού θα βρίσκεται στην θέση 

x2=Mg/K=0,4m. Mε τη βοήθεια της Α∆ΕΤ για το κουτί θα έχουµε 

½ Κx2
2 + ½ Mυ

2= ½ KA2   και µετά από πράξεις Α=0,8m. 

Το κουτί τη στιγµή της αποχώρησης του σώµατος µάζας m βρίσκεται στην θέση +Α/2 

και η σύγκρουση θα γίνει στην θέση –Α. 

Mε την βοήθεια της εξίσωσης Α/2=Αηµωt θα βρούµε t=T/12. Eτσι ο χρόνος µετάβασης 

του κουτιού αλλά και του σώµατος από την αρχική θέση στην θέση –Α θα είναι t=T/12 

+T/4=T/3=2π/15=0,42s 

To σώµα µάζας m θα εκτελεί επιταχυνόµενη κίνηση άρα η κατακόρυφη αποµάκρυνσή 

του θα δοθεί από τη σχέση  Η=υt + ½ gt2  και µετά από πράξεις Η=2,33m.Mε τη βοήθεια 

του σχήµατος 

Lκουτιού=Η-3Α/2=1,13m 

∆)Η ταχύτητα του σώµατος µάζας m την στιγµή της κρούσης θα είναι  υ2=υ+gt=7,66m/s 

H θέση ισορροπίας του συστήµατος θα µεταφερθεί σε απόσταση από  το φυσικό µήκος του ελατηρίου στην 

θέση x3=(M+m)g/K=0,5m. 

Για την κρούση και µε τη βοήθεια της Α∆Ο θα έχουµε mυ2=(M+m)υκ  άρα υκ=1,53m/s 



Φορτίο και κύλιση 

Oι δύο ακίνητες  μεταλλικές φορτισμένες σφαίρες με ακτίνες R1=R2=0,1m του 

παραπάνω σχήματος  έχουν μάζες m1=1Kg  και m2=4Kg και φορτία Q1=10μC  και 

Q2=560μC αντίστοιχα  βρίσκονται σε άπειρη μεταξύ τους αρχική απόσταση πάνω σε 

μονωτικό και άπειρο οριζόντιο επίπεδο. Εκτοξεύουμε την πρώτη σφαίρα με αρχική 

οριζόντια ταχύτητα υo=10m/sec  και κατάλληλη γωνιακή ταχύτητα  έτσι ώστε   η 

σφαίρα  να αρχίσει αμέσως να κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει πάνω στο οριζόντιο 

επίπεδο πλησιάζοντας τη δεύτερη σφαίρα η οποία μπορεί  να κυλίεται χωρίς να 

ολισθαίνει συνεχώς. Να βρεθούν: 

A)H  απόσταση   των κέντρων μάζας των δύο σφαιρών τη στιγμή που το μέτρο 

του ρυθμού μεταβολής της στροφορμής την κάθε σφαίρας θα γίνει μέγιστο  αν 

υποτεθεί ότι το φορτίο τους είναι συνεχώς ισοκατανεμημένο στις εξωτερικές 

επιφάνειες των δύο σφαιρών. 

B)H ηλεκτρική δυναμική ενέργεια των δύο σφαιρών  όταν ο ρυθμός μεταβολής 

της κινητικής ενέργειας λόγω μεταφορικής κίνησης της πρώτης σφαίρας  γίνει 

ίσος με το 0.  

Nα υποτεθεί ότι το ηλεκτρικό πεδίο γύρω από κάθε σφαίρα είναι περίπου 

ηλεκτροστατικό και έχει την μορφή ενός πεδίου Coulomb. 

Για τις σφαίρες Icm=2/5∙M∙R
2
. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Α)Μόλις η πρώτη σφαίρα μπει στο ηλεκτρικό πεδίο της δεύτερης σφαίρας θα 

ασκηθεί πάνω  της απωστική δύναμη.Η δύναμη αυτή θα αναγκάσει τη πρώτη 

σφαίρα να εκτελέσει επιβραδυνόμενη  μεταφορική κίνηση. Έτσι θα αναπτυχθεί και 

στατική τριβή με φορά προς τα εμπρός που θα επιβραδύνει  μέσω της ροπής της 

στατικής τριβής την στροφική κίνηση. Την ίδια στιγμή θα αναπτυχθεί και στο 

δεύτερο φορτίο η απωστική δύναμη που θα επιταχύνει το δεύτερο φορτίο αλλά και 

δύναμη στατικής τριβής με φορά προς τα πίσω που θα επιταχύνει μέσω της ροπής 

της την στροφική κίνηση της δεύτερης σφαίρας. Από τους νόμους της μεταφορικής 

και της περιστροφικής κίνησης θα έχουμε 



F-Tστ=Μ.α    & Τστ.R=2MR
2
aγων/5     κάνοντας πράξεις Τ=2F/7=2KQ1Q2/7x

2

To μέτρο του ρυθμού μεταβολής της στροφορμής για την κάθε σφαίρα είναι 

ΔL/Δt=T.R=2KQ1Q2R/7x
2
 θα είναι μέγιστο την στιγμή που απόσταση των δύο

κέντρων των σφαιρών θα είναι ελάχιστο. Αυτό θα συμβεί όταν οι ταχύτητες των 

κέντρων μάζας της κάθε σφαίρας γίνουν ίσες μεταξύ τους. Επειδή οι δυνάμεις 

προκαλούν τις ίδιες ωθήσεις στις δύο σφαίρες μπορούμε να εφαρμόσουμε ΑΔΟ για 

τις δύο σφαίρες  Μ1Uο=(M1+M2)Uσυσ   άρα Uσυσ=2m/sec.Mε την βοήθεια της ΑΔΕ 

1/2Μ1Uo
2
 +1/2I1.ωο

2
 = 1/2Μ1Uσυσ

2
 +1/2I1.ω2

2
   + 1/2Μ2Uσυσ

2
 +1/2I2.ω2

2
 +

ΚQ1.Q2/xmin  άρα xmin=0,9m. 

Β)Ο ρυθμός μεταβολής της κινητικής ενέργειας  λόγω μεταφορικής κίνησης για την 

πρώτη σφαίρα θα δίνεται από τη σχέση ΔΚ/Δt=ΣF.U άρα για να γίνει 0 θα πρέπει το 

σώμα να σταματήσει. Με την βοήθεια και πάλι της ΑΔΟ για το σύστημα το δύο 

σφαιρών Μ1Uo=M2.U3  θα βρεθεί U3=2,5m/sec.Mε τη βοήθεια της ΑΔΕ θα έχουμε 

1/2Μ1Uo
2
 +1/2I1.ωο

2
 = 1/2Μ2U3

2
 +1/2I2.ω3

2
 +U  θα βρούμε   U=57,5J



Σώµα µάζας m=1 kg  που  έχει στερεωµένο στο κάτω µέρος του  αβαρές ελατήριο 

σταθεράς  Κ= 75 Ν/m και φυσικού µήκους  lo=0,5 m αφήνεται ελεύθερο  από ύψος 

Η=1,5m   πάνω από το έδαφος. Το πάνω µέρος του σώµατος είναι δεµένο µε αβαρές 

µη εκτατό νήµα µεγάλου µήκους  που είναι τυλιγµένο σε µία τροχαλία µάζας Μ= 

8Kg.  

Στο κάτω µέρος του ελατηρίου υπάρχει καρφί που µόλις έρθει σε επαφή µε το έδαφος 

στερεώνει το ελατήριο στο έδαφος  και το διατηρεί κατακόρυφο χωρίς απώλειες 

ενέργειας. Tην στιγµή που το ελατήριο κολλάει στο έδαφος το νήµα κόβεται. 

Α)  Να βρεθεί η µέγιστη κινητική ενέργεια της τροχαλίας 

B) Να βρεθεί η µέγιστη  κινητική ενέργεια του σώµατος m.

Γ)  Nα γραφεί η εξίσωση αποµάκρυνσης του σώµατος από την θέση ισορροπίας 

θεωρώντας θετική φορά προς τα πάνω. 

∆)  Να βρεθεί η µέγιστη συσπείρωση του ελατηρίου. 

∆ίνεται για την τροχαλία το Ιcm=0.5M.R2.∆ίνεται το g=10m/sec2. 

AΠΑΝΤΗΣΗ 

Α) Για την  κίνηση του σώµατος m και της τροχαλίας θα έχουµε  από τους νόµους 

του Νεύτωνα   m.g-T=m.a   (1)  και Τ.R=0,5M.R2.αγων (2).Από τις σχέσεις (1) και 

(2)  θα βρούµε a=2m/sec2. H κίνηση του σώµατος m είναι οµαλά επιταχυνόµενη 



µέχρι την στιγµή που το ελατήριο θα ακουµπήσει στο έδαφος. Εκείνη την στιγµή η 

τροχαλία θα έχει την µέγιστη κινητική της ενέργεια γιατί εκείνη την στιγµή το νήµα 

κόβεται άρα η τάση του νήµατος καταργείται.  

Από το νόµο του διαστήµατος για την επιταχυνόµενη κίνηση θα πάρουµε: 

Η-lo=1/2a.t2   θα βρούµε t=1sec. 

H Kτρ=1/2Ιω2=1/2.0,5.Μ.R2.ω2=1/4 .Μ.(at)2=8J. 

B)Μετά την επαφή του ελατηρίου µε το έδαφος το σώµα θα εκτελέσει α.α.τ γύρω από 

την θέση ισορροπίας για την οποία θα ισχύει  Fελ=m.g   άρα Κ.xελ=m.g   άρα 

xελ=2/15m.Το σώµα την στιγµή της επαφής µε το έδαφος έχει ταχύτητα 

υ=a.t=2m/sec. 

Mετά την έναρξη της α.α.τ. θα εφαρµόσουµε Α∆ΕΤ για την ταλάντωση    

1/2Κxελ2 + ½.m.U2 =1/2 K.A2 

άρα  Α=4/15 m  ω=√Κ/m=5√3rad/sec. 

Aρα Umax=ω.Α=4√3/3m/sec  άρα Κmax=8/3 J 

Γ)Aν υποθέσουµε ότι την στιγµή t=0 ξεκινάει η α.α.τ. µε την επαφή του ελατηρίου 

στο έδαφος από την εξίσωση αποµάκρυνσης θα έχουµε  2/15=4/15ηµ(ω.0+φο)  άρα 

ηµφο=1/2   άρα φο=5π/6   επειδή  η ταχύτητα του σώµατος  είναι αρνητική την 

στιγµή t=0. 

 ΄Ετσι η εξίσωση  θα έχει την µορφή : 

ψ=4/15 ηµ(5√3.t+5π/6) (S.I.) 

∆)Το σώµα θα σταµατήσει στιγµιαία στη ΘΕΑ άρα το ελατήριο θα έχει συσπειρωθεί 

συνολικά κατά xελmax=A+xελ=6/15=0,4m.To ίδιο θα µπορούσε να προκύψει µε την 

βοήθεια της Α∆Ε από την αρχική στην τελική κατάσταση 

m.g,(H-lo+xελmax)=Kτρ +1/2Κ.xελmax2  άρα xελmax=0,4m.



Τροχαλία και ελατήριο 
Τροχαλία µάζας Μ=4Kg και ακτίνας R=0,5m  ισορροπεί όπως στο 
παρακάτω σχήµα την βοήθεια ενός  κατακόρυφου ελατηρίου σταθεράς 
Κ=100Ν/m που συνδέεται µε µη εκτατό σχοινί µε σώµα µάζας m=1Kg. 

Aπό ύψος Η=0,8m  πάνω στην ίδια κατακόρυφο µε το σώµα m αφήνουµε 
δεύτερο σώµα επίσης µάζας m που συγκρούεται πλαστικά µε το σώµα m. 
Nα βρεθούν: 
α) Η µέγιστη επιµήκυνση του ελατηρίου 
β) Η µέγιστη ταχύτητα του συστήµατος 2m κατά την  κάθοδό του. 
Το Ιcm=0,5MR2. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Α)Για την πτώση του σώµατος και από την Α∆Ε θα έχουµε: 
M·g·H=1/2 m·υ2    άρα υ=4m/sec. 

Για την κρούση των σωµάτων θα εφαρµόσουµε Α∆Σ: 
Lαρχ=Lτελ     

 άρα m·υ·R=Iω+2m·υ΄R  άρα υ΄=1m/sec. 

Aρχικά το σύστηµα ισορροπούσε µε: 
Τ=m.g  και Τ=Fελ    άρα xελαρ=0,1m. 

Με την βοήθεια της Α∆Ε και µέχρι να σταµατήσει το σύστηµα να 
κινείται θα πάρουµε   

½·2m·υ΄2+ ½ Ι·ω2+2mgXmax + ½Kxαρχ2= ½Κ(Χmax+xαρχ)2 

Άρα xmax≈0,32m. Aρα Χελmax≈0,42m. 



Β)Μετά την κρούση για τις κινήσεις των σωµάτων και της τροχαλίας θα 
πάρουµε από τους νόµους του Νεύτωνα για την µεταφορική και 
περιστροφική κίνηση    

2mg-T1=2ma  (1)     
 T1·R-T2·R=0,5MR2·αγων  (2) 

T2=Fελ=K(x+xελαρχ) (3) 

Από τις (1),(2) και (3) θα πάρουµε  α=2,5-25x  (S.I.) όπου x το διάστηµα 
που διανύει το σύστηµα 2m. 

Παρατηρώ ότι η επιτάχυνση των σωµάτων µειώνεται και κάποια στιγµή 
θα γίνει αρνητική.Οταν  το σώµα έχει  α>0 επιταχύνει και  όταν έχει α<0 
επιβραδύνει. Ετσι την µέγιστη ταχύτητα θα την έχει το σύστηµα  όταν 
α=0 άρα στην θέση x=0,1m. 

Eφαρµόζοντας Α∆Ε για το σύστηµα σωµάτων θα έχουµε: 
½ 2m·υ΄2 +2mg·x + ½ I·ω2 + ½ Kxαρχ

2=  
=½·2m·υmax

2 + ½ Iωmax
2 +  ½ K(x+xελ)2 

 υmax=√5/2 m/sec. 



Τροχαλία και φαινόμενο Doppler 

Στο παρακάτω σχήμα η τροχαλία έχει μάζα Μ=4kg  και τα σώματα έχουν 

μάζες M1=2Kg και  M2=0,5Kg.To σύστημα ισορροπεί κατακόρυφα. 

Σώμα μάζας Μ3=0,5Κg  την χρονική στιγμή t=0 εκτοξεύεται κατακόρυφα 

προς τα πάνω με αρχική ταχύτητα μέτρου U=20m/sec και συγκρούεται 

πλαστικά με το σώμα μάζας Μ2 αφού διανύσει κατακόρυφη απόσταση 

Η=15m.Στην ίδια κατακόρυφο με τα σώματα Μ2 και  Μ3 υπάρχει 

ακίνητη πηγή παραγωγής  αρμονικών ήχων με συχνότητα  εκπομπής 

Fs=680Hz. 

Nα παρασταθεί γραφικά η συχνότητα του ήχου που καταγράφει 

ανιχνευτής που είναι  προσαρμοσμένος πάνω στο σώμα μάζας Μ3 αν 

υποτεθεί ότι δεν καταστρέφεται στην διάρκεια της πλαστικής κρούσης. 

Η γραφική παράσταση να δοθεί από την στιγμή t=0 μέχρι την στιγμή 

που το σώμα Μ3  θα σταματήσει στιγμιαία για δεύτερη φορά. 

Το Ιcm=0,5M.R
2
 και Uηχ=340m/sec. 

AΠΑΝΤΗΣΗ 

Με την βοήθεια της ΑΔΕ για την άνοδο του σώματος Μ3 θα έχουμε: 

Κ1=Κ2+UW 



 άρα  U3=10m/sec 

και από το νόμο της ταχύτητας για την επιβραδυνόμενη κίνηση προς τα 

πάνω θα βρούμε  το χρόνο μέχρι την κρούση: 

U3=U-g.t1   άρα t1=1sec. 

ΑΔΟ για την πλαστική κρούση: 

Μ3.U3=(M2+M3)Uσ  άρα 

 Uσ=5m/sec. 

Aν υποθέσουμε ότι το νήμα αμέσως μετά την κρούση είναι πλέον 

χαλαρό το σύστημα των σωμάτων Μ2-Μ3 εκτελεί επιβραδυνόμενη 

κίνηση προς τα πάνω με την επίδραση μόνο του βάρους των δύο 

σωμάτων. Ετσι και πάλι με την βοήθεια του νόμου της ταχύτητας για 

την επιβραδυνόμενη κίνηση θα έχουμε μέχρι το σύστημα των σωμάτων 

να σταματήσει  0=5-10t2   άρα t2=0,5sec. Στην συνέχεια έχουμε 

ελεύθερη πτώση των δύο σωμάτων μέχρι να έρθει η στιγμή για να 

τεντωθεί και πάλι το νήμα. Ο χρόνος ανόδου είναι ίσος με τον χρόνο 

καθόδου έτσι σε χρόνο t3=0,5sec  το νήμα θα είναι έτοιμο να τεντωθεί. 

Για το τέντωμα του νήματος θα εφαρμόσουμε ΑΔΣ έτσι 

(Μ2+Μ3).Uσ.R=(M2+M3+M1).Uκοιν.R +I.ω 

1.5.R=3.Uκοιν.R+0,5.4.Uκοιν.R   άρα Uκοιν=1m/sec. 

To σύστημα Μ1-Μ2-Μ3-τροχαλίας θα εκτελέσει επιβραδυνόμενη κίνηση 

γιατί η εξωτερική ροπή του βάρους του σώματος  Μ1 είναι μεγαλύτερη 

από την εξωτερική ροπή του βάρους του συστήματος Μ2-Μ3.Από τους 

νόμους κίνησης των σωμάτων και της τροχαλίας θα έχουμε  

Μ1.g-T1=M1.a   (1)     T2-(M2+M3).g=(M2+M3).a (2) 

T1.R-T2.R=0,5.M.R
2
.αγων (3)

Μετά από πράξεις a=2m/sec
2
. 



Aρα με τον νόμο της επιβραδυνόμενης κίνησης για το  σύστημα Μ2-Μ3 

 και μέχρι το σύστημα να σταματήσει  από τον νόμο της ταχύτητα 

U=Uκοιν-a.t4   θα βρούμε t4=0,5sec. 

Για την πρώτη κίνηση του σώματος Μ3 η εξίσωση της συχνότητα που 

καταγράφει ο ανιχνευτής θα είναι 

F1={340 –(20-10t)}.680/340=640+20t     0<t<1   (S.I) 

Mετά την πλαστική κρούση και για την άνοδο του συστήματος Μ2-Μ3 

F2={340 –(5-10t΄)}.680/340=670+20t΄     0<t΄<0,5   (S.I)  με t΄=t-1 (S.Ι) 

Για την κάθοδο του συστήματος Μ2-Μ3 και μέχρι το τέντωμα του 

νήματος  

F3={340 +10t΄΄)}.680/340=680+20t΄΄     0<t΄΄<0,5   (S.I)   με t΄΄=t-1,5 (S.I.) 

Μετά το τέντωμα του νήματος και μέχρι να σταματήσει στιγμιαία το 

σύστημα 

 F4={340 +(1-2t΄΄΄)}.680/340=682-4t΄΄΄    0<t΄΄΄<0,5   (S.I) με t΄΄΄=t-2  (S.I.) 

Ετσι η γραφική παράσταση θα είναι η παρακάτω 



Τρία στερεά  σε  δύο ταλαντώσεις

Τρία ίδιας µάζας Μ=3/14 Κg  και ίδιας ακτίνας στερεά σώµατα ,ένας 

λεπτός δίσκος, µία σφαίρα και ένα δαχτυλίδι µπορούν να κυλίονται 

χωρίς να ολισθαίνουν πάνω σε οριζόντιο επίπεδο. Το καθένα από τα 

παραπάνω σώµατα δένεται µε οριζόντιο ελατήριο σταθεράς 

Κ=120N/m µε το κέντρο του κάθε στερεού ενώ η άλλη άκρη του ελατηρίου είναι µόνιµα στερεωµένη. Το 

κάθε στερεό ισορροπεί και στο καθένα από αυτά και την στιγµή t=0 ασκούµε στο κέντρο του σταθερή ορι-

ζόντια δύναµη F=60N  έτσι ώστε το κάθε  ελατήριο να  µπορεί να επιµηκύνεται.  

α) Να αποδειχθεί ότι το κέντρο µάζας του κάθε στερεού εκτελεί γ.α.τ.  καθώς και να βρεθεί πόσο θα  είναι 

τότε  το πλάτος ταλάντωσης του κέντρου µάζας του κάθε στερεού; 

β) Μετά από πόσο χρόνο πρέπει να καταργηθεί η  δύναµη στο καθένα από τα παραπάνω στερεά  έτσι ώστε 

να σταµατήσει η περιοδική κίνηση του κάθε στερεού. Ποιο  κέντρο µάζας  κάποιου από τα παραπάνω 

στερεά θα µπορούσε να σταµατήσει πρώτο;Σε πόσο χρόνο; 

γ)  Αν καταργηθεί η εξωτερική δύναµη θα συνεχίσει το κέντρο µάζας του κάθε στερεού να εκτελεί γ.α.τ.Σε 

ποια θέση σε σχέση µε το φυσικό µήκος του κάθε ελατηρίου  θα πρέπει  να καταργηθεί η κάθε δύναµη 

για ταλαντώνεται το σύστηµα µε την µέγιστη ενέργεια ταλάντωσης; 

∆ίνονται ο ροπές αδράνειας Ιδαχ=ΜR2  Iδισκ=0,5ΜR2 και Ισφ=0,4ΜR2. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ

α)Για τη θέση ισορροπίας του κέντρου µάζας θα ισχύει: 

F=kx1 (1) 

Για την κίνηση του κέντρου µάζας του κάθε στερεού ισχύει 

ΣF=Macm    και για µία τυχαία θετική αποµάκρυνση: 

k(x+x1)-F-T=Macm  (2) 

Για την στροφική κίνηση του κάθε στερεού ισχύει 

Στ=Ιαγων    άρα ΤR=λΜR2
αγων   άρα Τ=λΜacm (3) 

Από (1),(2) &(3)  T=λκx/(1+λ) (5) 

Για την ταλάντωση και για µία θετική αποµάκρυνση  µε τη 

βοήθεια της σχέσης (5) θα έχουµε: 

ΣF=F+T-Fελ=-κx/(λ+1) 

Αρα το κέντρο µάζας του κάθε στερεού εκτελεί γ.α.τ. µε D=k/(λ+1) 

Τo κάθε στερεό την στιγµή t=0 ήταν ακίνητο άρα το κέντρο µάζας του βρισκόταν στην θέση x=-A.H θέση 

ισορροπίας για κάθε στερεό βρισκόταν στην θέση ΣF=0 άρα F=Fελ άρα 60=120x1  άρα x1=A=0,5m. 

β)Αν καταργηθεί η  εξωτερική δύναµη  F τότε για να σταµατήσει την περιοδική κίνησή το κέντρο µάζας του 

κάθε στερεού θα πρέπει να ισορροπεί. Αυτό µπορεί να συµβεί µόνο στη θέση του φυσικού µήκους του ελα-

τηρίου. Για να συµβεί αυτό θα πρέπει το εκτελεί ακέραιο αριθµό ταλαντώσεων. ∆ηλαδή θα πρέπει να ισχύει 

για το χρόνο εφαρµογής της δύναµης 



t=
M( 1 λ)

t NT N 2π
k

+
= = ⋅   µε Ν να ανήκει στους ακεραίους. 

Ο µικρότερος χρόνος φυσικά αντιστοιχεί σε µία ταλάντωση και στην µικρότερη τιµή του λ.  Αρα το κέντρο 

µάζας της σφαίρας θα µπορούσε να σταµατήσει πρώτο σε χρόνο t=π/10 sec. 

γ)Μετά την κατάργηση της εξωτερικής δύναµης η θέση ισορροπίας του κάθε συστήµατος µεταφέρεται στη 

θέση του φυσικού µήκους του ελατηρίου. 

Για την κίνηση του κέντρου µάζας του κάθε στερεού ισχύει 

ΣF=Macm    και για µία τυχαία θετική αποµάκρυνση kx-T=Macm  (6) 

Για την στροφική κίνηση του κάθε στερεού ισχύει 

Στ=Ιαγων    άρα ΤR=λΜR2
αγων   άρα Τ=λΜacm (7) 

Από (6) &(7)  T=λκx/(1+λ) (8) 

Για την ταλάντωση και για µία θετική αποµάκρυνση  µε τη βοήθεια της σχέσης (8) θα έχουµε 

ΣF=T-Fελ=-κx/(λ+1) 

 Άρα και πάλι  το κέντρο µάζας του κάθε στερεού εκτελεί γ.α.τ. µε D=k/(λ+1) 

Η ενέργεια ταλάντωσης ισοδυναµεί µε το έργο της εξωτερικής δύναµης F.To έργο αυτό θα είναι µέγιστο 

όταν η µετατόπιση του σώµατος είναι η µέγιστη και αυτό συµβαίνει µέχρι το  κάθε στερεό να φτάσει  στην 

µέγιστη θέση αποµάκρυνσης. Άρα όταν το ελατήριο έχει την µέγιστη δυνατή του αποµάκρυνση δηλαδή 

xmax=2A=1m. 



Τραβώντας µέσω ελατηρίου τον κύλινδρο τον θέτουµε σε κύλιση. 

Ένα οριζόντιο ελατήριο σταθεράς Κ=100Ν/m είναι στερεωµένο στο 
κέντρο ενός κυλίνδρoυ µάζας m=4kg  που ισορροπεί σε οριζόντιο 
επίπεδο. Την στιγµή t=0 και ενώ το ελατήριο έχει αρχική επιµήκυνση 
0,3m (και ο κύλινδρος συγκρατείται ακίνητος), ασκούµε στο ελεύθερο 
άκρο του ελατηρίου οριζόντια µεταβλητή δύναµη  F=30+10x (S.I.) όπου 
x η οριζόντια µετατόπιση του σηµείου εφαρµογής της δύναµης  και την 
στιγµή t=0 βρισκόταν στην θέση x=0. O κύλινδρος αρχίζει να κυλίεται 
χωρίς να ολισθαίνει. 

 Να βρεθούν: 

Α)H επιτάχυνση του κέντρου µάζας του κυλίνδρου  σε συνάρτηση µε 
την µετατόπιση x του σηµείου εφαρµογής της δύναµης  και να 
αποδοθεί γραφικά η σχέση αcm=f(x). 

Β)Να βρεθεί η ταχύτητα του κέντρου µάζας του κυλίνδρου  όταν η 
µετατόπιση του σηµείου εφαρµογής της δύναµης F είναι  x=6m. 

Γ)Τι ποσοστό του έργου της δύναµης έχει αποθηκευτεί σε µορφή 
δυναµικής ενέργειας του ελατηρίου από την στιγµή t=0 µέχρι το 
κέντρο µάζας του κυλίνδρου να αποκτήσει  ταχύτητα Ucm=√202,5 
m/sec. 

H  ροπή  αδράνειας του κυλίνδρου δίνεται από την σχέση Icm=0,5MR2. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Η δύναµη F που ασκείται στο άκρο του ελατηρίου µεταφέρεται στο άλλο 
άκρο του ελατηρίου και για την x=0   F=Fελ   αφού F=30+10.0=30N και 
Fελ=Κχελ=100.0,3=30Ν. 

Από τους νόµους για την µεταφορική και την στροφική κίνηση θα έχουµε 
για τον κύλινδρο 

F-T=m.acm     άρα   30+10x-T=4acm   ( S.I.) (1) 



T.R=I.aγων     άρα   Τ=0,5.4acm=2acm   (S.I.)  (2) 

Aπό (1) και (2)     30+10x=6acm    άρα acm=(30+10x)/6   (S.I.) 

H γραφική παράσταση θα είναι 

Β)Από την Α∆Ε για την µετακίνηση κατά x=6m    θα έχουµε 

Uελαρχ + WF=Uελτελ  + Κµετ +Κπερ     

1/2Κxελαρχ2 + WF =1/2Kxελτελ2 + 1/2ΜUcm2 + 1/2Iω2 (3) 

Η Fελ=30+10x   άρα 100χελ=30+10x  και για x=6m θα  
Χελτελ=0,9m.Από την γραφική παράσταση της δύναµης µε το x βρούµε 

 Από την (3) θα έχουµε 4,5+ 360 =40,5 +3Ucm2   αρα Ucm=6√3m/sec. 

Γ)Από την Α∆Ε για  µετακίνηση του σηµείο εφαρµογής της δύναµης 
κατά x    θα έχουµε    

Uελαρχ + WF=Uελτελ  + Κµετ +Κπερ 



1/2Κxελαρχ2 + WF =1/2Kxελτελ2 + 1/2ΜUcm2 + 1/2Iω2 

1/2Κχελαρχ2 + (30+30+10x)x/2 =1/2Κ(0,3+0,1x)2 + 1/2ΜUcm2 + 1/2Ιω2 
θα βρούµε την δευτεροβάθµια εξίσωση 4,5x2 +27x-607,5=0 που έχει 
δεκτή λύση το  x=9m. 

To WF πάλι από τη γραφική παράσταση θα βρεθεί 

Το xελτελ=1,2m   άρα η µεταβολή της δυναµικής ενέργειας του 
ελατηρίου θα είναι ∆Uελ=72-4,5=67,5J.   

 Άρα το Π=67,5/675 .100%=10% 
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Το σώµα πέφτει  σε δύο ελατήρια

∆ύο οριζόντια ελατήρια έχουν σταθερές Κ1=100Ν/m και Κ2=300Ν/m και έχουν φυσικό µήκος 

l1=1m και l2=0,8m. Το ένα ελατήριο βρίσκεται µέσα στο άλλο και το ένα άκρο τους είναι στε-

ρεωµένο σε ακλόνητο τοίχωµα. Ένα σώµα µάζας m=4Kg κινείται µε σταθερή ταχύτητα u=2m/s 

πάνω σε λείο οριζόντιο επίπεδο µε κατεύθυνση προς τα δύο ελατήρια. Τη στιγµή t=0 το σώµα 

ακουµπά το πρώτο ελατήριο και συνδέεται µε αυτό χωρίς απώλεια ενέργειας. Το ίδιο ακριβώς 

συµβαίνει και µετά από λίγο µόλις το σώµα ακουµπήσει και το δεύτερο ελατήριο.Nα βρεθούν: 

Α ) Ποια χρονική στιγµή το σώµα θα ακουµπήσει το δεύτερο ελατήριο; 

Β) Αν το σύστηµα θα εκτελέσει  γ.α.τ. και  αν εκτελεί  γ.α.τ. , να βρεθεί η σταθερά επαναφο-

ράς της ταλάντωσή του συστήµατος 

Γ ) To πλάτος της τελικής ταλάντωσης που θα εκτελέσει το  σώµα 

Απάντηση: 

Α) Αρχικά και µέχρι να γίνει η επαφή µε το δεύτερο ελατήριο  µόνο το ελατήριο µε σταθερά Κ1 

είναι δεµένο µε το σώµα µάζας m. H αρχική ταχύτητα είναι η µέγιστη άρα και u=ω.Α, όπου 

ω= 1k
5rad / s

m
= . Κατά συνέπεια  Α =u/ω=0,4m.

To σώµα εκτελεί  µέρος  γ.α.τ. και θα κάνει χρόνο t1  µέχρι να συναντή-

σει το δεύτερο ελατήριο µιας και πάει από την ΘΙΤ στην θέση Α/2. Με 

χρήση του κύκλου αναφοράς της ταλάντωσης βρίσκουµε φ=ωt  όπου φ= 

π/6, οπότε: 

1
6t s s

5 30

π
ϕ π

ω
= = =

Β) Μετά την συµπίεση των δύο ελατηρίων και την 

κίνηση του σώµατος προς τα δεξιά, κάποια στιγµή το 

ελατήριο k2 τεντώνεται, συνεπώς υπάρχουν δύο δυ-

νάµεις από τα ελατήρια οι οποίες προσπαθούν να 

σπρώξουν το σώµα προς την ΘΦΜΕ του καθενός 

από αυτά.  Κάπου λοιπόν ανάµεσα από αυτές τις δύο 

θέσεις θα υπάρχει η θέση ισορροπίας του συστήµα-

τος και για τα µέτρα των δύο δυνάµεων των ελατη-

ρίων θα ισχύει  Fελ1=Fελ2  άρα  

Κ1.x1=K2.x2    (1) 



Όπου x1+x2=l1-l2 (2) 

και από τις (1) και (2)   x1= 0,15  m   και x2=0,05m 

Aν αποµακρύνουµε λίγο το σώµα από την ΘΙΤ  θα ισχύει 

       ΣF=-F́ ελ1-F΄ελ2 =Κ1(χ1-χ)-Κ2(χ2+χ)=-(Κ1+Κ2)χ  άρα D=400N/m 

Γ) Με τη βοήθεια της Α∆Ε για το σώµα από την στιγµή της πρώτης επαφής µε το πρώτο ελα-

τήριο µέχρι τη  στιγµή µε την επαφή µε το δεύτερο ελατήριο θα έχουµε 

½ m·u2 =1/2 m·u1
2 + ½ K1·(l1-l2)

2 θα βρούµε u1= 3 m/s 

To σώµα µετά και την δεύτερη επαφή του µε το δεύτερο ελατήριο εκτελεί πλέον ολοκλη-

ρωµένη γ.α.τ. µε  D=400N/m και ευρισκόµενο απόσταση x2=0,05m από τη  νέα ΘΙΤ της 

ταλάντωσης. 

Εφαρµόζοντας τώρα την Α∆ΕΤ για την νέα ταλάντωση θα έχουµε   

½ D·x1
2 + ½ m·u1

2=1/2 DA2    και µετά από πράξεις Α=0,05 13 m 



Το σώμα θα χάσει την επαφή; 

Στο παρακάτω σχήμα η ράβδος  έχει μάζα Μ=3Κg  και μήκος L=1,2m και 

ισορροπεί οριζόντια με την βοήθεια κατακόρυφου νήματος . 

Η ράβδος μπορεί να περιστρέφεται κατακόρυφα  χωρίς τριβές γύρω 

από οριζόντιο άξονα που βρίσκεται στο  άκρο της Ο. Ο άξονας 

περιστροφής απέχει από το έδαφος ύψος Η=1,2m. Πάνω στην ράβδο 

και σε απόσταση l=1m  από το σημείο Ο  χωρίς να είναι κολλημένο 

ισορροπεί σώμα μάζας Μ1 .Το σώμα μάζας Μ2  ισορροπεί με τη βοήθεια 

του νήματος και κατακόρυφου ελατηρίου σταθεράς Κ. Kάποια στιγμή 

κόβουμε το νήμα. Aν οι μέγιστες κινητικές ενέργειες  (όποια στιγμή και 

αν αποκτηθούν αυτές) της ράβδου του σώματος Μ1 και του σώματος 

Μ2 είναι μεταξύ τους ίσες να βρεθούν: 

A)H μέγιστη γωνιακή ταχύτητα της ράβδου 

Β)Την τάση του νήματος πριν αυτό κοπεί 

Γ)Tο πλάτος ταλάντωσης του σώματος Μ2. 

Για την ράβδο Ιο=1/3.ΜL
2
. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 



Α)Πρέπει να βρούμε αν θα χαθεί ή όχι η επαφή του σώματος  Μ1 με την 

ράβδο  την στιγμή που κόβουμε το νήμα. Μπορούμε να  υποθέσουμε 

ότι χάνεται η επαφή του σώματος Μ1 με την ράβδο. Τότε για την κίνηση 

της ράβδου από τον νόμο της κίνησης της θα έχουμε  

Μ.g.L/2=1/3 .M.L
2
.αγων 

άρα  αγων=12,5r/sec
2
. 

To σημείο λοιπόν της ράβδου που βρίσκεται σε επαφή με το σώμα Μ1 

θα έχει γραμμική επιτάχυνση  a1=αγων.l=12,5m/sec
2
   που είναι

μεγαλύτερη από την επιτάχυνση της βαρύτητας. Ετσι το σώμα με μάζα 

Μ1 θα χάσει την επαφή του με την ράβδο την στιγμή που θα κοπεί το 

νήμα. Η  ράβδος θα εκτελέσει επιταχυνόμενη στροφικά κίνηση με την 

επίδραση μόνο  της ροπής του βάρους της ράβδου. Το σώμα Μ1 θα 

εκτελέσει ελεύθερη πτώση μιας και έχασε την επαφή του με την ράβδο. 

Την μέγιστη γωνιακή ταχύτητα η ράβδος θα την έχει την στιγμή της 

ελάχιστης δυναμικής ενέργειας δηλαδή στην θέση που θα έχει γίνει 

κατακόρυφη. Με την βοήθεια της ΑΔΕ από την αρχική θέση στην 

κατακόρυφη θέση θα έχουμε  

Μ.g.L/2=1/2.1/3.ML
2
.ωmax

2  
 άρα ωmax=5r/s 

B)Η  Kmax=1/2.1/3.ML
2
.ωmax

2
 =18

 
J για την ράβδο η οποία είναι όμως 

ίση με την Κmax του σώματος μάζας Μ1. Αυτό θα αποκτήσει μέγιστη 

ενέργεια όταν φτάσει στο έδαφος.Με την βοήθεια της ΑΔΕ για το σώμα 

μάζας M1    

Μ1.g.L=Kmax   άρα Μ1=1,5Κg. 

Για την ισορροπία του συστήματος  ράβδου-Μ1 θα έχουμε 

-Μ.g.L/2  -M1.g.l +T.L=0   άρα  Τ=27,5Ν 

Γ) Το σώμα μάζας  M2 θα έχει μέγιστη  κινητική ενέργεια στην ΘΙΤ και 

από την ΑΔΕΤ θα έχουμε Κmax=Umax    άρα 18=1/2.Κ.Α
2
   (1) 



Για την αρχική ισορροπία του σώματος Μ2 θα ισχύει 

 Τ+Μ2.g=K.x1   (2) 

Για την τελική  ισορροπία του σώματος Μ2 θα ισχύει 

 Μ2.g=K.x2  (3) 

Μετά το κόψιμο του νήματος το σώμα μάζας Μ2 δεν έχει ταχύτητα άρα 

θα βρίσκεται  στην ακραία θέση της ταλάντωσή του άρα το 

 x1-x2=A    (4)  με αφαίρεση της (2) και (3) 

Τ/Κ=Α και με την βοήθεια της (1) θα βρούμε Α=72/55m 



Το κύµα σε µια χορδή και το φαινόµενο Doppler 

Ένα  κατακόρυφο ελατήριο σταθεράς Κ=3600π2Ν/m είναι προσαρµοσµένο-
στερεωµένο  πάνω σε ένα ειδικό καροτσάκι που µπορεί να κινείται χωρίς τριβές και 
µε σταθερή ταχύτητα υ=10m/sec πάνω σε οριζόντιο δρόµο χωρίς να µπορεί να 
αποχωριστεί από τον οριζόντιο δρόµο. Στο πάνω µέρος του ελατηρίου στερεώνουµε 
σώµα µάζας m=1kg και το σώµα µέσω ειδικού γάντζου συνδέεται µε αβαρή 
οριζόντια  ελαστική χορδή µεγάλου µήκους πάνω στην οποία µπορεί να διαδοθεί 
εγκάρσιο αρµονικό κύµα µε ταχύτητα διάδοσης  V=40m/sec. 

Tην χρονική στιγµή t=0 και ενώ το σύστηµα ισορροπεί  δίνουµε στο σώµα µάζας m 
κατακόρυφη ταχύτητα U=15π m/sec προς τα πάνω  και την ίδια   στιγµή το 
καροτσάκι ξεκινάει την οµαλή του κίνηση. 
Α)  Ποια η συχνότητα ταλάντωσης των διαφόρων σηµείων της ελαστικής χορδής. 
Β)  Να χαραχθεί η µορφή της ελαστική χορδής την χρονική στιγµή t=0,2sec 

θεωρώντας χ=0 την θέση της πηγής εκείνη την στιγµή. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Έχουµε µία κινούµενη πηγή που δηµιουργεί ένα κύµα στην οριζόντια ελαστική 
χορδή. Η µέγιστη ταχύτητα ταλάντωσης θα µας δώσει το πλάτος ταλάντωσης  
σύµφωνα µε την σχέση  U=ω.Α   και ωπηγής=√Κ/m=60π r/sec  Αρα  Α=0,25m. 
H πηγή κινείται έτσι τα σηµεία της χορδής που τα αφήνει πίσω της θα ταλαντώνονται 
µε διαφορετική συχνότητα από τα σηµεία που θα τα βρεί µπροστά της. Ετσι µε βάση 
το φαινόµενο Doppler θα πάρουµε 

F1=VFs/(V-υ)=40Ηz  για τα σηµεία που πλησιάζει η πηγή και 

F2=VFs/(V+υ)=24Ηz  για τα σηµεία από όπου αποµακρύνεται η πηγή. 

Το µήκος κύµατος αν πηγή ήταν ακίνητη θα ήταν: 
λs=40/30=4/3m. 

Το µήκος κύµατος για τα σηµεία µπροστά από την πηγή θα είναι: 
λ1=λs-υ.Ts=4/3-10/30=1m. 

Το µήκος κύµατος για τα σηµεία πίσω  από την πηγή θα είναι : 
λ2=λs+υ.Ts=4/3+10/30=5/3m. 



Ο χρόνος t=0,2sec αντιστοιχεί σε 6Ts  άρα θα έχουν διαδοθεί 6 µήκη κύµατος προς 
τα µπρος και 6 προς τα πίσω σε σχέση µε την πηγή. 

Ετσι η µορφή της χορδής θα είναι  θεωρώντας σαν αρχή  x=0  την πηγή των κυµάτων 
την στιγµή t=0,2sec    



Το κύµα διαδίδεται και η σηµαδούρα; 

∆ύο σηµαδούρες Α και Β απέχουν µεταξύ τους απόσταση ΑΒ=13,5m και η ευθεία 

γραµµή που διέρχεται από αυτές είναι κάθετη στην ακτογραµµή. Πλοίο που 

κινείται παράλληλα στην ακτογραµµή, µακριά από τις σηµαδούρες δηµιουργεί 

κύµα, µε φορά διάδοσης από το Α προς το Β, το οποίο θεωρούµε εγκάρσιο 

αρµονικό. Το κύµα διαδίδεται προς την ακτή. Εξ  αιτίας του κύµατος η κάθε 

σηµαδούρα διέρχεται από τη θέση ισορροπίας της 30 φορές το λεπτό. Ο χρόνος 

που απαιτείται, για να φτάσει ένα «όρος» του κύµατος από τη σηµαδούρα Α στη Β, 

είναι 9s.H µέγιστη ταχύτητα ταλάντωσης της κάθε σηµαδούρας είναι π/5 m/s. 

Θεωρούµε ως αρχή µέτρησης  των αποστάσεων τη σηµαδούρα Α και ως αρχή 

µέτρησης των χρόνων τη στιγµή που η σηµαδούρα Α βρίσκεται στη θέση 

ισορροπίας και κινείται προς τα θετικά. 

Α)  Να υπολογιστεί το µήκος κύµατος. 

Β)  Πόσο απέχει η σηµαδούρα Α από την ακτή, αν αυτή βρίσκεται για 21η φορά 

στην ανώτερη θέση της ταλάντωσής της, όταν το κύµα φτάνει στην ακτή. 

Γ)  Να γραφεί η εξίσωση ταλάντωσης της σηµαδούρας Β, καθώς το κύµα 

διαδίδεται από τη σηµαδούρα Α προς τη Β. 

∆)  Να βρεθεί το µέτρο της ταχύτητας ταλάντωσης της σηµαδούρας Β κάποια 

χρονική στιγµή που σηµαδούρα Α βρίσκεται στο ανώτερο σηµείο της 

ταλάντωσής της. 

Ε)  Ένας νεαρός θέλοντας να παίξει µε το κύµα ξεκινάει από τη ακτή µε  φορά 

προς τις δύο σηµαδούρες και πάνω στην ευθεία που ενώνει τις σηµαδούρες . 

Ο νεαρός κάθεται πάνω σε κάθισµα που στηρίζεται σε ιδανικό ελατήριο 

σταθερά Κ=400π2Ν/m  έχοντας αυτός µάζα Μ1=60Kg και το κάθισµα της

βάρκας έχει µάζα  Μ2=40Kg. Τι  ταχύτητα πρέπει να έχει η βάρκα του για να 

απολαύσει «µέγιστα» την διαδροµή;(Το στοµάχι του νεαρού είναι σε άριστη 

κατάσταση).Η εξαναγκασµένη ταλάντωση που θα εκτελέσει ο νεαρός να 

θεωρηθεί χωρίς απόσβεση. 

Απάντηση: 

ΛΥΣΗ 

Α)Η σηµαδούρα διέρχεται από την θέση ισορροπίας 30 φορές άρα κάνει 15 

ταλαντώσεις στο λεπτό. Αρα η συχνότητα ταλάντωσης της σηµαδούρας είναι 

f=Ν/t=15/60=0,25Hz. 



Από χ=V.t   άρα  13,5=V.9  άρα  V=1,5 m/sec  Aπό   σχέση της κυµατικής  V=λ.f  θα 

πάρω λ=6m. 

Β)Για να φτάσει η σηµαδούρα στην θέση +Α για πρώτη φορά χρειάζεται χρόνος Τ/4 

ενώ για κάθε επόµενη φορά χρειάζεται  χρόνος ίσος µε την περίοδο ταλάντωσης της 

σηµαδούρας άρα συνολικά θα χρειασθούµε Τ/4 +20Τ =1+80=81sec.Aρα η ακτή θα 

απέχει X=V.t=1,5.81=121,5m. 

Γ)Η εξίσωση αποµάκρυνση για την σηµαδούρα Β θα  είναι : ΨΒ=Αηµ2π(t/T – XB/λ) 

για t≥9s     από την σχέση Vmax=ω.Α   άρα   π/5=2π/4 .Α   άρα Α=0,4m 

Ετσι  ΨΒ=0,4ηµ2π(t/4 -  13,5/6)  για   t≥9s  στο (S.I) 

∆)Η διαφορά φάσης των δύο ταλαντώσεων των δύο σηµαδούρων ήταν 

∆φ=2π│∆Χ│/λ  έτσι  ∆φ=2π.13,5/6=27π/6 =4π+π/2. Ετσι αφού η σηµαδούρα Α θα 

βρίσκεται στην +Α η Β  θα βρίσκεται στην θέση ισορροπίας  και άρα    

VB=Vmax=π/5 m/sec . 

E)O νεαρός που πάει κόντρα στο κύµα για να διασκεδάσει «τα µέγιστα» θα πρέπει να 

ταλαντώνεται µε το µέγιστο πλάτος που είναι δυνατό. Ετσι καθώς ταλαντώνεται στο 

κάθισµα της βάρκας του θα πρέπει το σύστηµα να βρίσκεται  σε κατάσταση 

συντονισµού. Ετσι η συχνότητα του κύµατος που αντιλαµβάνεται αλλά και η 

συχνότητα  ταλάντωσης της καρέκλας της βάρκας θα πρέπει να είναι ίσες. Η 

ιδιοσυχνότητα του συστήµατος είναι  fo=1/2π√Μολ/Κ =1Hz. 

H συχνότητα που αντιλαµβάνεται ο νεαρός θα είναι µε βάσει το φαινόµενο Doppler 

F=(V+Vβάρκας)FS/V   Άρα   1=(1,5+Vβάρκας)0,25/1,5    και έτσι η  Vβάρκας=4,5m/sec. 



Τετράγωνο και κρούση. 

Ένα τετράγωνο πλαίσιο ΑΒΓ∆ αποτελείται από τέσσερις λεπτές και οµογενείς 

ράβδους µάζας Μ=6Κg  η κάθε µία και µήκους L=1m. To τετράγωνο ισορροπεί 

οριζόντιο και µπορεί να περιστρέφεται χωρίς τριβές γύρω από οριζόντιο άξονα 

xx΄ που διέρχεται γύρω από τα µέσα δύο απέναντι πλευρών του τετραγώνου. 

Από ύψος Η=0,8m  ακριβώς πάνω στην ίδια κατακόρυφο και πάνω από µία πλευρά του τετραγώνου που δεν 

διέρχεται ο άξονας περιστροφής αφήνεται ελεύθερη µία άλλη οριζόντια ράβδος που έχει ίδια µάζα και ίδιο 

µήκος µε τις ράβδους του τετραγώνου. Η ράβδος συγκρούεται τελείως πλαστικά µε το τετράγωνο σε 

αµελητέο χρόνο . Να βρεθούν: 

Α)  Η ροπή αδράνειας του τετράγωνου γύρω από τον άξονα xx΄ 

Β) Την γωνιακή ταχύτητα του συστήµατος αµέσως  µετά την πλαστική κρούση 

Γ) Την µέγιστη κινητική ενέργεια του συστήµατος 

∆ίνεται το Icm=1/12 ML2. 

Aπάντηση: 

Α)Το τετράγωνο αποτελείται από τέσσερις ράβδους οι οποίες όµως δεν έχουν την ίδια ροπή αδράνειας. Οι 

ράβδοι που βρίσκονται απέναντι από τον άξονα περιστροφής έχουν ροπή αδράνειας που θα βρεθεί µε την 

βοήθεια του ορισµού της ροπής αδράνειας 

Ι1=Ι2=(∆m1 +∆m2 +….. +∆mn)L
2/4=ML2/4=1,5 kg.m2 

I3=I4=
12

1
ML 2=0,5 kg.m2 

Aρα η συνολική ροπή αδράνειας θα είναι Iολ=2Ι1+2Ι3=4kg.m2 

B)Mε την βοήθεια της Α∆Ε για την πτώση της ράβδου

ΜgH=
2

1
Mυ

2  θα βρούµε υ=4m/s 

H στροφορµή της ράβδου σε σχέση µε τον άξονα περιστροφής xx΄ λίγο πριν την κρούση θα δίνεται από την 

σχέση Lαρχ=(∆m1+∆m2+…..∆mn)
2

L
υ

Mε την βοήθεια της Α∆Σ για την κρούση του συστήµατος θα έχουµε 



Lαρχ=Lτελ → 
συσλ

ωυ oI
L

M =
2

 άρα ωσυσ=24/11 r/s 

Γ)Το σύστηµα θα αποκτήσει µέγιστη κινητική ενέργεια όταν οι ράβδοι της 

πλαστικής κρούσης  φτάσουν στο χαµηλότερο σηµείο της τροχιάς τους γιατί 

µέχρι τότε το σύστηµα επιταχύνει µέσω της ροπής του βάρους των δύο ράβδων. 

Με την βοήθεια της Α∆Ε για την πτώση του συστήµατος θα έχουµε 
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2
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L
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 ΤΕΛΙΚΟ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ ΣΤΗ ΦΥΣΙΚΗ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ Γ ΛΥΚΕΙΟΥ 2010-2011 

ΘΕΜΑ Α 

Στις ερωτήσεις 1-4 να γράψετε στο τετράδιό σας τον αριθμό της ερώτησης και δίπλα το 
γράμμα που αντιστοιχεί η σωστή απάντηση 

1.Ενα  ακίνητο με κίνηση στις εμπρός ρόδες του αμάξι προσπαθεί να ξεκινήσει σε ανηφόρα 
και «σπινιάρει».Η ταχύτητα του κατώτερου σημείου ενός από τα  μπροστινά λάστιχα του 
αυτοκινήτου είναι 

α.0 

β.Εχει φορά προς τα πάνω 

γ.Εχει φορά προς τα κάτω 

δ.Είναι κατακόρυφη 

  (Μονάδες  5) 

2.Τα υψηλά κτίρια 

α.Στην διάρκεια του σεισμού εκτελούν ελεύθερη ταλάντωση 

β.Τα κατασκευάζουμε με πολύ μικρό b για να ταλαντώνονται δύσκολα όταν συμβαίνει 
σεισμός 

γ.Κατά την διάρκεια του σεισμού εκτελούν εξαναγκασμένη ταλάντωση 

δ.Κατασκευάζονται με ιδιοσυχνότητα κοντά στην συχνότητα των σεισμικών κυμάτων 

   (Μονάδες  5) 

3.Ενα σώμα εκτελεί απλή αρμονική ταλάντωση,του οποίου η επιτάχυνση μεταβάλλεται 
σύμφωνα με την εξίσωση  α=10ημ(10t+π/2) (S.I).H γραφικά παράσταση της απομάκρυνσης 
σε σχέση με τον χρόνο μπορεί να είναι 

α.    β.  γ.    δ. 

 (Μονάδες  5) 



4.Αν παρατηρήσουμε το φάσμα εκπομπής ενός μετάλλου στη γη σε σχέση με το φάσμα 
εκπομπής του ίδιου μετάλλου που προέρχεται από ένα μακρινό αστέρι παρατηρούμε ότι το 
μήκος κύματος του μετάλλου που προέρχεται από το μέταλλο στο  άστρο είναι 
μικρότερο.Αυτό σημαίνει ότι: 

 α.Το άστρο απομακρύνεται από τη Γη 

 β.Το άστρο είναι ακίνητο 

γ.Το άστρο κάνει ταλάντωση 

δ.Το άστρο πλησιάζει προς τη Γη  

  (Μονάδες  5) 

5.Nα συμπηρώσετε τις λέξεις που λείπουν στις παρακάτω προτάσεις 

α.Το φαινόμενο στο οποίο κατά την εξαναγκασμένη ταλάντωση το σύστημα απορροφά 
ενέργεια κατά το βέλτιστο τρόπο ονομάζεται   .................. 

β.Η στροφορμή ως προς τον άξονα που διέρχεται από το κέντρο μάζας του λέγεται ............ 

γ.Το φαινόμενο στο οποίο μία παράλληλη δέσμη ακτίνων μετά την ανάκλαση παύει να 
είναι παράλληλη λέγεται ................. 

δ.Ο όρος που περιγράφει τα φαινόμενα όπως κρούση στην ατομική και πυρηνική φυσική 
λέγεται ..................... 

ε.Οταν η απόσταση μεταξύ ηχητικής πηγής και παρατηρητή ελαττώνεται τότε ο 
παρατηρητής ακούει .............  ήχο 

  (Μονάδες  5) 

ΘΕΜΑ Β 

1. Ένα απομονωμένο ομογενές άστρο περιστρέφεται γύρω από μία διάμετρό του

έχοντας κινητική ενέργεια λόγω περιστροφής  Κ. Αν λόγω βαρυτικής κατάρρευσης 

η ακτίνα του άστρου ελλατωθεί στο μισό της αρχικής της τιμής  τότε το έργο των 

βαρυτικών δυνάμεων κατάρρευσης είναι  

α. Κ  β.2Κ  γ.3Κ  δ.4Κ 

 (Μονάδες 3) 

Να δικαιλογήσετε την απαντήσή σας. 



 (Μονάδες    6) 

2.Δύο σφαίρες  Α και Β ίδιας μάζας και ίδιας ακτίνας φτάνουν στην βάση ενός

κεκλιμένου επιπέδου και αρχίζουν να ανεβαίνουν στο κεκλιμένο επίπεδο 

δεχούμενες και η δύο την ίδια επιβραδύνουσα ροπή.Η μία σφαίρα είναι κοίλη ενώ 

δεύτερη συμπαγής.Οι γωνιακές ταχύτητες των δύο σφαιρών  σε συνάρτηση με το 

χρόνο φαίνονται στο παρακάτω σχήμα. 

 ω 

  ω0 

 t 

  tA    tB 

Nα δικαιολογήσετε ποιες από τις παρακάτω προτάσεις είναι σωστές και ποιες είναι λάθος 

Α.Η σφαίρα Α είναι η σφαίρα με την κουφάλα 

        (Μονάδες 1+2) 

Β.Η σφαίρα Α έχει μεγαλύτερη  στροφορμή  την στιγμή που αρχίζει να ανεβαίνει στο 
κελκιμένο επίπεδο. 

         (Μονάδες 1+2) 

Γ.Η σφαίρα Α θα εκτελέσει περισσότερες περιστροφές σε σχέση με τη σφαίρα Β μέχρι να 
σταματήσουν και οι δύο σφαίρες 

  (Μονάδες 1+2)  

3.Στο διπλανό σχήμα ο δίσκος εκτελεί  Γ.α.τ και κάθε φορά που 
εκτελεί μία  πλήρη ταλάντωση στην ακραία θέση του πέφτει 
κατακόρυφα και ένας κόκκος φακής μέχρι που η μάζα του 
συστήματος να τετραπλασιασθεί . 

α.Να σχεδιασθεί  ποιοτικά σε διάγραμμα το τετράγωνο της περιόδου του ταλαντωτή προς 
τη  συνολική μάζα του ταλαντωτή (Τ2-Μολ).  

 (Mονάδες 4) 



β.Ποιος ο λόγος των μέγιστων επιταχύνσεων στην αρχική και τελική κατάσταση; 

 (Μονάδες 3) 

ΘΕΜΑ Γ 

Δύο  σύγχρονες  πηγές κυμάτων δημιουργούν στην επιφάνεια ενός υγρού 
εγκάρσια κύματα τα οποία διαδίδονται με ταχύτητα u=1m/sec. Tην στιγμή t=0 οι 
πηγές Ο1 , Ο2 αρχίζουν ταυτόχρονα να ταλαντώνονται κατακόρυφα με εξισώσεις  
ψ1=ψ2=0,1ημ2πt (S.I.).Η  δυναμική ενέργεια της ταλάντωσης ενός στοιχειώδους 
τμήματος μάζας m=0,001Kg της επιφάνειας του υγρού που απέχει αποστάσεις R1= 
R2= 2m  σε συνάρτηση με το χρόνο δίνεται από την παρακάτω γραφική 
παράσταση 

tt1 t2 t3

U1

U2

U (J)

(s)

Aν γνωρίζουμε ότι κάποια χρονική στιγμή η μία από τις δύο πηγές σταμάτησε την 
ταλάντωσή της και μετά από λίγο σταμάτησε και η δεύτερη να υπολογιστούν: 

1)Να βρεθούν οι τιμές  U1,U2,t1,t2,t3 του παραπάνω  διαγράμματος 

   (Μονάδες  20 ) 

2)Ποιες χρονικές στιγμές σταμάτησε κάθε μία πηγή 

  (Μονάδες  5) 

π2=10. 

ΘΕΜΑ 

M1 M2

Στο παραπάνω σχήμα το οριζόντιο επίπεδο είναι λείο,το ελατήριο έχει το φυσικό του μήκος 
και σταθερά Κ=100π2Ν/m  , τα σώματα έχουν μάζες Μ1=1Kg  Μ2= 3Kg και το  αβαρές  
τεντωμένο σχοινί που τα συνδέει έχει μήκος l= 10cm.Απομακρύνουμε το σώμα μάζας Μ2  
προς τα δεξιά απόσταση χ= 0,2/π m από την αρχική θέση του και  την στιγμή t=0 αφήνουμε 
το σύστημα ελεύθερο να εκτελέσει  ταλάντωση. 



1.Ποια χρονική στιγμή τα σώματα θα συγκρουστούν. 

 (Moνάδες 8) 

2.Αν η κρούση είναι πλαστική ποια η απώλεια ενέργειας κατά την κρούση. 

 (Μονάδες 7) 

3.Αν η κρούση είναι ελαστική  και το νήμα κοβόταν εκείνη τη στιγμή να γίνει γραφική 
παράσταση της ταχύτητα των δύο σωμάτων σε συνάρτηση με το χρόνο ορίζοντας θετική 
φορά τη φορά της αρχική μετατόπισης του σώματος Μ2. 

 (Μονάδες 10) 



Τελικό Διαγώνισμα Φυσικής. 

ΘΕΜΑ 1
ο
 

Στις ερωτήσεις 1 έως 4 να γράψετε στο τετράδιό σας τον αριθμό της 

ερώτησης και δίπλα το γράμμα που αντιστοιχεί στη σωστή απάντηση 

1. Το πλάτος μίας φθίνουσας ταλάντωσης μειώνεται εκθετικά με το

χρόνο σύμφωνα με τη σχέση Α=Αοe
-Λt

. Tη χρονική στιγμή t=0 η

ενέργεια που έχει ο ταλαντωτής είναι 4Ε. Σε πόσο χρόνο η ενέργεια

του περιβάλλοντος θα έχει αυξηθεί κατά 3Ε

Α. ln2/Λ 

Β. 2ln2/Λ 

Γ. ln2/2Λ 

Δ. 3ln2/4Λ 

 Μονάδες 5 

2.Μία σφαίρα μάζας m κτυπάει κάθετα σε κατακόρυφο τοίχο έχοντας

ταχύτητα U. Αν η κρούση της σφαίρας με τον τοίχο είναι ελαστική η 

μεταβολή του μέτρου της ορμής της σφαίρας είναι 

Α. -2mU 

B.  2mU 

Γ.   0 

Δ.  mU 

 Μονάδες 5 

3.Κύλινδρος αφήνεται από την κορυφή λείου κεκλιμένου επιπέδου

Α. Ο κύλινδρος θα εκτελέσει  μεταφορική και στροφική κίνηση 

Β. Η στατική τριβή θα έχει φορά προς τα πάνω 

Γ. Θα εκτελέσει μόνο μεταφορική κίνηση και η τελική του ταχύτητα θα 

εξαρτάται  από το αρχικό ύψος του κεκλιμένου επιπέδου 



Δ. Το βάρος του κυλίνδρου δεν παράγει έργο για την παραπάνω 

μετακίνηση μιας και είναι συντηρητική δύναμη. 

 Μονάδες 5 

4. Πάνω σε μία χορδή  με τα δύο της άκρα στερεωμένα έχει

δημιουργηθεί στάσιμο κύμα 

Α.Ολα τα υλικά σημεία της χορδής ταλαντώνονται με την ίδια 

συχνότητα 

Β. Η διαφορά φάσης μεταξύ των  διαφόρων σημείων του στάσιμου 

κύματος μπορεί να πάρει οποιδήποτε τιμή μεταξύ των τιμών 0 και π. 

Γ. Τα δύο άκρα της χορδής είναι οπωσδήποτε δεσμοί 

Δ. Δεν υπάρχουν  χρονικές στιγμές στις οποίες όλα τα υλικά σημεία της 

χορδής να είναι ακίνητα  

 Μονάδες 5 

5.Να χαρακτηρίσετε στο τετράδιό σας τις προτάσεις που ακολουθούν,

με το γράμμα Σ, αν είναι σωστές και  με το γράμμα Λ, αν είναι 

λανθασμένες.  

 Α. Η συρρίκνωση των αστέρων λόγω βαρύτητας  στα τελευταία στάδια 

της ζωής τους οδηγεί σε αύξηση της συχνότητας περιστροφής τους. 

Β. Η διάχυση είναι ένα είδος ανάκλασης μόνο που οι ανακλώμενες 

ακτίνες δεν είναι παράλληλες μιας και η επιφάνεια πρόσπτωσης  έχει 

κάποιες ανωμαλίες. 

Γ. Στη διάρκεια μίας ελαστικής  κρούσης η κινητική ενέργεια των 

σωμάτων που συγκρούονται παραμένει σταθερή. 

Δ. Το φαινόμενο Doppler δεν μπορεί να εφαρμοσθεί για το φως. 

Ε. Το ηλεκτρικό και το μαγνητικό πεδίο σε ένα Η/Μ έχουν παντού και 

πάντα διαφορά φάσης 0
ο
 

 Μονάδες 5 



ΘΕΜΑ 2
ο
 

1.Εγκάρσιο κύμα διαδίδεται κατά την θετική φορά κατά μήκος μίας

ελαστικής χορδής. Η πηγή που βρίσκεται στην θέση χ=0 και αρχίζει την 

ταλάντωσή της την στιγμή t=0  με ψ=0  και  θετική ταχύτητα. Το 

παρακάτω διάγραμμα παριστάνει τη φάση διαφόρων σημείων της 

χορδής  τη  χρονική στιγμή t1=0,5s 

 φ(rad) 

 10π 

 10  x(m) 

To  μήκος κύματος  είναι 

 Α.1m  B.2m      Γ.1,5m 

Σε χρόνο t2=t1+T/4   το κύμα έχει φτάσει στη  θέση 

 Α. x=12m  B. x=10,5m     Γ. x=13m 

 Μονάδες (1+3 ,1+3) 

2.Δύο σύγχρονες πηγές Ο1 και Ο2 δημιουργούν στην επιφάνεια ενός

υγρού εγκάρσια κύματα με μήκος κύματος λ=10cm. Πόσα σημεία πάνω 

στο ευθύγραμμο τμήμα Ο1Ο2 που έχει μήκος 38cm  είναι συνεχώς 

ακίνητα. 

 Α. 7  Β. 8  Γ. 9 

 Μονάδες (1+7) 



3. Σφαίρα ακτίνας R=20cm κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει πάνω σε

οριζόντιο επίπεδο με το  κέντρο μάζας της να έχει  σταθερή ταχύτητα με 

μέτρο  Ucm=10m/sec. Να σχεδιασθεί η γραφική παράσταση του μέτρου 

της ταχύτητας  των διαφόρων σημείων της κατακόρυφης διαμέτρου της 

σφαίρας ΑΒ σε συνάρτηση με την  απόσταση  τους από το σημείο Α που 

βρίσκεται  στο οριζόντιο έδαφος. 

 B 

 Ucm 

 A 

 Μονάδες 9 

ΘΕΜΑ 3
ο
 

Σηµειακό σώµα µάζας Μ=4Kg είναι δεµένο σε κατακόρυφο ελατήριο 

µε σταθερά Κ=100π2Ν/m και ισορροπεί  σε ύψος Η=3,2m από το 

έδαφος. Το πάνω άκρο του ελατηρίου είναι ακλόνητα στερεωµένο. 

Στο σώµα είναι δεµένος ένας οριζόντιος αβαρής ελαστικός ιστός 

αράχνης µε µεγάλο µήκος. ∆ύο αράχνες βρίσκονται σε αποστάσεις 

0,3m και 0,5m αντίστοιχα από το σώµα µάζας Μ κολληµένες στον 

ιστό. Η ταχύτητα διάδοσης του κύµατος στον ιστό είναι V=1m/sec. 

Ένα δεύτερο σώµα  µάζας Μ2=4Kg κινείται κατακόρυφα και 

συγκρούεται κεντρικά  µετωπικά και ελαστικά µε το σώµα  που είναι 

δεµένο στο ελατήριο έχοντας  κατακόρυφη ταχύτητα µέτρου 0,5π 

m/sec την στιγµή της κρούσης.Tην στιγµή που το δεύτερο σώµα 

φτάνει στο έδαφος: 

α)  Να σχεδιαστεί η µορφή του ιστού της αράχνης. 

 Μονάδες 8 



β)  Ποια η ταχύτητα ταλάντωσης της κάθε αράχνης εκείνη την 

στιγµή. 

 Μονάδες 3 

γ)  Πόσο απέχουν τα ζωύφια 

 Μονάδες 6 

δ)  Πόσα σηµεία του ιστού έχουν κινητική ενέργεια ίση µε την 

δυναµική ενέργεια ταλάντωσης τους. 

 Μονάδες 8 

ΘΕΜΑ  4
ο
 

Ομογενής και ισοπαχής ράβδος μάζας Μ=3Κg και μήκους  L=1m μπορεί 

να στρέφεται χωρίς τριβές γύρω από οριζόντιο άξονα  Ο που βρίσκεται 

στο ένα του άκρο όπως στο παρακάτω σχήμα 

 F 

 Ο 

 W 

Στο άλλο άκρο της ράβδου ασκείται  μεταβλητή  δύναμη F κάθετη 

πάντα στην ράβδο της οποίας το μέτρο μεταβάλλεται σύμφωνα με την 

σχέση F=112θ/π
2
 (S.I.) όπου θ η γωνία που θα διαγράφει η ράβδος σε 

σχέση με την αρχική  οριζόντια θέση. Αν την στιγμή t=0 η ράβδος 

αφεθεί ελεύθερη από την οριζόντια θέση να βρεθούν: 

A)Το μέτρο του ρυθμού μεταβολής της στροφορμής της  ράβδο την 

στιγμή t=0  

 Μονάδες 5 



B)Θα φτάσει η ράβδος στην κατακόρυφη θέση της; Aν ναι  να βρεθεί η 

κινητική ενέργεια της ράβδου όταν αυτή θα γίνει κατακόρυφη για 

πρώτη φορά.      

 Μονάδες 7 

Γ)Ο ρυθμός  μεταβολής της κινητικής ενέργειας της ράβδου όταν η 

ράβδος έχει διαγράψει γωνία 90
ο
  σε σχέση με την αρχική θέση.  

 Μονάδες 5 

Δ)Ποια η σχέση που θα μπορούσε να δίνει τη  γωνία για την οποία η 

ράβδος έχει αποκτήσει μέγιστη κινητική ενέργεια για πρώτη φορά μετά 

την εκκίνησή της.  

 Μονάδες 8 

Για την ράβδο Ιcm=1/12.M.L
2
 και g=10m/sec

2
. 



Ταλαντωτής µε φίλτρο. 

Μία λεπτότατη ράβδος µήκους L=0,5m  µάζας Μ=1Kg τρυπιέται στο κέντρο µάζας και 

κρεµιέται από ένα κατακόρυφο ελατήριο σταθεράς Κ=100N/m έτσι ώστε η ράβδος να 

µπορεί να ταλαντώνεται κατακόρυφα αλλά και να µπορεί να περιστρέφεται χωρίς τριβές 

παραµένοντας συνεχώς οριζόντια γύρω από το κάτω άκρο του ελατηρίου ενώ το άλλο 

άκρο του ελατηρίου στερεώνεται στο ταβάνι  όπως το  φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. 

Ανεβάζουµε τη ράβδο στη θέση όπου το ελατήριο να αποκτά το φυσικό του µήκους και 

µε την βοήθεια µίας στιγµιαίας ροπής ζεύγους δυνάµεων η ράβδος αποκτά  γωνιακή ταχύτητα ω=20r/sec  

ενώ  την ίδια  χρονική στιγµή t=0 η ράβδος αφήνεται ελεύθερη. Στην θέση ισορροπίας της ράβδου υπάρχει 

οριζόντια σχισµή µε πλάτος όσο ακριβώς και το πλάτος της ράβδου. 

Α)  Να αποδειχθεί ότι η ράβδος δε θα συγκρούεται µε την οριζόντια σχισµή. 

Β)  Να βρεθεί η ελάχιστη και η µέγιστη κινητική ενέργεια της ράβδου 

Γ)  Να βρεθεί η εξίσωση του µέτρου της συνολικής  ταχύτητας ενός από τα άκρα της ράβδου. 

∆)  Μπορούµε να υπολογίσουµε την συνολική γωνιακή ταχύτητα-συχνότητα της ράβδου; 

Icm=1/12 ML2. 

Απάντηση: 

A)H ράβδος θα εκτελεί οµαλή στροφική κίνηση µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα µιας και η συνολική ροπή

όλων των δυνάµεων που ασκούνται στην ράβδο είναι ίση µε το 0 ενώ ταυτόχρονα το κέντρο µάζας της

ράβδου θα εκτελεί γ.α.τ. µε πάτος Α=Μg/K=0,1m. Για να φτάσει το κέντρο µάζας της ράβδου στην ΘΙΤ

για πρώτη φορά θα χρειασθεί χρόνος t=T/4= π/20 sec. Στον παραπάνω χρόνο η ράβδος θα έχει εκτελέσει

γωνία θ=ω·Τ/4=π rad δηλαδή µισή στροφή. Ετσι η ράβδος θα περάσει από την σχισµή χωρίς να

συγκρουσθεί µε αυτή. Η ράβδος θα ξαναπεράσει από την ΘΙΤ µετά από χρόνο Τ/2 άρα η ράβδος θα έχει

εκτελέσει θ΄=ω·Τ/2=2π rad δηλαδή µία ολόκληρη περιστροφή.∆ηλαδή η ράβδος θα φτάνει στην θέση

ισορροπίας της µετά από µία ολόκληρη περιστροφή της γύρω από το κέντρο µάζας της. Ετσι δεν θα

υπάρχει σύγκρουση της ράβδου µε την σχισµή.

Β)Η ράβδος θα έχει ελάχιστη κινητική ενέργεια όταν βρίσκεται στις ακραίες θέσεις της ταλάντωσή της 

Κmin= ½ Iω2=25/6 J  ενώ η µέγιστη κινητική ενέργεια θα έχει η ράβδος όταν το κέντρο µάζας της ράβδου 

βρίσκεται στην ΘΙΤ.  

Αρα Κmax= ½ Mυmax
2 + ½ Iω2=14/3 J 



Γ)H συνολική ταχύτητα ενός από τα άκρα της ράβδου θα δίνεται από το διανυσµατικό άθροισµα της 

ταχύτητας περιστροφής αλλά και της ταχύτητας του κέντρου µάζας και επειδή οι δύο ταχύτητες είναι 

συνεχώς κάθετες θα ισχύει: 


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




++
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
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2
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2
π

συνυωυ λ to  άρα µετά από πράξεις 









++=

2
t1025 2 π

συνυ λo  (SI) 

∆)∆εν πρέπει να συγχέουµε έννοιες σαν την γωνιακή συχνότητα ταλάντωσης  ω=
m

D
που ένα µονόµετρο 

µέγεθος µε την γωνιακή ταχύτητα περιστροφής της ράβδου ω  που είναι ένα κορυφαίο διανυσµατικό 

µέγεθος όπως αναφέρει και ο καλός µας φίλος Θρασύβουλος Μαχαίρας στο πόνηµά του «Θέµατα 

Φυσική Παρανοήσεις & προτάσεις υπέρβασής τους» 

∆εν µπορούµε λοιπόν  να προσθέσουµε ανόµοια µεταξύ τους πράγµατα…. 



Ταλάντωση και κύλιση 

Ο κύλινδρος  μάζας  Μ=1Κg  και ακτίνας R=0,1m του παρακάτω σχήματος ισορροπεί   σε 

οριζόντιο επίπεδο το οποίο κατά το ένα μέρος είναι λείο και στο άλλο παρουσιάζει τριβές 

έτσι ώστε η κατακόρυφη διάμετρος του κυλίνδρου να βρίσκεται ακριβώς στην διαχωριστική 

επιφάνεια των δύο επιπέδων. Το ελατήριο έχει σταθερά Κ=150Ν/m και είναι συνδεδεμένο 

στο κέντρο του κυλίνδρου έτσι ώστε ο κύλινδρος να μπορεί να περιστρέφεται γύρω από το 

κέντρο μάζας του. 

Ο κύλινδρος μπορεί να κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει όταν βρίσκεται στην περιοχή του που 

το επίπεδο παρουσιάζει τριβές. Εκτρέπουμε τον κύλινδρο κατά x=10cm προς την περιοχή 

που το οριζόντιο επίπεδο παρουσιάζει τριβές και την στιγμή t=0 αφήνουμε τον κύλινδρο 

ελεύθερο. Να βρεθούν: 

A)O χρόνος που θα χρειασθεί ο κύλινδρος να φτάσει στην θέση  αρχικής ισορροπίας του για

2
η
 φορά. 

Β) Η ταχύτητα του κατώτερου σημείου του κυλίνδρου την στιγμή που επιστρέφει για 2
η
 

φορά στην  αρχική θέση ισορροπίας του. 

Γ)Τη συνολική γωνιακή μετατόπιση του κυλίνδρου  μέχρι ο κύλινδρος να επιστρέψει για 2
η
 

φορά στην θέση αρχικής ισορροπίας του. 

Για τον κύλινδρο Ιcm=0,5M.R
2
. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Αν ορίσουμε θετική φορά  τη φορά προς τα δεξιά θα έχουμε και στην περιοχή που έχουμε 

τριβές 



ΣF=-K.x + Τστ  (1) 

Για την στροφική κίνηση στην περιοχή  που έχουμε τριβές 

Τστ.R=0,5.M.R
2
.αγων (2)  και για την μεταφορική κίνηση θα έχουμε 

Κ.x-Tστ=Μ.a (3)    από τις σχέσεις (1) ,(2) και (3) θα καταλήξουμε  ΣF=-2Kx/3  =-100x  (S.I.) 

άρα το  κέντρο μάζας σώμα του κυλίνδρου  κάνει  ένα μέρος Γ.Α.Τ. στην περιοχή που 

υπάρχουν τριβές. 

Φτάνοντας στην θέση  που αρχικά ισορροπούσε ο κύλινδρος με ταχύτητα  

Ucm=ω.Α=10.0,1=1m/sec και με γωνιακή ταχύτητα περιστροφής ωο=Ucm/R=10r/sec 

μπαίνει σε περιοχή που δεν υπάρχουν τριβές. Ετσι δεν υπάρχει δύναμη που να μπορεί να 

προκαλέσει ροπή. Ετσι από εκεί και μετά η γωνιακή ταχύτητα μένει σταθερή. Η δύναμη του 

ελατηρίου είναι τώρα η μοναδική δύναμη στον οριζόντιο άξονα έτσι το  κέντρο μάζας του 

κυλίνδρου θα εκτελεί και πάλι  ένα “κομμάτι”  Γ.Α.Τ. με D2=K=300N/m.Για να περάσει  το 

κέντρο μάζας από την αρχική θέση ισορροπίας θα χρειασθεί χρόνο  t=T1/4 +T2/2= 

π(1+2/√1,5)/20  sec. 

Β)Κατά την επιστροφή του κύλινδρος έχει την ίδια ταχύτητα κατά μέτρο στο κέντρο μάζας 

αλλά η περιστροφική δεν έχει αλλάξει. Αρα το χαμηλότερο σημείο του κυλίνδρου έχει 

συνολική ταχύτητα Uκατ=Ucm+Uπερ=1+1=2m/sec. 

Γ)Το κέντρο μάζας του  κύλινδρου  από την στιγμή t=0 μέχρι να φτάσει στην αρχική του 

θέση ισορροπίας  κάλυψε μήκος διαδρομή x=A=0,1m  άρα γωνία  θ1=x/R=1rad.Στην 

συνέχεια η στροφική κίνηση του κυλίνδρου είναι ομαλή. Αρα  θ2=ωο.T2/2=π/√1,5 rad. 

Αρα η συνολική γωνία  στροφής του κυλίνδρου  θολ=1+π/√1,5   rad. 



Ταλάντωση και ισορροπία ράβδου

Οµογενής ράβδος ΑΓ αµελητέου πάχους έχει µήκος l=4m και 
µάζα 4kgr στηρίζεται στο άκρο Γ και σε ένα υποστήριγµα ∆ µε 
την απόσταση Γ∆=3m µε τη βοήθεια δύο στηριγµάτων ύψους  

h=3m.Στο άκρο Α και πάνω από τη ράβδο υπάρχει ελατήριο 
φυσικού µήκους 0,95m και σταθεράς K=200N/m. Πάνω στο 
ελατήριο ισορροπεί ένα σώµα µάζας m=1kgr. 
Nα βρεθούν: 
Α)Ποια  η µέγιστη  ταχύτητα ενός βλήµατος µάζας m=1Kgr, 
που βάλλεται από το έδαφος και συγκρούεται πλαστικά µε το 
σώµα µάζας m που βρίσκεται  στην ίδια κατακόρυφο µε το 
σηµείο Α, για να  µην χάνει την επαφή της η ράβδος µε το 
υποστήριγµα Γ. 
Β)Να βρεθεί  η δύναµη που δέχεται η ράβδος από το 
υποστήριγµα στο σηµείο Γ σε συνάρτηση µε το χρόνο. 
g=10m/sec2.Θετική φορά να θεωρηθεί η φορά της αρχικής 
ταχύτητας του βλήµατος και t=0 στιγµή της  πλαστικής κρούσης 
των δύο σωµάτων. 

AΠΑΝΤΗΣΗ 

Για να µην χαθεί η επαφή µε το υποστήριγµα θα πρέπει η 
δύναµη FΓ→0.Για αυτήν την οριακή δύναµη µπορούµε να 
εφαρµόσουµε την συνθήκη ισορροπίας  Στ(∆)=0  Αρα  
M.g.(K∆)-Fελ.(∆Α)=0  Αρα  40-200Χελmax=0  άρα Χελmax=0,2m. 
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Για την ισορροπία του σώµατος πάνω στο ελατήριο θα έχουµε 
m.g=Kx1    άρα x1=0,05m

Για την ισορροπία του σώµατος-βλήµατος  πάνω στο ελατήριο 
θα έχουµε 
2m.g=Kx2    άρα x2=0,1m 

Για την ταλάντωση του σώµατος-βλήµατος µετά την πλαστική 
κρούση θα πάρουµε από την Α∆ΕΤ. 

 Το πλάτος θα πρέπει να είναι  Α=xελmax-x2=0,2-0,1=0,1m  γιατί 
θέλουµε  µόλις να µην χαθεί η επαφή µε το υποστήριγµα Γ. 
Παρατηρούµε επίσης ότι το ελατήριο δεν ξεπερνάει την ΘΦΜΕ 
άρα δεν κινδυνεύει η ράβδος να ¨σηκωθεί¨  στο σηµείο ∆. 

1/2Κ(x2-x1)
2 + ½ 2m.Uσυστ

2 =1/2ΚΑ2  θα πάρουµε 
 Uσυστ=√3/2 m/sec. 

Για την πλαστική κρούση και από την Α∆Ο θα έχουµε 

m.U=2mUσυστ  άρα  U=√3m/sec 

Aν για το βλήµα εφαρµόσουµε Α∆Ε για την άνοδό  του 
θεωρώντας επίπεδο µηδενικής δυναµικής ενέργειας το έδαφος 
θα πάρουµε   

1/2mUο2=mg(h+lο-x1) + ½ m.U2 



Mετά τις πράξεις   Uo=9m/sec. 

B)Για το συσσωµάτωµα θα έχουµε εξίσωση αποµάκρυνσης  
X=Aηµ(ωt+φο)  για t=0  x=0,05m  και U>0   ω=√Κ/2m έτσι η 
εξίσωση θα είναι  X=0,1ηµ(10t+π/6)  (S.I.). 

Για την δύναµη του ελατηρίου που ασκείται στο συσσωµάτωµα 
θα έχουµε  Fελ -2mg=-K.X  άρα η Fελ=20-20ηµ(10t+π/6)  (S.I.) 

Το µέτρο αυτής της δύναµης µεταφέρεται στο άλλο άκρο του 
ελατηρίου στο σηµείο Α. 
Αν εφαρµόσουµε την συνθήκη ισορροπίας για την ράβδο θα 
έχουµε   

Στ(∆)=0   άρα    -Fελ.(∆A) +Mg.(K∆) –FΓ.(Γ∆)=0 

-20+20ηµ(10t+π/6)  + 40 – FΓ.3=0 

Αρα  FΓ=20/3 +20/3 ηµ(10t+π/6) (S.I.) 



Ταλάντωση µε σφαίρα που περιστρέφεται

Στο πάνω µέρος κατακόρυφου ιδανικού ελατηρίου σταθερά Κ=100Ν/m δένουµε ένα  λείο 

κύβο µάζας Μ=1Κgκαι το σύστηµα ισορροπεί κατακόρυφα. ∆ίνουµε σε µία  λεία σφαίρα 

µάζας m=3Κg και ακτίνας R= 0,1m αρχική γωνιακή ταχύτητα ω0=10r/s έτσι ώστε το 

διάνυσµα της γωνιακής ταχύτητας να είναι παράλληλο µε το έδαφος και τη στιγµή t=0 

αφήνουµε τη σφαίρα πάνω στο σώµα µάζας Μ έτσι ώστε το κέντρο της σφαίρας  να 

βρίσκεται πάνω στην κατακόρυφη που περνά από τον άξονα του ελατηρίου όπως φαίνεται 

στο παρακάτω σχήµα 

 Να βρεθούν: 

A)Το είδος της κίνησης της σφαίρας

Β)Η µέγιστη δύναµη που θα ασκεί το ελατήριο στον κύβο στην διάρκεια της κίνησης του συστήµατος 

Γ)Η µέγιστη κινητική ενέργεια του συστήµατος 

∆)Η  εξίσωση του µέτρου της ταχύτητας του ανώτερου σηµείου της σφαίρας καθώς και των  σηµείων που 

βρίσκονται στην επιφάνεια της σφαίρας και απέχουν  από το πάνω µέρος του κύβου απόσταση R σε 

συνάρτηση µε το χρόνο. 

Για την σφαίρα δίνεται Ιcm=0,4mR2. 

AΠΑΝΤΗΣΗ 

Α)Επειδή η σφαίρα και ο κύβος έχουν λείες επιφάνειες δεν θα ασκηθεί µεταξύ τους καµία οριζόντια 

δύναµη. Άρα η σφαίρα θα εκτελεί συνεχώς οµαλή στροφική κίνηση µιας και το Στ=0 για τη σφαίρα. 

Επειδή όµως θα αλλάξει η µάζα του συστήµατος στον κατακόρυφο άξονα το σύστηµα θα εκτελεί γ.α.τ. 

Από την αρχική και τελική ισορροπία για τον κατακόρυφο άξονα θα έχουµε: 

Mg=Kx1θα έχουµε x1=0,1m      (M+m)g=Kx2θα έχουµε x2=0,4m 

Tη στιγµή t=0 που αφήνουµε τη σφαίρα πάνω στο κύβο το σύστηµα δεν έχει ταχύτητα στον 

κατακόρυφο άξονα .Ετσι το σύστηµα θα βρίσκεται στην θέση  µέγιστης αποµάκρυνσης. Αρα το 

πλάτος της ταλάντωσης του συστήµατος θα είναι A=x2-x1=0,3m. 

Για να καθορίσουµε πλήρως την κίνηση του συστήµατος θα πρέπει να εξετάσουµε και την 

περίπτωση αν η σφαίρα θα µπορούσε να χάσει την επαφή της µε τον κύβο. 

Ετσι µε τη βοήθεια του σχήµατος και του δεύτερου νόµου του Νεύτωνα θα έχουµε 

Ν-mg=ma  →Ν=mg-mω2x 

η επαφή δεν θα χάνεται µόνο στην περίπτωση όπου N>0.  Κάνοντας τις πράξεις θα βρούµε 

ότι  για να χαθεί η επαφή των δύο σωµάτων θα έπρεπε x>0,4m που όµως δεν µπορεί να 

συµβεί γιατί το πλάτος της ταλάντωσης του συστήµατος είναι Α=0,3m. 

Ετσι τελικά κέντρο µάζας του κύβου  εκτελεί γ.α.τ.µε πλάτος Α=0,3m  ενώ η σφαίρα εκτελεί οµαλή 

στροφική κίνηση και ταυτόχρονα το κέντρο µάζας της σφαίρας  εκτελεί και αυτό γ.α.τ. µε πλάτος 

Α=0,3m. 



Β)Η  δύναµη του ελατηρίου δίνεται από τη σχέση Fελ=Κ.xελ (1)  όπου xελ η αποµάκρυνση από τη ΘΦΜΕ. 

Το ελατήριο θα συσπειρωθεί µέγιστα όταν το σύστηµα φτάσει στο χαµηλότερο σηµείο της τροχιάς του 

δηλαδή στην ΘΕΑ. Εκεί το ελατήριο έχει συσπειρωθεί κατά xελmax=x2+A=0,7m και µε την βοήθεια της 

σχέσης (1) Fελmax=70N 

Γ)Το σύστηµα εκτελεί  µεταφορική αλλά και στροφική κίνηση. Την µέγιστη κινητική ενέργεια το σύστηµα 

θα την έχει όταν η µεταφορική του ενέργεια γίνει µέγιστη µιας και η στροφική του κατάσταση δεν 

µεταβάλλεται. 
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∆)Όλα τα σηµεία της σφαίρας έχουν ταυτόχρονα δύο  ταχύτητες. Μία κατακόρυφη εξαιτίας της 

ταλάντωσης µε εξίσωση υψ=ωΑσυν(ωt+φο)=1,5συν(5t+π/2) (SI) 

 και µία εξαιτίας της περιστροφής της σφαίρας υπερ=ωR=1m/s. 

Ετσι τα µέτρα των ταχυτήτων θα δίνονται από τις παρακάτω σχέσεις: 
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Σφαίρα και ρυθμός μεταβολής κινητικής Ενέργειας 

Mία συμπαγής και ομογενής σφαίρα μάζας m=10kg ισορροπεί 
πάνω σε  λείο οριζόντιο επίπεδο. Πάνω στην κατακόρυφη 
διάμετρο ΑΒ και σε απόσταση ψ=1,4R από το  κατώτερο 
σημείο Β εφαρμόζουμε  την στιγμή t=0 μεταβλητή  δύναμη  
F=20√2 + 8√2x  (S.I)  όπου  x  η οριζόντια μετατόπιση  του 
κέντρου μάζας της σφαίρας  από το σημείο x=0  όπου βρίσκεται 
την χρονική στιγμή t=0. H διεύθυνση της δύναμης σχηματίζει 
γωνία φ=45ο με τον ορίζοντα και έχει φορά προς τα πάνω. 

Α)Να αποδείξετε ότι η σφαίρα θα αρχίζει να κυλιέται χωρίς να 
ολισθαίνει. 

Β)Να βρεθεί η ταχύτητα του κέντρου μάζας της σφαίρας όταν 
η σφαίρα χάνει την επαφή της με το οριζόντιο δάπεδο. 

Γ)Ποιος ο συνολικός ρυθμός μεταβολής της κινητικής 
ενέργειας της σφαίρας την στιγμή που χάνει την επαφή της 
με το δάπεδο. 

Η ροπή αδράνειας της σφαίρας γύρω από το κέντρο μάζας του 
είναι Ιcm=0,4MR2. 

AΠΑΝΤΗΣΗ 

A) Για να αρχίσει να κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει πάνω στο
λείο οριζόντιο επίπεδο  η σφαίρα θα πρέπει να  ισχύει η
συνθήκη κύλισης δηλαδή acm=aγων.R.

Έτσι από τους νόμους για την μεταφορική και την στροφική 
κίνηση  θα πάρουμε  

Fx=Μ.acm   (1)     Fx(ψ-R)=0,4M.R2.aγων  (2) 



Αν αντικαταστήσουμε την (1) στην (2) 
Μ.acm.0,4R=0,4MR2.aγων   

άρα acm=aγων.R 

B) Η επαφή θα χαθεί όταν η αντίδραση του επιπέδου θα
μηδενιστεί. Για τον άξονα ψψ΄ θα έχουμε:

Ν+Fψ=W 
άρα για Ν=0 θα έχουμε 

20+8x=100  άρα   
x=10m. 

Aπό την ΑΔΕ για την κίνηση του κυλίνδρου θα έχουμε : 
WFoλ=Kπερ +Κμετ    (3) 

 To  έργο της μεταβλητής δύναμης για την μεταφορική κίνηση 
θα βρεθεί από το περικλειόμενο εμβαδό του παρακάτω 
σχήματος όπου είναι WFμετ=600J 

Ο λόγος των έργων για την μεταφορική και την περιστροφική 
κίνηση είναι και λόγος των κινητικών ενεργειών λόγω 
μεταφοράς και περιστροφής αντίστοιχα. Έτσι 

WFμετ/WFπερ =Kμετ/Kπερ 

WFμετ/WFπερ=1/2M.Ucm
2 /1/2Iω2 =  2,5 



Αρα το WFπερ=240J 

Από την (3) WFoλ=1/2M.Ucm
2 +1/2Iω2   με αντικατάσταση  θα 

έχουμε: 
840=5U2 +2U2  άρα 

υcm=√120m/s. 

Γ) Για τον συνολικό ρυθμό μεταβολής τη κινητικής ενέργειας 
έχουμε: 

ΔΚολ/Δt=ΣFx.Ucm + Στ.ω = 
=M.acm.Ucm +I.aγων.Ucm/R = 

=M.acm.Ucm + 0,4MR2.aγων.Ucm/R= 
1,4M.acm.Ucm→ 

ΔΚολ/Δt= 1,4(20+8x).√120=140√120=280√30 J/sec 



Συμβολή κυμάτων στην επιφάνεια υγρού. 

Δύο σύγχρονες  πηγές κυμάτων δημιουργούν στην επιφάνεια ενός 

υγρού εγκάρσια κύματα τα οποία διαδίδονται με ταχύτητα u=1m/sec. 

Tην στιγμή t=0 οι πηγές Ο1  & Ο2 αρχίζουν  να ταλαντώνονται 

κατακόρυφα με εξισώσεις  ψ1=ψ2=0,2ημ2πt (S.I.). Δύο σημεία Α και Β 

της επιφάνειας του υγρού βρίσκονται σε τέτοιες θέσεις ώστε να 

μπορούν να σχηματίζουν ορθογώνια τρίγωνα Ο1ΑΟ2 και Ο1ΒΟ2.H 

απόσταση Ο1Ο2 είναι 10m  και  οι αποστάσεις Ο1Α=6m  και  Ο1B= 8m. 

A) Nα βρεθούν πόσες υπερβολές ενίσχυσης  και πόσες υπερβολές

απόσβεσης  βρίσκονται ανάμεσα στο  ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ και το

τέμνουν.

Β)  Να παρασταθεί  γραφικά η φάση του σημείoυ  Α σε συνάρτηση με 

τον χρόνο. 

Γ)  Να γραφεί η εξίσωση  ταχύτητας ταλάντωσης  του σημείου Α σε 

συνάρτηση με τον χρόνο και να γίνει η γραφική της παράσταση. 

Δ)  Να βρεθεί πόσες φορές το μέτρο της ταχύτητας ταλάντωσης του 

σημείου Α είναι υ=0,4πm/sec  μέχρι την στιγμή t4=9sec. 

AΠΑΝΤΗΣΗ 

A) Από τις εξισώσεις των πηγών θα βρεθούν Α=0,2m και ω=2πr/s.

Από τον νόμο της κυματικής u=λ.f άρα λ=1m. 

Με την βοήθεια του Π.Θ. για τα ορθογώνια τρίγωνα θα βρούμε Ο2Α=8m 

και Ο2Β=6m. 



Παρατηρούμε ότι Ο1Α-Ο2Α=κ.λ   άρα  6-8=κ.1  άρα κ=-2 δηλαδή ότι 

ισχύει η συνθήκη ενίσχυσης για  το σημείο Α. Δηλαδή το σημείο Α 

ανήκει στην υπερβολή (κροσσό)  ενίσχυσης με κ=-2. 

Παρατηρούμε  επίσης ότι Ο1Β-Ο2Β=κ.λ   άρα  8-6=κ.1  άρα κ=2 δηλαδή 

ότι ισχύει η συνθήκη ενίσχυσης  και για  το σημείο Β. Δηλαδή  το σημείο 

Β ανήκει στην υπερβολή (κροσσό) ενίσχυσης  με κ=2.Από το παρακάτω 

σχήμα μπορούμε να συμπεράνουμε  

ότι ανάμεσα στο Α και το Β υπάρχουν τρεις κροσσοί ενισχυτικής 

συμβολής αλλά μόνο δύο είναι υπερβολές γιατί ο τρίτος κροσσός  είναι 

ευθεία η μεσοκάθετος στο Ο1Ο2. Ανάμεσα σε δύο κροσσούς ενίσχυσης 

υπάρχει πάντα και ένας κροσσός αποσβεστικής συμβολής άρα από το Α 

έως το Β υπάρχουν 4 υπερβολές απόσβεσης. 

Β)Για να φτάσουν τα κύματα στο σημείο Α και να αρχίσει η συμβολή θα 

χρειασθεί αντίστοιχα χρόνος t1=R1/υ=6sec για  το κύμα από την πηγή Ο1 

και t2=R2/υ=8sec για το κύμα από την πηγή Ο2. 



Η εξίσωση της φάσης του σημείου Α θα είναι 

 0  t≤6s 

ΦΑ=  2π(t-6)   6s≤t<8s 

 2π(t-7)    t>8s 

H γραφική παράσταση θα έχει την μορφή 

Γ)Η εξίσωση της ταχύτητα ταλάντωσης  του σημείου Α θα είναι 

 0  t≤6s 

U=  0,4πσυν 2π(t-6)   6s≤t<8s 

 0,8πσυν2π(t-7)    t>8s 

Η γραφική παράσταση της ταχύτητας ταλάντωσης θα είναι 

Δ)Από το παραπάνω σχήμα παρατηρώ ότι ταχύτητα  του σημείου Α 

είναι μέτρου 0,4πm/sec μέχρι την στιγμή t4=9sec  9 φορές. 



Συµβολή κυµάτων από σύγχρονες πηγές. 
∆ύο σύγχρονες πηγές Ο1 και Ο2  απέχουν µεταξύ τους 1m και δηµιουργούν στην 
επιφάνεια ενός υγρού εγκάρσια κύµατα τα οποία διαδίδονται µε ταχύτητα 
u=5m/sec.Oι δύο πηγές των κυµάτων την χρονική στιγµή  t=0 αρχίζουν να εκτελούν 
κατακόρυφες ταλαντώσεις µε εξισώσεις ψ1=ψ2=0,3ηµ50πt (S.I.).∆ύο σηµεία Α και Β 
βρίσκονται πάνω στο ευθύγραµµο τµήµα Ο1Ο2 και απέχουν  0,45m  και 0,65m από 
την πηγή Ο1 αντίστοιχα .Να βρεθούν : 

Α) Οι εξισώσεις αποµάκρυνσης και ταχύτητας ταλάντωσης  σε συνάρτηση µε τον 
χρόνο για τα σηµεία Α και Β. 

Β)Πόσο απέχουν τα σηµεία µεταξύ τους τις χρονικές στιγµές  i)t1= 0,08sec 
ii)t2=0,1sec   iii)t3=0,2sec. 

Γ)Πόσα σηµεία στο ευθύγραµµο τµήµα  AB ταλαντώνονται µε µέγιστο πλάτος µετά 
την έναρξη της συµβολής και στα δύο σηµεία; 

ΛΥΣΗ 

Από τις εξισώσεις Α=0,3m  και ω=50π r/s  Αρα f=25Hz  και  από τον νόµο της 
κυµατικής    u=λ.f   το λ=0,2m. 
Για να αρχίσει η ταλάντωση ενός σηµείου του µέσου θα πρέπει να έχει φτάσει το 
κύµα στο συγκεκριµένο σηµείο. 
 Έτσι για να φτάσει το κύµα από την πηγή Ο1 στο Α χρειάζεται χρόνο 
t1=0,45/5=0,09s  και για να φτάσει το κύµα από την πηγή Ο2 στο Α χρειάζεται χρόνο 
t2=0,55/5=0,11sec.  
Oι αντίστοιχοι χρόνοι για το σηµείο Β θα είναι t3=0,35/5=0,07s   και  
t4=0,65/5=0,13s.Τα σηµεία µετά την συµβολή θα έχουν πλάτος Α΄=2Α│συνπ(R1-
R2)/λ│=0m και για το σηµείο Α και για το Β. Είναι δηλαδή σηµεία απόσβεσης. 

       0    t≤0,09 
ΨΑ=     0,3ηµ2π(25t-0,45/0,2)    0,09≤t≤0,11      (S.I) 

 0     t≥0,11 

       0    t≤0,07 
ΨΒ=      0,3ηµ2π(25t-0,35/0,2)    0,07≤t≤0,13      (S.I) 

0 t≥0,13 

Ετσι οι εξισώσεις ταχύτητας για τα σηµεία Α και Β  θα είναι αντίστοιχα 

       0    t≤0,09 
UΑ=      15πσυν2π(25t-0,45/0,2)    0,09≤t≤0,11      (S.I) 

 0     t≥0,11 



       0    t≤0,07 
UΒ=      15πσυν2π(25t-0,35/0,2)    0,07≤t≤0,13      (S.I) 

0  t≥0,13 

Β)Την χρονική στιγµή t1=0,08s µόνο το σηµείο Β έχει αρχίσει να ταλαντώνεται και 
βρίσκεται στην θέση ψB=0,3ηµ2π(25.0,08-0,35/0,2)=0,3m.To σηµείο Α δεν έχει 
αρχίσει ακόµη την ταλάντωση του άρα ψΑ=0.Ετσι η µεταξύ τους απόσταση εκείνη 
την στιγµή  θα βρεθεί µε Π.Θ. και D1=√(0,3)2 +(0,2)2=√0,13 m. 

Tην χρονική στιγµή  t2=0,1s  και τα δύο σηµεία ταλαντώνονται .Ετσι 
ΨΑ=0,3ηµ2π(25.0,1-0,45/0,2)=0,3m  και ΨΒ=0,3ηµ2π(25.0,1-0,35/0,2)=-0,3m. 

Ετσι η µεταξύ τους απόσταση εκείνη την στιγµή  θα βρεθεί και πάλι µε Π.Θ. και 
D2=√(0,6)2 +(0,2)2=√0,4m. 

Την χρονική στιγµή t3=0,2s τα σηµεία  είναι  ποια ακίνητα αφού είναι σηµεία 
απόσβεσης και έχει ήδη αρχίσει η συµβολή και στα δύο σηµεία. Ετσι η µεταξύ τους 
απόσταση είναι 0,2m. 

Γ)Τα σηµεία µε µέγιστο πλάτος είναι τα σηµεία ενίσχυσης και για αυτά θα πρέπει να 
ισχύει η συνθήκη ενίσχυσης.R1-R2=κ.λ .Οµως R1+R2=1 .Aν προσθέσω τις δύο 
παραπάνω εξισώσεις κατά µέλη θα πάρω  2R1=κ.λ+1 .Για την  απόσταση όµως R1

πρέπει να ισχύει   0,45≤R1≤0,65    θα καταλήξω στην σχέση   -0,5≤κ≤ 1,5.Αρα για 
κ=0 και κ=1 ισχύει η συνθήκη ενίσχυσης. Αρα υπάρχουν δύο  σηµεία ανάµεσα στα Α 
και Β µε που ταλαντώνονται µε µέγιστο πλάτος. 



Συµβολή κυµάτων από κινούµενες πηγές. 

∆ύο σύγχρονες σηµειακές  πηγές δηµιουργούν στην επιφάνεια υγρού εγκάρσια 
κύµατα, τα οποία διαδίδονται µε ταχύτητα u=40m/sec,  βρίσκονται στις θέσεις  
X1=40m  και Χ2=-40m και αρχίζουν να κινούνται  την στιγµή t=0 προς την θέση Χ=0 
έχοντας σταθερές ταχύτητες µέτρου V=10m/sec.Οι πηγές ταλαντώνονται  µε 
εξισώσεις  ψ1=ψ2=0,3ηµ60πt. Nα βρεθεί η αποµάκρυνση του σηµείου Χ=Ο τις 
χρονικές στιγµές : 

i) t1=0,9s
ii) t2=1,01875s
iii) t3=(4+1/96)s

Να θεωρηθεί ότι οι δύο πηγές δεν θα συγκρουστούν. 

ΛΥΣΗ 

Έχουµε δύο πηγές που ισαπέχουν και πλησιάζουν σε ένα ακίνητο σηµείο Ο. Οι πηγές 
είναι σύγχρονες έτσι στο σηµείο θα φτάνουν δύο κύµατα που θα προκαλούν την ίδια 
κατακόρυφη αποµάκρυνση ψ. Έτσι κάθε στιγµή  το ψολ=2ψ.Η συχνότητα του 
σηµείου όταν οι πηγές πλησιάζουν θα βρεθεί µε  την βοήθεια του φαινόµενου 
Doppler   

f1=V.Fs/(V-Vs)=40Ηz 
ενώ όταν οι πηγές αποµακρύνονται  

f2=V.Fs/(V+Vs)=24Ηz. 

Α)Για να φτάσει το κύµα στην θέση x=0 θα χρειασθεί χρόνος t=40/40=1sec.Αρα την 
στιγµή  t1=0,9sec δεν έχει φτάσει κανένα κύµα στο σηµείο. Άρα ψολ=0 m. 

Β)Tην στιγµή  t2=1,01875sec αντιστοιχεί σε χρόνο 3Τ/4 έτσι εκείνη τη στιγµή το 
σηµείο Ο θα βρίσκεται σε κατακόρυφη αποµάκρυνση –Α για κάθε ταλάντωση άρα θα 
βρίσκεται ψολ= -0,6m. 

Γ)Την στιγµή t3 οι πηγές έχουν συναντηθεί και αποµακρύνονται µεταξύ τους. Ο 
χρόνος αντιστοιχεί σε T΄/4  µετά την συνάντηση των δύο πηγών .Έτσι θα βρίσκεται 
το σηµείο σε  θέση +Α για κάθε ταλάντωση άρα συνολικά +0,6m.  



Δύο πηγές που δεν ξεκίνησαν ταυτόχρονα 

Δύο πηγές κυμάτων δημιουργούν στην επιφάνεια ενός υγρού εγκάρσια 

κύματα τα οποία διαδίδονται με ταχύτητα u=1m/sec.Tην στιγμή t=0 

αρχίζει η πηγή Ο1 να ταλαντώνεται κατακόρυφα με εξίσωση 

ψ1=0,02ημ2πt (S.I.). H πηγή Ο2 ξεκινάει την κατακόρυφη  ταλάντωσή της 

την χρονική στιγμή t1=2sec και έχει εξίσωση ψ2=0,02ημ2πt΄ (S.I.) με 

 t΄=t-2 (S.I). Δύο σημεία Α και Β απέχουν αντίστοιχα αποστάσεις R1=3m 

 R2= 1m το σημείο Α  και R1΄=6,5 m   R΄2=6m  το σημείο Β από τις πηγές 

Ο1 και Ο2 αντίστοιχα. 

A) Nα βρεθούν οι εξισώσεις απομάκρυνσης των σημείων Α και Β.

Β)   Να παρασταθούν γραφικά οι φάσεις των σημείων Α και Β σε 

συνάρτηση με το  χρόνο. 

Γ)  Πόσες φορές το σημείο Α είχε  δυναμική ενέργεια  ταλάντωσης 

U=8π
2
∙10

-7
J μέχρι την χρονική στιγμή t2= 5sec αν υποθέσουμε ότι

στο υλικό αυτό σημείο αντιστοιχεί  στοιχειώδες τμήμα  μάζας 

Δm=0,001kg. 

Aπάντηση: 

A)Από τις εξισώσεις των πηγών θα βρεθούν Α=0,02m και ω=2π r/s. 

Από τον νόμο της κυματικής u=λ.f άρα λ=1m. 

Για να φτάσει το κάθε κύμα στο σημείο Α θα χρειασθεί χρόνο 

Δt1=R1/u=3s  και Δt2=R2/u=1s αλλά επειδή η δεύτερη πηγή ξεκίνησε 

καθυστερημένα  κατά t1=2s την ταλάντωσή της τα δύο κύματα θα 

φτάσουν ταυτόχρονα στο σημείο Α την χρονική στιγμή t2=3sec. H 

εξίσωση του κύματος που δημιουργεί  η  πηγή Ο1 θα έχει είναι 

ψ1=0,02ημ2π(t –R1) (S.I.) ενώ η  εξίσωση του κύματος που ξεκινάει από 

την πηγή Ο2 θα έχει μορφή ψ2=0,02ημ2π(t΄ –R2) (S.I.) με t΄=t-2 (S.I.).Με 

βάση την αρχή της επαλληλίας όταν θα ξεκινήσει η συμβολή των δύο 

κυμάτων η εξίσωση της απομάκρυνσης θα δίνεται από την σχέση 

 ψολ=0,04συν(πR2+2π-πR1).ημ(2πt –πR1-πR2-2π)   (S.I.) (1) 



Με αντικατάσταση των R1 & R2 για το σημείο Α θα έχουμε την εξίσωση 

 0    t≤3s 

ψΑ=

 0,04ημ(2πt-6π)  t≥3s 

Για να φτάσει το κάθε κύμα στο σημείο B θα χρειασθεί χρόνο 

Δt3=R1΄/u=6,5s  και  Δt4=R2΄/u=6s αλλά επειδή η δεύτερη πηγή ξεκίνησε 

καθυστερημένα  κατά t1=2s το δεύτερο κύμα θα φτάσει στο σημείο Β 

την στιγμή t4=8sec.  Η εξίσωση (1) για το σημείο Β μετά την στιγμή t4 θα 

μας δώσει αποσβετική συμβολή ενώ από την στιγμή 6,5sec έως 8sec 

σημείο Β θα ταλαντώνεται εξαιτίας του κύματος που παράγει η πηγή 

Ο1.  

 0     t≤6,5s 

ψΒ=  0,02ημ2π(t-6,5)  6,5≤t≤8s 

 0  t≥8s 

Με βάση τις παραπάνω σχέσεις οι φάσεις των σημείων Α και Β σε 

συνάρτηση με τον χρόνο θα είναι      

 0    t≤3s 

ΦΑ=

 2πt-6π  t≥3s 

 0     t≤6,5s 

ΦΒ=  2π(t-6,5)  6,5≤t≤8s 

 0  t≥8s 



Γ)Η δυναμική ενέργεια δίνεται από την σχέση U=1/2D∙ψ
2
   άρα 

ψ=±0,02m. Mε την βοήθεια της γραφικής παράστασης ψΑ-t  η οποία 

είναι η παρακάτω 

Από το σχήμα παρατηρούμε ότι 8 φορές το σημείο Α βρισκόταν σε 

απομάκρυνση ±0,02m άρα είχε και 8 φορές  δυναμική ενέργεια 

U=8π
2
.10

-7
J  μέχρι την χρονική στιγμή t=5sec. 



Στάσιµο κύµα και  αποστάσεις σηµείων. 

Κατά µήκος οριζόντιου ελαστικού µέσου και κατά την διεύθυνση του άξονα Οx δη-

µιουργείται στάσιµο κύµα. Στη θέση x=0 εµφανίζεται κοιλία. Το σηµείο Α είναι το 

αµέσως επόµενο σηµείο µετά το O που έχει την ίδια µέγιστη ταχύτητα  ταλάντωσης 

κατά µέτρο µε το σηµείο Ο. Η στιγµιαία απόσταση των σηµείων Ο και Α καθορίζεται 

από την σχέση 0,08m≤D≤ 0,1m. Η ελάχιστη χρονική διάρκεια που χρειάζονται τα 

σηµεία Α και Β  για να βρεθούν  από την µέγιστη στην ελάχιστη απόστασή τους είναι 

1/40 s. 

Να βρεθούν: 

Α)  Η εξίσωση του στάσιµου κύµατος αν την στιγµή t=0 σηµείο x=0  v>0. 

Β)  Να βρεθεί σε ποια θέση βρίσκεται ο 1000ος δεσµός. 

Γ)  Να βρεθεί η διαφορά φάσης για δύο σηµεία που βρίσκονται στις θέσεις 

xB=10cm και  xΓ=14cm. 

∆)  Να βρεθεί η εξίσωση της  στιγµιαίας απόστασης  µεταξύ των σηµείων x∆=12cm 

και  xE=16cm. 

Απάντηση: 

A) Για να έχει το σηµείο  Α την ίδια µέγιστη ταχύτητα ταλάντωσης  µε το σηµείο Ο

που είναι κοιλία  του στάσιµου κύµατος σηµαίνει ότι και το Α είναι κοιλία του στάσι-

µου κύµατος  µε  Vmax=ω·2 Α. 

Η επόµενη κοιλία µετά το χ=0 βρίσκεται στην θέση χ=λ/2. Τα σηµεία αυτά ταλαντώ-

νονται µε εξισώσεις: 

ψ=2Ασυν2πχ/λ·ηµ2πt/T 

και αν αντικαταστήσουµε χ=0 και χ=λ/2   θα πάρουµε: 

ψΟ=2Αηµ2πt/T  και ψΑ=-2Αηµ2πt/Τ. 

Η µεταξύ τους λοιπόν απόσταση θα δίνεται κάθε στιγµή από την σχέση: 

D=√ {(∆χ)2 + (│ψ1│+│ψ2│)2} (1)  µε τη βοήθεια του Π.Θ. 

Από την σχέση (1) παρατηρώ ότι η ελάχιστη τιµή του  D  θα συµβαίνει όταν τα 

ψ1=ψ2=0 (όταν δηλαδή τα σηµεία Ο, Α βρίσκονται στην Θ.Ι.Τ)  και η µέγιστη όταν τα 

σηµεία Α και Β βρίσκονται στις ακραίες θέσεις ταλάντωσής τους +2 Α και  -2 Α.  



Dmin=λ/2    άρα   λ=0,16m   και  Dmax=√{(λ/2)2 + (4 A)2}  άρα  A=0,015m  

Για να φτάσουν τα σηµεία O και Α  από την ελάχιστη στην µέγιστη αποµάκρυνση 

στον µικρότερο χρόνο χρειάζονται  χρόνο  Τ/4.  

Έτσι η περίοδος είναι Τ=0,1sec. 

 Η εξίσωση του στάσιµου κύµατος θα είναι: 

ψ=0,03συν12,5x.ηµ20πt  (S.I.) 

B) H  σχέση που δίνει τους δεσµούς για ένα στάσιµο κύµα της παραπάνω µορφής εί-

ναι : 

x∆ΕΣΜΩΝ=(2κ+1)λ/4. 

Προσοχή όµως ο πρώτος δεσµός είναι για την τιµή κ=0. Αρα ο 1000ος δεσµός θα βρε-

θεί για κ=999    Έτσι  X1000ου =79,96m. 

Γ)Η εξίσωση ταλάντωση για το Β θα είναι: 

ψΒ=0,03συν12,5π.0,1ηµ20πt= -0,015√2ηµ20πt=0,015√2ηµ(20πt+π)  (S.I.) 

Η εξίσωση ταλάντωση για το Γ θα είναι: 

ψΓ=0,03συν12,5π·0,14ηµ20πt= 0,015√2ηµ20πt  (S.I.) 

Η διαφορά λοιπόν της φάσης για τα σηµεία Β και Γ είναι ∆φ=π 

∆) Η εξίσωση ταλάντωση για το ∆ θα είναι ψ∆=0,03συν12,5π.0,12ηµ20πt= 0 m. 

Το σηµείο λοιπόν ∆ είναι δεσµός του στάσιµου κύµατος. 

Η εξίσωση ταλάντωσης  για το Ε θα είναι: 

ψΕ=0,03συν12,5π.0,16ηµ20πt= 0,03ηµ20πt   (S.I.) . 

Η εξίσωση λοιπόν της  στιγµιαίας απόστασης των σηµείων ∆ και Ε  θα βρεθεί µε την 

βοήθεια του Π.Θ. και θα είναι   D΄=√{(∆χ)2 + ψΕ2} = √{(0,04)2 + 0,032.ηµ220πt}  

(S.I.) 



Στάσιµο κύµα. Στοιχεία και γραφικές παραστάσεις 

Ένα τεντωµένο σχοινί εκτείνεται στην διεύθυνση του άξονα Οχ. Με κατάλληλη 

διαδικασία, κατά µήκος του σχοινιού δηµιουργείται στάσιµο κύµα µε κοιλία στην 

θέση  x=0.Tη χρονική στιγµή t=0 το σηµείο στο x=0 έχει µέγιστη θετική ταχύτητα. H 

γραφική παράσταση της ταχύτητας των διαφόρων σηµείων της χορδής σε συνάρτηση 

της θέσης δίνεται από της παρακάτω γραφική παράσταση την στιγµή t=0. 

Η γραφική παράσταση της αποµάκρυνσης ενός σηµείου που βρίσκεται στην θέση 

x=4m σε συνάρτηση µε το χρόνο  είναι  

Να βρεθούν: 

Α)   Η εξίσωση του στάσιµου κύµατος 

Β)   Να βρεθεί  η εξίσωση της ταχύτητας  ταλάντωσης  ενός σηµείου που βρίσκεται 

στη θέση χ=7m 

Γ)   Να βρεθεί   η εξίσωση της επιτάχυνσης του σηµείου που βρίσκεται στη θέση 

χ=3m 



∆)   Να χαραχθεί ένα στιγµιότυπο  µέχρι χ=16m του στάσιµου κύµατος την χρονική 

στιγµή t=kT+T/12   όπου k=0,±1±2±3 … Ποιά η κατεύθυνση της ταχύτητας 

των σηµείων που βρίσκονται στις θέσεις  x1=3m  , x2=5m  , χ3=7m και χ4=9m 

τις παραπάνω στιγµές. 

E) Να δοθεί η γραφική παράσταση του πλάτους των διαφόρων σηµείων της

χορδής από το x=0 µέχρι χ=16m.

Απάντηση: 

A)Από την γραφική παράσταση της ταχύτητας βλέπουµε την µέγιστη ταχύτητα του 

σηµείου x=0  που είναι κοιλία Vmax=0,4π m/sec. Aρα  Vmax =ω.2A (1). To σηµείο 

χ=2m δεν έχει ταχύτητα  ταλάντωσης  άρα είναι δεσµός του στάσιµου κύµατος  και 

µάλιστα ο πρώτος δεσµός. Αρα λ/4=2   λ=8m. 

Για το σηµείο x=4m  η εξίσωση του στάσιµου θα δώσει  ψ4=2Ασυν2π.4/8.ηµ2πt/T =-

2Aηµ2πt/T   Από την γραφική παράσταση λοιπόν παρατηρούµε ότι 2 Α=0.04 και 

Α=0,02m  και από την σχέση  (1)  ω= 10π r/sec. 

H εξίσωση του στάσιµου κύµατος θα είναι: 

ψ=0,04συνπχ/4 .ηµ10πt   (S.I.) 

B)H  αποµάκρυνση του σηµείου χ=7m  δίνεται από την σχέση: 

ψ7=0,04συν7π/4.ηµ20πt = 0,02√2 ηµ10πt  (S.I.) 

H εξίσωση  της ταχύτητας θα είναι: 

u7=0,02√2.10πσυν10πt=0,2π√2 συν10πt  (S.I.) 

Γ) H  αποµάκρυνση του σηµείου χ=3m  δίνεται από την σχέση: 

ψ3=0,04συν3π/4.ηµ10πt = -0,02√2 ηµ10πt  (S.I.) 

 H εξίσωση  της επιτάχυνσης θα είναι 

α3=-ω2.ψ3=2π2√2ηµ10πt  (S.I.) 



∆)Oλα τα σηµεία του στάσιµου κύµατος σε χρόνο kT επιστρέφουν στην θέση 

ισορροπίας τους δηλαδή πάνω στην ευθεία Οχ. Σε χρόνο Τ/12   το σηµείο χ=0 θα έχει 

φτάσει στη θέση  ψΟ=2Αηµπ/6=Α=0,02m. To στιγµιότυπο θα είναι   

Ολα  τα σηµεία του στάσιµου κύµατος που ταλαντώνονται  την χρονική στιγµή 

T/12<T/4  αποµακρύνονται από την θέση ισορροπίας για αυτό και  έχουν τις 

κατευθύνσεις που φαίνονται στο σχήµα. 

Ε)Η εξίσωση του πλάτους ταλάντωσης για τα στάσιµα δίνεται από την εξίσωση 

Α΄=│2Ασυν2πχ/λ│=│0,04συνπχ/4│ 

Η γραφική  παράσταση του πλάτος των διαφόρων σηµείων του στάσιµου θα είναι 



Ροπή αδράνειας και κίνηση ενός στερεού σχήµατος Τ. 

∆ύο ράβδοι ίδιας µάζας Μ=3kg  και ίδιου µήκους  L=1m συγκολλούνται 

σχηµατίζοντας  ανάποδο Τ όπως στο παρακάτω σχήµα. 

Το σύστηµα ισορροπεί κατακόρυφα µε το κέντρο µάζας της κάθε ράβδου αλλά και το 

καρφί να βρίσκονται στην ίδια κατακόρυφο. Ασκώντας στο κέντρο µάζας της αρχικά 

κατακόρυφης ράβδου σταθερή δύναµη F=200/π Ν η οποία είναι συνεχώς κάθετη 

στην ράβδο το σύστηµα αρχίζει να περιστρέφεται γύρω από το καρφί. 

Α)  Να βρεθεί η ροπή αδράνειας του συστήµατος των δύο ράβδων γύρω από τον 

άξονα περιστροφής του 

Β)   Να βρεθεί η κινητική ενέργεια του συστήµατος  καθώς και η γωνιακή 

επιτάχυνση-επιβράδυνση όταν το σύστηµα έχει διαγράψει γωνία 90ο σε σχέση 

µε την αρχική του θέση. 

Γ)  Σε κάποια θέση και ενώ το σύστηµα ανεβαίνει καταργούµε την δύναµη. 

Αν θέλουµε τελικά το σύστηµα να ισορροπήσει σχηµατίζοντας ένα κανονικό 

κατακόρυφο “T’’  µέχρι  ποια γωνία σε σχέση µε την αρχική κατακόρυφη θέση 

θα πρέπει να ενεργήσει η δύναµη. 

∆ίνεται για την κάθε ράβδο το Icm=1/12M.L2. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Α)Το σύστηµα αποτελείται από δύο ράβδους που περιστρέφονται γύρω από το καρφί 

που βρίσκεται στο άκρο της µίας και απέχει από το κέντρο µάζας της µίας κατά  L/2  

και από το κέντρο µάζας της άλλης κατά L.Εφαρµόζοντας λοιπόν κανόνα του Στάινερ 

για το σύστηµα θα έχουµε: 

Ι=1/12 Μ·L2+M(L/2)2 +1/12 M·L2+ML2=4,25kg.m2. 



B)Με την βοήθεια της Α∆Ε από την αρχική θέση µέχρι το σύστηµα να διαγράψει 

γωνία 90ο θα έχουµε  WF=Kσυστ +UW1+UW2     άρα   

200/π.2π.0,5/4=Κσυστ+3.10.0,5+3.10.1   άρα  Κσυστ=5J 

Με βάση τον νόµο του Νεύτωνα για την στροφική κίνηση και για γωνία διαγραφής 

90ο  για το σύστηµα θα έχουµεQ 

F·L/2 –Mg·L/2 –M·g·L=I ·αγων   άρα 

 αγων≈-3r/sec2. ∆ηλαδή το σύστηµα εκείνη την στιγµή επιβραδύνει στροφικά 

ανεβαίνοντας.  

Γ)Για να ισορροπήσει το σύστηµα σχηµατίζοντας κανονικό κατακόρυφο ‘’Τ’’  θα  

πρέπει στην τελική θέση να µην έχει κινητική ενέργεια και η συνισταµένη των ροπών 

να είναι ίση µε το µηδέν. Με την βοήθεια και πάλι της Α∆Ε από την αρχική στην 

τελική θέση θα πρέπει  WF= +UW1΄+UW2΄  άρα    

F·Lθ/2 =Μg·L+Mg·2L     άρα θ=0,9π rad. 

Στην ανώτερη θέση τα αποστήµατα των βαρών των δύο ράβδων είναι 0 άρα Στ=0. 

Αρα το σώµα δεν έχει  κινητική ενέργεια στο ανώτερο σηµείο και σε εκείνο το 

σηµείο ισχύει  και Στ(Ο)=0 άρα το σύστηµα θα ισορροπεί.   



Ράβδος-κρούση-πλάγιο ελατήριο 

Στο παρακάτω σχήµα η ράβδος  ΑΓ έχει µάζα M=1Kg µήκος  

l=0,45m  και ισορροπεί κατακόρυφα µε την βοήθεια οριζόντιο καρ-

φιού που βρίσκεται στο σηµείο Α και κατακόρυφου ιδανικού ελατη-

ρίου σταθερά Κ=100Ν/m και φυσικού µήκους lo=0,15m που ακλό-

νητα στερεωµένο στο έδαφος. Η ράβδος µπορεί να περιστρέφεται 

χωρίς τριβές γύρω από το οριζόντιο καρφί  που διέρχεται από το 

σηµείο Α. Το µέτρο της  δύναµη που δέχεται η ράβδος από το καρφί 

στην αρχική θέση ισορροπίας  του συστήµατος είναι F=10N. Ση-

µειακό σώµα µάζας m=0,2Kg κινείται µε οριζόντια  ταχύτητα  µέτρου u και σφηνώ-

νεται ακαριαία στο άκρο Γ της ράβδου. Μετά την κρούση η ράβδος µόλις και φτάνει 

στην οριζόντια θέση. Να βρεθούν: 

Α) Η αρχική επιµήκυνση του ελατηρίου 

Β) Το µέτρο της ταχύτητας u του σηµειακού σώµατος 

Γ) Το µέτρο του ρυθµού µεταβολής της στροφορµής  του συστήµατος ράβδος-

σηµειακό σώµα µόλις η ράβδος γίνει οριζόντια 

∆) Το  µέγιστο µέτρο της ταχύτητας του σηµειακού σώµατος κατά την περιοδική 

κίνηση του συστήµατος. 

Για την ράβδο η ροπή αδράνειας δίνεται από τη σχέση IA=Μl2/3 και η επιτάχυνση της 

βαρύτητας g=10m/sec2 

AΠΑΝΤΗΣΗ 

Α)  Επειδή η ράβδος ισορροπεί για την ισορροπία στον κατακόρυφο άξονα θα έχου-

µε ΣFψ=0 άρα Μg=Fκαρ + Fελ  άρα Fελ=0 άρα και η συσπείρωση του ελατηρίου 

xελ=0. 

Β) Με την βοήθεια της Α∆Σ για την κρούση του σηµειακού σώµατος µε τη ράβδο θα 

έχουµε 

mul=(1/3Ml2+ml2)ω (1) 

Με την βοήθεια της Α∆Ε από την αρχική θέση της ράβδου µέχρι την τελική οριζόντια 

θέση αν ορίσουµε  επίπεδο µηδενικής δυναµικής ενέργειας το οριζόντιο επίπεδο που 

διέρχεται α σηµείο της ράβδου Γ  όταν αυτή ισορροπεί κατακόρυφη θα έχουµε  

½ (1/3 Μl2 +ml2)ω2  + Μgl/2=1/2 Κ∆l2 +Mgl +mgl   (2) 



Mε τη βοήθεια του ΠΘ θα βρούµε την επιµήκυνση του ελατηρίου 

( l0+∆l)2=√{l2+(l+l0)
2} θα βρούµε ∆l=0,6m. 

Με τη βοήθεια σχέσεων (1) και (2) θα προκύψει u=√564≈23,75m/sec 

Γ) Ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής του συστήµατος τη στιγµή που η ράβδος 

θα γίνει οριζόντια θα δίνεται από την σχέση ∆L/∆t=Mgl/2 + mgl 

+Fελψl=51,15N.m 

∆)  Το σηµειακό σώµα θα έχει την µέγιστη γραµµική του ταχύτητα στο χαµηλότερο 

σηµείο της κίνησης του εκεί όπου η δυναµική ενέργεια του συστήµατος είναι η 

ελάχιστη. Αυτό συµβαίνει την στιγµή αµέσως µετά την κρούση. Με την βοήθεια 

της σχέσης (1) θα βρούµε ω= 5√564/6m/sec  και η γραµµική ταχύτητα του ση-

µειακού σώµατος u=ω.l=0,375√564≈8,9m/sec 



Μια ράβδος και δύο σώματα. 

Η ράβδος AΓ του παρακάτω σχήματος έχει μάζα Μ= 4Κg και μήκος L=4 m.Στο άκρο Γ της 

ράβδου είναι   κολλημένο σώμα μάζας  m1=0,5Kg  και μέσω ιδανικού  κατακόρυφου 

ελατηρίου σταθεράς Κ=  200Ν/m ισορροπεί δεύτερο σώμα μάζας m2= 0,5 kg  όπως φαίνεται 

στο παρακάτω σχήμα 

m1

m2

A ∆
Γ

Η ράβδος ισορροπεί οριζόντια με την βοήθεια δύο υποστηριγμάτων στα σημεία Α και Δ με 

την απόσταση ΑΔ=3  m.Την χρονική στιγμή t=0  το σώμα μάζας m2 εκτοξεύεται κατακόρυφα 

προς τα πάνω με αρχική ταχύτητα U0.To σύστημα μόλις και καταφέρνει να μην χάνει την 

επαφή του με το σημείο Α του υποστηρίγματος. Να βρεθούν: 

A) H αρχική ταχύτητα U0

B) Οι χρονικές εξισώσεις των κατακόρυφων δυνάμεων που δέχεται η ράβδος από τα

υποστηρίγματα Α και Δ. Μπορεί να χαθεί η επαφή της ράβδου με το υποστήριγμα Δ.

Γ)   Θα μπορούσε να εξελιχθεί το φαινόμενο χωρίς το σώμα m1 να είναι κολλημένο στο 

σημείο Γ; 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

A)Για να μην χαθεί οριακά η επαφή στο σημείο Α θα πρέπει η δύναμη επαφής στο σημείο Α

οριακά να μηδενιστεί.Με την βοήθεια της συνθήκης ισορροπίας για το σύστημα εκείνη την 

στιγμή θα έχουμε  Στ(Δ)=0  άρα   -m1.g.(ΓΔ) –Fελ.(ΓΔ) +Μ.g.(ΚΔ)=0   άρα xελ=35/200 m. 

H αρχική συσπείρωση του ελατηρίου θα βρεθεί από την ισορροπία του σώματος m2   

M2.g=K.xαρχ   άρα xαρχ=5/200 m 

To  μέγιστο πλάτος της ταλάντωσης του σώματος  m1 για να μην συμβαίνει ανατροπή του 

συστήματος θα είναι   A=xελ-xαρχ=0,15m 



H αρχική ταχύτητα του σώματος  μάζας  m2  θα είναι και η μέγιστη ταχύτητα ταλάντωσης 

Αρα Uo=ω.Α=√Κ/m2  .A=3m/sec 

B)Aπό τις συνθήκες ισορροπίας για την ράβδο θα έχουμε

ΝΑ+ΝΔ=Μ.g +m1.g +Fελ (1) 

Στ(Γ)=0   4ΝΑ+ΝΔ.1-Μ.g.2=0   θα βρεθεί 4ΝΑ+ΝΔ=80 (2) 

Από την ταλάντωση του σώματος m2 

Fελ-m2.g=-K.Aημωt (3) 

Aπό τις σχέσεις (1) ,(2) και (3) θα βρεθούν  ΝΑ=10+10ημ20t & ΝΔ=40-40ημ20t (S.Ι.) 

Από την τελευταία σχέση παρατηρούμε ότι  ΝΔ≥0 άρα μόλις και δεν χάνει την επαφή του με 

το υποστήριγμα Δ η ράβδος.  

Γ)Για να συνεχίσει κανονικά το φαινόμενο θα πρέπει το σώμα με μάζα m1 να μην χάνει την 

επαφή του με το σημείο Γ. Για να συμβεί αυτό θα πρέπει Ν1≥0.Από την ισορροπία του 

σώματος μάζας m1 θα έχουμε N1=Fελ+m1.g    άρα Ν1=10-30ημ30t  (3).Aπό την σχέση (3) 

παρατηρούμε ότι η Ν1 παίρνει και αρνητικές τιμές πράγμα άτοπο. Ετσι το φαινόμενο δεν 

μπορεί να εξελιχθεί ομαλά. 



Πλαστική κρούση δύο ράβδων 
Δύο  λεπτοί ράβδοι από σίδηρο έχουν μήκος L1=1,2m  και  L2=4L1  αφήνονται από 

οριζόντια θέση και φτάνουν ταυτόχρονα στην κατακόρυφη θέση τους όπως φαίνεται 

στο παρακάτω σχήμα. 

Οι δύο ράβδοι έχουν κοινό οριζόντιο  άξονα περιστροφής το ανώτερο σημείο της 

κάθε ράβδου. Η μάζα της μικρής ράβδου είναι m1=1kg.Την στιγμή της κρούσης των 

δύο ράβδων μέσω μιας ασφάλειας οι δύο ράβδοι κλειδώνουν μεταξύ τους έτσι ώστε  

το σύστημα να συμπεριφέρεται πλέον σαν μία ράβδος. Να βρεθούν: 

A) Oι μέγιστες  γωνιακές ταχύτητες των δύο ράβδων πριν την πλαστική τους

κρούση

Β)   Η ροπή αδράνειας του συστήματος των δύο ράβδων μετά την πλαστική τους 

κρούση 

Γ)    Το συνημίτονο της μέγιστης γωνίας σε σχέση με την κατακόρυφη που θα 

διαγράψει το σύστημα των δύο ράβδων μετά την πλαστική τους κρούση. 

Δίνεται για την κάθε ράβδο Ιο=1/3Μ.L2. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Α)Η κάθε ράβδος θα έχει μέγιστη γωνιακή ταχύτητα την στιγμή που παύει να υπάρχει 

γωνιακή επιτάχυνση που θα οφείλεται στη ροπή του βάρους της. Αυτό συμβαίνει για 

την κάθε ράβδο στην κατακόρυφη θέση της  κάθε ράβδου. Με την βοήθεια της ΑΔΕ 

για την κάθε ράβδο θα έχουμε : 

Μ.g.L/2=1/2 .1/3.M.L2.ω2   άρα ω=√3.g/L 

και  για τις δύο ράβδους θα έχουμε: 

ω1=5r/s   και  ω2=2,5r/s. 

B)H ροπή αδράνειας του συστήματος των δύο ράβδων θα είναι το άθροισμα των

ροπών αδράνειας της κάθε ράβδου. Η δεύτερη ράβδος που είναι από το ίδιο υλικό με 

την πρώτη θα έχει  τετραπλάσια μάζα γιατί έχει τετραπλάσιο μήκος. Έτσι η ροπή 

αδράνειας του συστήματος θα είναι: 

Ιολ=1/3Μ1.L1
2+1/3M2.L2

2=31,2kg.m2. 



Γ)Για την πλαστική κρούση αν εφαρμόσουμε ΑΔΣ για το σύστημα των δύο ράβδων 

και θεωρώντας  θετική την στροφορμή της  μεγάλης ράβδου θα έχουμε 

Ι2.ω2-Ι1.ω1=Ιολ.ωσυστ 

άρα  ωσυστ≈2,38r/s. 

Για το σύστημα και την εφαρμογή της ΑΔΕ θα πάρουμε: 

Κσυστ=UW1+UW2    άρα 

½.Ιολ.ωσυστ2=Μ1.g.Δh1 +M2.g.Δh2 

με το Δh=L/2 –Lσυνθmax/2 

Θα βρούμε συνθmax=0,13. 



Περιστροφή ράβδου µε µεταβλητή δύναµη. 

Πάνω σε οριζόντιο τραπέζι βρίσκεται  ράβδος µάζας Μ=3Kg και µήκους l=1m.Το 

ένα άκρο της ράβδου Ο είναι  στερεωµένο σε κατακόρυφο άξονα ενώ στο άλλο άκρο 

της ράβδου έχουµε στερεώσει  σώµα µάζας m=1kg που ακουµπάει στο τραπέζι. Η 

ράβδος µπορεί να περιστρέφεται παράλληλα µε το τραπέζι χωρίς να βρίσκεται σε 

επαφή µε αυτό γύρω από τον κατακόρυφο άξονα περιστροφής της Ο.  

Ο συντελεστής τριβής µεταξύ σώµατος m και τραπεζιού είναι µ=0,4. Ασκούµε στο 

σώµα m µεταβλητή δύναµη F=100-10θ (S.I.) κάθετη συνεχώς στην ράβδο και 

παράλληλη προς το τραπέζι. Η γωνία θ είναι η γωνιακή µετατόπιση της ράβδου πάνω 

στο τραπέζι. Η δύναµη F παύει να ασκείται µετά τον µηδενισµό της. Να βρεθούν: 

A) H µέγιστη κινητική ενέργεια  του συστήµατος

Β)  Ο ρυθµός µεταβολής της κινητικής ενέργειας την στιγµή που µηδενίζεται η 

δύναµη 

Γ)  Ο ολική γωνιακή µετατόπιση της ράβδου µέχρι αυτή να σταµατήσει. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας της ράβδου γύρω από τον άξονα περιστροφής της 

Ι=1/3Μl2.  To σώµα m να θεωρηθεί σηµειακό. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

A) Υπάρχουν δύο δυνάµεις που επηρεάζουν τη κίνηση του συστήµατος. Η

µεταβλητή δύναµη και η δύναµη τριβής στο σώµα m. H δύναµη τριβής είναι

Τ=µ.Ν  όπου Ν η κάθετη αντίδραση του δαπέδου στο σώµα m. Aν πάρουµε

την ισορροπία του συστήµατος στον άξονα ψψ΄ µε την συνθήκη των ροπών

ως προς τον άξονα περιστροφής της ράβδου  θα έχουµε



Στ(Ο)=0   άρα  -Μg.L/2 –m.g.L +N.L=0    άρα 

  Ν=25Ν   οπότε 

 Τ=0,4.25=10Ν. 

Η κίνηση λοιπόν του συστήµατος είναι επιταχυνόµενη στροφική µε γωνιακή 

επιτάχυνση που όλο και ελαττώνεται εξαιτίας της ελάττωσης της δύναµης. 

Ο

→

→

Τ

F

κάτοψη 

Όταν τF>τΤ η κίνηση είναι επιταχυνόµενη στροφικά άρα το ω αυξάνει οταν  τF=τΤ  το 

ω παύει να αυξάνει και όταν το τF<τΤ η κίνηση γίνεται  επιβραδυνόµενη στροφικά 

άρα το ω αρχίζει να µειώνεται. Ετσι  µέγιστη γωνιακή ταχύτητα θα έχει το σύστηµα 

ότων τF=τΤ δηλαδή όταν F.l=T.l  δηλαδή όταν 100-10θ=10   άρα θ=9rad. 

Aν εφαρµόσουµε ΘΜΚΕ για το σύστηµα θα πάρουµε 

Wολ=∆Κ     άρα  WτF+WτT=Kmax 

W=495J

100

10

9

τF Nm

θ  rad



 Από το εµβαδό θα υπολογίσουµε το έργο της ροπής δύναµης  WτF=495J   και το 

έργο της ροπής της τριβής  WτΤ=-10.1.9=-90J 

Aρα Κmax=405J 

B)O ρυθµός µεταβολής της κινητικής  ενέργειας δίνεται από τον τύπο ∆Κ/∆t=Στ.ω(1) 

Η µοναδική δύναµη που ασκεί ροπή στο σύστηµα την στιγµή που καταργείται η F 

είναι η δύναµη της τριβής που µάλιστα αφαιρεί ενέργεια από το σύστηµα. Την 

γωνιακή ταχύτητα εκείνη τη στιγµή θα την βρούµε πάλι µε ένα ΘΜΚΕ µέχρι η 

δύναµη  να γίνει  0 δηλαδή 100-10θ=0  άρα θ=10rad. 

Wολ=∆Κ     άρα  WτF+WτT=K 

W=500J

100

10

10

τF Nm

θ  rad

Από το εµβαδό θα υπολογίσουµε το έργο της ροπής δύναµης  WτF=500J   και το έργο 

της ροπής της τριβής  WτΤ=-10.10=-100J.H ροπή αδράνειας του συστήµατος θα 

είναι: 

Ιολ=1/3ΜL2+mL2=2kg.m2. 

Aρα  500-100=1/2 ·2·ω
2  άρα  ω=20rad/sec. 

Από την (1) θα έχουµε: 

∆Κ/∆t=-10.1.20=-200J/sec. 

Γ) Aν εφαρµόσουµε ΘΜΚΕ για το σύστηµα µέχρι αυτό να σταµατήσει  θα πάρουµε 

Wολ=∆Κ     άρα  WτF+WτT=0   άρα 500-10.1.θ=́0  άρα θ΄=50rad. 



Περιστροφή µέχρι πότε; 

O κύλινδρος του παρακάτω σχήµατος έχει µάζα m=2Κg  και ακτίνα R=0,1m.To 

νήµα µπορεί να ξετυλίγεται από τον κύλινδρο και να είναι συνεχώς παράλληλο και 

τεντωµένο  µε το oριζόντιο επίπεδο που παρουσιάζει τριβές µε συντελεστή τριβής 

µ=0,1.Την στιγµή t=0 ασκούµε στο κέντρο του κυλίνδρου σταθερή οριζόντια 

δύναµη µέτρου F=10N µε αποτέλεσµα ο κύλινδρος να αρχίσει να κινείτε 

περιστρεφόµενος  αριστερόστροφα , ενώ η ταχύτητα (ως προς ακίνητο 

παρατηρητή) του σηµείου επαφής µε το νήµα είναι συνεχώς µηδενική. 

Tην χρονική στιγµή t1=5sec  το νήµα κόβεται ενώ τη χρονική στιγµή t2=10sec ο 

κύλινδρος µπαίνει σε λείο οριζόντιο επίπεδο. 

Να βρεθούν: 

Α)Η γραφική παράσταση της γωνιακής ταχύτητας του κυλίνδρου σαν συνάρτηση 

του χρόνου και µε την βοήθεια αυτής να βρεθεί η συνολική γωνιακή 

µετατόπιση του κυλίνδρου. 

Β)Η γραφική παράσταση του ρυθµού µεταβολής της κινητικής ενέργειας του 

κυλίνδρου σαν συνάρτηση του χρόνου. Τι εκφράζει το περικλειόµενο εµβαδό 

ανάµεσα στην καµπύλη και τον άξονα των χρόνων;  

Γ)  Tο ποσοστό της ενέργειας που µεταφέρεται στον κύλινδρο µέσω του έργου 

της δύναµης F, το οποίο µετατράπηκε σε θερµική ενέργεια και ελευθερώθηκε 

στο περιβάλλον έως τη χρονική στιγµή t2=10s 

Για τον κύλινδρο Ιcm=0,5·M·R2. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Α)Η ταχύτητα επαφής του κυλίνδρου µε το νήµα είναι συνεχώς 0 ενώ η ταχύτητα 

επαφής του κυλίνδρου µε το οριζόντιο επίπεδο θα είναι 2Ucm. Ετσι θα αναπτυχθεί 

δύναµη τριβής ολίσθησης µε φορά προς τα πίσω. Από τους νόµους της κίνησης για 

την µεταφορική και περιστροφική κίνηση θα έχουµε 

 

F-T-µ.m.g=m.a1  (1) 

T.R-µ.m.g.R=0,5.m.R2.αγων1 (2) 

µετά από πράξεις θα βρούµε a1=2m/sec
2  και αγων1=20r/sec

2. 

Tην στιγµή t=5sec το νήµα κόβεται µε αποτέλεσµα  η ροπή της τριβής ολίσθησης 

να επιβραδύνει στροφικά το σώµα. Από τους νέους νόµους για την νέα κίνηση του 

κυλίνδρου θα έχουµε  



F—µ.m.g=m.a2   άρα a2=4m/sec
2  και  

µ.m.g.R=0,5.m.R2.αγων2 

άρα αγων2=20r/sec
2. 

 

Tην χρονική στιγµή t2=10sec που ο κύλινδρος µπαίνει στο λείο επίπεδο παύουν 

πλέον να υπάρχουν τριβές. Αρα από την νέα εξισώση κίνησης µόνο για την 

µεταφορική κίνηση θα έχουµε: 

F=m.a3   άρα 

 a3=5m/sec
2. 

H γωνιακή ταχύτητα θα δίνεται από την σχέση για την αρχική κίνηση του 

κυλίνδρου   ω=αγων1.t=20t   για 0≤t≤5  (S.I) και  

                  ω=ωο-αγων2.t΄=100-20.t΄  µε t΄=t-5   για 5≤t≤10 (S.I.)   

 

Η γραφική παράσταση θα είναι   

Το περικλειόµενο εµβαδόν  εκφράζει την συνολική γωνιακή µετατόπιση του 

κυλίνδρου µιας και την στιγµή t2=10s  ο κύλινδρος παύει πλέον να εκτελεί 

στροφική κίνηση. 

Αρα θ=Ε=100·10/2=500rad 

 

Β)Ο ρυθµός µεταβολής της κινητικής ενέργεια δίνεται από την σχέση 

∆Κ/∆t=ΣF.U +Στ.ω=m.a1.a1.t +I.αγων1.αγων1.t=12.t  0≤t≤5  (S.I.) 

Mόλις όµως κοπεί το νήµα η κίνηση είναι επιταχυνόµενη µεταφορική αλλά 

επιβραδυνόµενη στροφική έτσι ο ρυθµός µεταβολής κινητικής ενέργειας 

∆Κ/∆t=ΣF.U - Στ.ω=m.a2.(Uo+a2.t΄) -I.αγων2.(ω0-αγων2.t΄)=60+36t΄  0≤t΄≤5  

(S.I.) όπου t΄=t-5  και µε αντικατάσταση  

∆Κ/∆t=36t-120  5≤t<10  (S.I.) 



Mετά την χρονική στιγµή t2=10s ο κύλινδρο παύει να περιστρέφεται και εκτελεί 

µόνο µεταφορική κίνηση άρα  

∆Κ/∆t=ΣF.U=10(30+5.t΄΄)=50t-200  t>10  (S.I.) 

 

Η γραφική παράσταση θα έχει τη µορφή 

0 5 10 t(s)

60

240

300

dK

dt
J/s

 

To περικλειόµενο εµβαδόν εκφράζει το συνολικό έργο όλων των δυνάµεων που 

ασκούνται στο σώµα και για το πρώτα 10sec είναι: 

Woλ=60.5/2 +(60+240).5/2=900j 

 

Γ) Με την βοήθεια του νόµου του διαστήµατος για την επιταχυνόµενη κίνηση στα 

πρώτα 5 sec x1=1/2.a1.t1
2=25m ενώ για τα επόµενα 5sec από τον ίδιο νόµο θα 

έχουµε x2=Uo.t2+1/2.a2.t2
2=100m 

Aρα WF=F.xολ=10.125=1250J 

Aρα µε βάση το ολικό έργο WF+WT=Wολ  άρα WT=-350J   

Το ίδιο θα µπορούσε να προκύψει και αν προσθέταµε τα έργα της τριβής για την 

παραπάνω διαδικασία: 

WT1=-T.2x1=-100J  

 WT2=-T.x2=-200J   

WTτ=-T.R.θ=-50J 

Aρα WΤολ=-350J 

                                     Π=|-350|/1250 .100%=28% 



Περιστροφή δίσκου, γύρω από καρφί. 

 L  Ρ   Ρ  R 

 Χχ΄ 

Στο παραπάνω σχήμα λεπτότατο καρφί αμελητέας μάζας έχει μήκος L=1m και μπορεί να 

περιστέφεται ελεύθερα και οριζόντια χωρίς τριβές γύρω από κατακόρυφο άξονα χχ΄. Η 

άλλη άκρη του καρφιού  είναι περασμένη στο κέντρο ομογενούς λεπτότατου δίσκου μάζας 

M=1K και ακτίνας R=1m. Ασκούμε στο κέντρο του δίσκου σταθερή οριζόντια δύναμη 

μέτρου F=1,75/π  N  συνεχώς κάθετη στο καρφί. Σε όλη την διάρκεια της κίνησης ο δίσκος 

κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει. Να βρεθεί η ταχύτητα του κέντρου μάζας του δίσκου μετά την 

εκτέλεση μίας πλήρης περιστροφής του καρφιού. Δίνεται   για τον λεπτό δίσκο ότι  

Icm=0,5∙M∙R
2
. Να θεωρηθεί γνωστό το θεώρημα των καθέτων αξόνων που λέει : Η ροπή 

αδράνειας επίπεδου στερεού ως προς άξονα z κάθετο στο επίπεδό του, ισούται με το 

άθροισμα των ροπών αδράνειας ως προς δύο οποιουσδήποτε κάθετους μεταξύ τους άξονες 

x,ψ που βρίσκονται στο επίπεδο του σώματος και τέμνουν κάθετα τον άξονα (Ιz=Ix+Iψ) 

AΠΑΝΤΗΣΗ 

Η  κίνηση του δίσκου είναι διπλή περιστροφική. Μία γύρω από το καρφί και μία γύρω από 

τον άξονα xx΄. Ετσι η κινητική ενέργεια του δίσκου αποτελείται από την κινητική ενέργεια 

λόγω περιστροφής γύρω από κέντρο μάζας του με άξονα το καρφί και της κινητικής λόγω 

περιστροφής γύρω από τον κατακόρυφο άξονα xx΄ 

Κολ=1/2.Icm.ω1
2
 + ½.Ιxx΄.ω2

2

Με βάση το θεώρημα των κάθετων αξόνων   Ιz=Ix+Iψ και λόγω συμμετρίας του δίσκου Ιx=Iψ 

Άρα 

½.Μ.R
2
=2Ix    άρα Ιx=1/4.M.R

2
 

και με βάση τον κανόνα του Steiner: 

Ixx΄=Ιx+M.L
2 

=1/4.M.R
2
  + M.L

2
 . 

Mε αντικατάσταση ω1=Ucm/R  και  ω2=Ucm/L  θα βρούμε μετά από πράξεις 



Κολ=Μ.Ucm
2
(R

2
/4L

2
 +3/2)/2 

Mε την βοήθεια της ΑΔΕ θα έχουμε  WF=Koλ 

άρα F.2π.L= Μ.Ucm
2
(R

2
/4L

2
 +3/2)/2 

 μετά από πράξεις Ucm=2m/sec. 



Περιοδική κίνηση ράβδου και δύο σωμάτων. 

Στο παρακάτω σχήμα τα ελατήρια έχουν σταθερές Κ1=100Ν/m  και Κ2=25Ν/m  και είναι 

στερεωμένα σε ένα κοινό σημείο Ο πάνω σε οριζόντιο τραπέζι σχηματίζοντας γωνία 90
ο
 . 

Τα  σημειακά σώματα έχουν   ίσες μάζες M1=M2 και είναι δεμένα στα άκρα των δύο 

ελατηρίων. Ράβδος μάζας Μ και μήκους L=2lo=1m όπου lo το φυσικό μήκος των ελατηρίων 

ισορροπεί πάνω στα τραπέζι και μπορεί να περιστρέφεται οριζόντια γύρω από κατακόρυφο 

καρφί που βρίσκεται στο κέντρο της ράβδου. Αρχικά η ράβδος  ισορροπεί ενώ είναι 

παράλληλη με τον άξονα του ελατηρίου με σταθερά Κ2 βρισκόμενη σε επαφή με το σώμα 

μάζας Μ1. Συσπειρώνουμε το ελατήριο σταθεράς Κ1 κατά Α=0,1m και  τη χρονική στιγμή t=0 

αφήνουμε το σώμα μάζας Μ1 ελεύθερο. Αν  η κάθε κρούση μεταξύ των σφαιρών και της 

ράβδου είναι ελαστική και αμέσως μετά την κρούση κινείται ένα μόνο σώμα ( είτε η ράβδος 

είτε οι μάζες Μ1,Μ2) να βρεθούν: 

Α)  H σχέση ανάμεσα στις μάζες των σωμάτων και στη  μάζα της ράβδου. 

Β)  H περίοδος της κίνησης που θα εκτελέσει το σύστημα αν η μάζα της ράβδου είναι 

Μ=3Kg. 

Γ)  Οι γραφικές παραστάσεις των ταχυτήτων των σωμάτων M1&M2  και της γωνιακής 

ταχύτητας της ράβδου σαν συνάρτηση με το χρόνο και για χρόνο 0,8πsec. 

Ιcm=1/12∙M∙L
2
 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

A)Με την βοήεια της ΑΔΣ και της ΑΔΕ για κάθε κρούση θα έχουμε

Μ1.U.L/2=1/12.M.L
2
.ω  (1)

½.Μ1.U
2
=1/2.1/12.M.L

2
.ω

2
 (2)

Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει εύκολα Μ=3M1 

B)H ταχύτητα του σώματος M1 θα είναι η μέγιστη ταχύτητα και θα βρεθεί από την σχέση

U=√K/M1.A=1m/sec. Aπό την σχέση (1) μετά από πράξεις το ω=2r/sec.H ράβδος κινείται  

χωρίς τριβές πάνω στο τραπέζι άρα θα εκτελέσει περιστροφική κίνηση με σταθερή γωνιακή 



ταχύτητα ω=2r/sec μέχρι να καλύψει γωνία φ=90
o
 και να συγκρουστεί και πάλι ελαστικά με 

τη δεύτερη μάζα Μ2.Στην συνέχεια η μάζα M2 θα εκτελέσει γ.α.τ. και σε χρόνο t=T2/2 θα 

επιστρέψει στο ίδιο σημείο και θα ξαναγίνει  πάλι η ελαστική κρούση. Η ράβδος θα 

αποκτήσει και πάλι την ίδια κατά μέτρο γωνιακή ταχύτητα ω και θα συγκρουστεί και πάλι 

με την μάζα Μ1.Ετσι συνολικά η περίοδος της περιοδική κίνησης θα είναι 

Τ=Τ1/2 +Τ2/2 +2θ/ω= π/10 +π/2 +π/5=0,8π sec 

Γ) H εξίσωση της ταχύτητας για το σώμα M1 θα δίνεται από την σχέση 

Η εξίσωση της γωνιακής ταχύτητα για τη ράβδο 

Η εξίσωση της ταχύτητας για το σώμα M2 θα δίνεται από την σχέση 

Αρα οι γραφικές παραστάσεις θα είναι: 

 0 0≤t<3π/10 

υ2=  1.συν(5t-3π/2)  3π/10<t<π/2 

0 π/2<t<0,8π 

 0  0≤t<π/20 

 - 2  π/20<t<3π/10 

ω=  0  3π/10<t<π/2 

 2  π/2<t<3π/4 

 0  3π/4<t<0,8π 

 1.συν(10t+π/2)  0≤t<π/20 

υ1=  0  0<t<3π/4 

 1.συν(10t-15π/2)      3π/4<t<0,8π 





Περιοδική κίνηση 

Στο παρακάτω σχήμα  κύβος  ακμής a=0,2m  και η σφαίρα έχουν ίσες μάζες Μ1=Μ2=1Kg 

βρίσκονται σε επαφή και τα ελατήρια έχουν το φυσικό τους μήκος. Το οριζόντιο επίπεδο 

είναι λείο και τα ελατήρια έχουν σταθερές Κ1=Κ2=100Ν/m. To ελατήριο Κ1 είναι δεμένο στο 

κέντρο της  σφαίρας κατά τέτοιο τρόπο που η σφαίρα να μπορεί να περιστρέφεται γύρω 

από οριζόντιο άξονα που περνάει από το κέντρο της. 

k2
k1

Συσπειρώνουμε το ελατήριο Κ1 κατά x1=0,1m και με τη βοήθεια στιγμιαίας ροπής ζεύγους 

δίνουμε στη σφαίρα που έχει ακτίνα R=0,1m γωνιακή ταχύτητα ω0=10r/sec με φορά όπως 

και η φορά του ρολογιού. Την στιγμή t=o η σφαίρα αφήνεται ελεύθερη. Αν η κρούση των 

δύο στερεών είναι κεντρική και ελαστική και διαρκεί ελάχιστα να βρεθούν: 

A) Oι γραφικές παραστάσεις των απομακρύνσεων των δύο  κέντρων μαζών των στερεών

σωμάτων σαν συνάρτηση του χρόνου αν θετική φορά θεωρηθεί η φορά της αρχικής

ταχύτητα του κέντρου μάζας της σφαίρας  και θέση x=0 για το κάθε σώμα η αρχική

θέση ισορροπίας του κέντρου μάζας τους.

Β)   H  περίοδος του παραπάνω περιοδικού φαινομένου. 

Γ)   H γωνιακή  μετατόπιση της σφαίρας μέχρι τη στιγμή που θα αποκτήσει η σφαίρα για 

δεύτερη φορά τη μέγιστη κινητική της ενέργεια. Πόση είναι αυτή η μέγιστη κινητική 

ενέργεια της σφαίρας; 

Δ)   Aν υπάρχουν  χρονικές στιγμές  που η σφαίρα να φαίνεται ότι κυλάει χωρίς να 

ολισθαίνει. Πότε συμβαίνει αυτό για πρώτη φορά; 

Για τη σφαίρα Ιcm=0,4M.R
2
. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

A)Eπειδή το οριζόντιο επίπεδο είναι λείο δεν υπάρχει δύναμη που να μπορεί να προκαλέσει

ροπή στην σφαίρα. Ετσι η σφαίρα θα εκτελεί ομαλή στροφική κίνηση με σταθερή γωνιακή 

ταχύτητα ωο και ταυτόχρονα το κέντρο μάζας της θα εκτελεί Γ.Α.Τ. μέχρι να γίνει η πρώτη 

κρούση. Εκεί η κρούση  είναι κεντρική-ελαστική άρα και οι δυνάμεις την στιγμή της 

κρούσης δεν μπορούν να προκαλέσουν ροπή. Έτσι η στροφική της κατάσταση δεν θα 

αλλάξει. Τα δύο σώματα επειδή έχουν ίδιες μάζες θα ανταλλάξουν  τα κέντρα μάζας τους 

γραμμικές ταχύτητες. Η κρούση αυτή θα ξανασυμβεί όταν ο κύβος θα επιστρέψει στην 

θέση ισορροπίας του και το φαινόμενο θα επαναλαμβάνεται. Η περίοδος  ταλάντωσης του 

κάθε κέντρου μάζας αν ήταν ολοκληρωμένη θα ήταν  T1=T2=2π√Μ/Κ=π/5sec.To πλάτος 



ταλάντωσης του κάθε κέντρου μάζας θα είναι Α1=Α2=x1=0,1m  έτσι η γραφική παράσταση 

της απομάκρυνσης του κέντρου μάζας του κάθε σώματος θα δίνεται από την παρακάτω 

γραφική παράσταση 

B)H περίοδος της παραπάνω κίνησης είναι Τ=Τ1/2 +Τ2/2=π/5 sec

Γ)Η σφαίρα αποκτά μέγιστη κινητική ενέργεια στην θέση ισορροπίας  και ενώ το κέντρο 

μάζας της έχει ταχύτητα υcm . Πρώτη φορά αυτό συμβαίνει όταν φτάνει στην ΘΙΤ  δηλαδή 

την στιγμή t1=π/20 sec ενώ δεύτερη φορά συμβαίνει αμέσως μετά την δεύτερη κρούση με 

τον κύβο δηλαδή την χρονική στιγμή t2=3π/20 sec.H σφαίρα σε όλη την παραπάνω χρονική 

διάρκεια εκτελεί και ομαλή στροφική κίνηση με σταθερή γωνιακή ταχύτητα την ωο. Αρα   

θ=ωο.t2= 3π/2  rad 

Κmax=Kπερ +Κμετ= ½.Ι.ωο
2
 +1/2 .Μ.Ucmmax

2
=0,7J 

Δ)Η σφαίρα για να κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει στιγμιαία θα πρέπει το κατώτερο σημείο 

της να έχει συνολική ταχύτητα 0.Θα πρέπει  να ισχύει ΙUcmΙ=ΙUπερΙ =ωο.R=1m/sec.H 

μέγιστη ταχύτητα του κέντρου μάζας είναι Ucmmax=ω.Α=1m/sec.Παρατηρώ το σώμα θα 

φαίνεται ότι κυλάει χωρίς να ολισθαίνει μόνο την στιγμή πριν γίνει η κρούση της σφαίρας 

με τον κύβο και ενώ η σφαίρα κινείται προς τα δεξιά. Αυτό δεν συμβαίνει και στην δεύτερη 

κρούση γιατί τότε η συνολική ταχύτητα είναι Uκατ=Ucmmax+Uπερ=2m/sec.Ετσι αυτό θα 

συμβαίνει τις χρονικές στιγμές 

t=T1/4 + k.T     άρα για πρώτη φορά  t4=π/20 sec. 



Ο κύλινδρος ολισθαίνει και τελικά κυλίεται 

Πάνω σε ένα οριζόντιο επίπεδο µε συντελεστή στατικής-οριακής  τριβής µs=µ=0,5   

ισορροπεί κύλινδρος µάζας Μ=4kg και ακτίνας R=0,1m. Στο κέντρο του κυλίνδρου 

αρχίζει να εφαρµόζεται  µεταβλητή  οριζόντια δύναµη F=100-10x (S.I)  όπου x η 

µετατόπιση του κέντρου µάζας του κυλίνδρου αν την στιγµή t=0 βρισκόταν  στην 

θέση x=0. 

A) Nα εξηγηθεί η κίνηση που θα εκτελέσει το σώµα.

Β)  Nα βρεθεί η ταχύτητα του κέντρου µάζας του κυλίνδρου όταν αρχίζει η καθαρή 

κύλιση. 

Γ)  Να βρεθεί το συνολικό έργο της τριβής µέχρι ο κύλινδρος να αρχίσει την 

καθαρή κύλιση.  

∆)  Να βρεθεί η ταχύτητα του κέντρου µάζας του κυλίνδρου όταν η δύναµη θα 

µηδενισθεί.  

H ροπή αδράνειας του κυλίνδρου γύρω από το κέντρο µάζας του είναι Ιcm=0,5MR2. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Α)   Αν υποθέσουµε ότι ο κύλινδρος εκτελούσε σύνθετη κίνηση θα έπρεπε  από τους 

νόµους του Νεύτωνα για την µεταφορική και περιστροφική κίνηση να πάρουµε: 

F-Tστ=Μ.acm  (1)  και Τστ.R=0,5M.R2.aγων=0,5Μacm (2) 

Aν διαιρέσουµε την (1) µε την (2) θα έχουµε   

(F-Tστ)/Τστ=2 

άρα F=3Τστ   άρα 

Τστ=(100-10x)/3 (S.I) 

Αρα για x=0 

Τστ=100/3 Ν. 

Αυτό όµως δεν µπορεί να συµβεί γιατί δεν ισχύει η συνθήκη κύλισης δηλαδή  

Τστ<µ.Ν. Ετσι το σώµα δεν κυλίεται αλλά εκτελεί επιταχυνόµενη µεταφορική κίνηση 



εξαιτίας της  συνολικής δύναµης ΣFx και επιταχυνόµενη στροφική κίνηση εξαιτίας 

της τριβής ολίσθησης. Με τους παραπάνω νόµους  

F-µ.Ν=Μacm  → 100-10x -20=4acm και άρα acm=20-2,5x (S.I). 

Για την στροφική κίνηση θα έχουµε: 

Τ.R=0,5M.R2.aγων  άρα  αγων=100r/sec2. 

Παρατηρούµε λοιπόν ότι η acm  µικραίνει ενώ η αγων παραµένει σταθερή για το 

χρονικό διάστηµα που το σώµα ολισθαίνει προσπαθώντας να κυλίσει. Οταν όµως το 

acm γίνει ίσο µε το αγων.R τότε θα αρχίσει η καθαρή κύλιση.  

Ετσι  20-2,5x=100.0,1  άρα x=4m. 

Mε την βοήθεια της Α∆Ε για την µετακίνηση του κυλίνδρου για 4m θα έχουµε   

WF +WTροπης=Kπερ +Κµετ +Qτριβής    το έργο της δύναµης θα βρεθεί από την 

παρακάτω γραφική παράσταση     

 Επειδή το WTροπής=Κπερ θα έχουµε 

 320=1/2ΜUcm2 +µΝ.x   άρα Ucm=√120m/sec. 

Γ)Το έργο της ροπής της δύναµης της τριβής ολίσθησης θα γίνει τελικά Κπερ άρα 

WTροπής=Κπερ=1/2Ιω2=120J.Το έργο της τριβής στην µεταφορική κίνηση 

είναι αρνητικό αφού αφαιρεί ενέργεια από τον κύλινδρο  WT=-µ.Ν.x=-80J. 

Aρα το συνολικό έργο της τριβής είναι WToλ=40J. 

∆)Όταν αρχίζει ο κύλινδρος να κυλίεται το έργο της στατικής τριβής είναι µηδέν. 

Ετσι εφαρµόζοντας Α∆Ε για την κύλιση του κυλίνδρου από την θέση x=4m 

µέχρι την θέση όπου η  F=0 δηλαδή µέχρι x=10m θα έχουµε  

WF+Kπερ+Κµετ=Κπερ΄+Κµετ΄ 

Το έργο της δύναµης θα υπολογιστεί από το περικλειόµενο εµβαδό του σχήµατος 



 WF+1/2ΜUcm2 +1/2Ιω2=1/2ΜUcm2
2 +1/2Ιω2

2  άρα  180 + 240 +120=1/2.4Ucm2
2 

+1/4.4.Ucm2
2  άρα  Ucm2=√180m/sec   



Ο κύλινδρος κυλίεται εκτελώντας ταλάντωση 

Πάνω σε κεκλιµένο επίπεδο γωνίας κλίσης φ=30ο και µε την βοήθεια ελατηρίου 

σταθεράς Κ=700N/m µπορεί να ισορροπεί σφαίρα µάζας Μ=5Κg. Το πάνω άκρο του 

ελατηρίου είναι ακλόνητα στερεωµένο ενώ το κάτω  άκρο είναι στερεωµένο σε άξονα 

που περνάει από το κέντρο της σφαίρας και είναι συνεχώς παράλληλος µε το 

κεκλιµένο επίπεδο. Ανεβάζουµε την σφαίρα πάνω στο κεκλιµένο επίπεδο έτσι ώστε 

το ελατήριο να αποκτήσει το φυσικό του µήκος και αφήνουµε ελεύθερη την σφαίρα. 

Η σφαίρα σε όλη την διάρκεια της κίνησή της κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει. 

Α)  Να αποδειχθεί ότι το κέντρο µάζας της σφαίρας θα εκτελέσει γ.α.τ. και να 

υπολογιστεί η περίοδός του. 

Β)  Να βρεθεί η µέγιστη ταχύτητα του κέντρου µάζας της σφαίρας. 

Γ)   Να βρεθεί η µέγιστη κινητική ενέργεια της σφαίρας µε την βοήθεια και της 

Α∆ΕΤ αλλά και της Α∆Ε. 

∆ίνεται  για την σφαίρα το Ιcm=0,4MR2.

Aπάντηση: 



Α)  Για την θέση ισορροπίας ισχύει η Μgηµθ=Κ·x1 (1) 

Για  την τυχαία θέση του σχήµατος  ισχύει   ΣF=Tστ – Μg·ηµθ + Κ(x1-x) (2) 

Αν εφαρµόσουµε τώρα τους νόµους της κίνησης για την µεταφορική και 

περιστροφική κίνηση θα πάρουµε 

Mgηµθ-K(x1-x)-Tστ=M. a  (3) 

Tστ·R=0,4MR2
·αγων (4) 

Aπό τις παραπάνω σχέσεις θα βρεθεί: 

ΣF= -5kx/7 = -500·x (S.I) 

 άρα το κέντρο µάζας της σφαίρα εκτελεί γ.α.τ. µε  D=500N/m  και περίοδο 

Τ=π/5sec. 

Β) Από την (1) θα βρεθεί το x1=5/140 m. H απόσταση αυτή αποτελεί και το πλάτος 

ταλάντωσης  του κέντρου µάζας  της σφαίρας γιατί η Θ.Φ.Μ.Ε. αποτελεί και τη 

Θ.Μ.Α. για την γ.α.τ. 

Αρα 

υcmmax=ω·Α= 5/14 m/s. 

Γ)  Με την βοήθεια της Α∆ΕΤ   Κmaxµετ=Umax= ½ DA2=125/392 J 

Κπερ= ½ Ιω2=50/392 J 

 Αρα 

Κολmax=175/392 J. 

Mε την βοήθεια της Α∆Ε    Uw=Uελ +Κολmax   άρα Μgh=1/2Kx1
2 + Κολmax   θα 

πάρουµε  και πάλι 

Κολmax=175/392 J 



Μια φθίνουσα ταλάντωση και επαγωγή. 

Αγωγός µάζας m=1kg  ωµικής αντίσταση R=5Ω και µήκους l=1m ισορροπεί 

έχοντας συσπειρώσει ένα κατακόρυφο ελατήριο κατά ∆l=0,1m. O αγωγός βρίσκεται 

µέσα σε οριζόντιο οµογενές µαγνητικό πεδίο  έντασης Β=1T  όπως στο σχήµα. 

Ανυψώνουµε τη ράβδο ώστε το ελατήριο να αποκτήσει το φυσικό του µήκος και 

αφήνουµε ελεύθερα  το σύστηµα να εκτελέσει α.α.τ. 

Α) Να γραφεί η εξίσωση της ΗΕ∆ από επαγωγή που θα αναπτύσσεται στα άκρα της 

ράβδου σε συνάρτηση µε τον χρόνο  θεωρώντας θετική φορά προς τα πάνω. 

Β) Tnν  χρονική στιγµή  t= 0,4π sec κλείνουµε τον διακόπτη. Να  αποδειχθεί  ότι η 

ράβδος θα εκτελέσει φθίνουσα ταλάντωση και να βρεθεί η σταθερά απόσβεσης. 

Αν η σταθερά επαναφοράς  D φθίνουσας ταλάντωσης θεωρηθεί ίση µε την 

σταθερά της αµείωτης ταλάντωσης  να βρεθεί το ποσό της θερµότητας που θα 

αναπτυχθεί  στην     ωµική αντίσταση R µέχρι το αρχικό πλάτος της ταλάντωσης 

να υποτετραπλασιαθεί. 

Γ)  Για να διατηρήσουµε το πλάτος της παραπάνω φθίνουσας ταλάντωσης σταθερό 

εφαρµόζουµε στο παραπάνω σύστηµα  κατάλληλη εξωτερική δύναµη. Ποιο το 

έργο αυτής της δύναµης για µία περίοδο ταλάντωσης του σώµατος; 

ΛΥΣΗ 

Α)Από την ισορροπία του σώµατος  θα πάρουµε   m.g=K.∆l   άρα Κ=100Ν/m. 

To  σώµα αφήνεται χωρίς αρχική ταχύτητα  από την ΘΦΜΕ χωρίς αρχική ταχύτητα 

άρα η ΘΦΜΕ ταυτίζεται µε τη ΘΜΑ.  

Αρα το πλάτος ταλάντωσης θα είναι Α=∆l=0,1m. 



H  εξίσωση αποµάκρυνσης θα είναι: 

ψ=0,1ηµ(10t+π/2)  (S.I) 

και η εξίσωση ταχύτητας θα είναι  

υ=1συν(10t+π/2) (S.I.). 

Η τάση από επαγωγή στα άκρα του αγωγού θα είναι: 

Εεπ=Β.υ.l= 1.συν(10t+π/2)  (S.I.) 

Β)Όταν ο διακόπτης κλείσει το σώµα βρίσκεται στην µέγιστη αποµάκρυνση ψ=+Α 

και το κύκλωµα αρχίζει να διαρρέεται από ρεύµα εξαιτίας της επαγωγικής  τάσης. 

Ετσι θα εµφανιστεί και η δύναµη  FL=BIL=B2L2U/R.H  δύναµη  όµως  FL↑↓U άρα  η 

FL=-B2L2
·U/R.  

Ετσι το σύστηµα εκτελεί φθίνουσα ταλάντωση µε b=B2L2/R=0,2Kg/s. 

Mε την βοήθεια της Α∆Ε   Εαρχ=Ετελ + QR  θα πάρουµε: 

½ Κ Ααρχ
2 =1/2ΚΑτελ

2 +QR  το QR=0,46875J 

Γ)Η κατάλληλη εξωτερική δύναµη θα πρέπει να αναπληρώνει την θερµότητα που 

πάει στο περιβάλλον µέσω της ωµικής αντίστασης R.H αντίσταση όµως διαρρέεται 

από ρεύµα της µορφής: 

Ι=ΒUL/R=0,2 συν(10t+π/2)=0,2ηµ10t (S.I) 

To ρεύµα είναι εναλλασσόµενο και άρα η θερµότητα που θα παράγεται  σε µία 

περίοδο ταλάντωσης θα δίνεται από την σχέση: 

Q=Iεν
2.R.T=0,02π J 



Μια τροχαλία ένα ελατήριο και δυο σώµατα να κινούνται. 

Οµογενής τροχαλία έχει µάζα Μ=8kg   και ακτίνα R= 0,5m µπορεί 

να ισορροπεί µε την βοήθεια κατακόρυφου ελατηρίου σταθεράς 

Κ=1360N/m που είναι δεµένο στο κέντρο της τροχαλίας µε το ένα 

άκρο του και το άλλο άκρο του είναι  ακλόνητα συνδεδεµένο  σε 

οροφή όπως στο παρακάτω σχήµα.  

∆ύο σώµατα µε µάζες m1=4kg και m2=2kg είναι δεµένα από 

αβαρές και µη εκτατό νήµα που είναι περασµένο από το αυλάκι της 

τροχαλίας. Την στιγµή t=0 που το m1 και το m2 βρίσκονται στο ίδιο 

οριζόντιο επίπεδο το σύστηµα αφήνεται ελεύθερο και τα δυο 

σώµατα κινούνται ενώ η τροχαλία παραµένει στη θέση της. Να 

βρεθούν: 

Α)  Η  επιµήκυνση του ελατηρίου 

Β)  Η συνάρτηση της απόστασης των δύο σωµάτων  m1 και m2 µε τον χρόνο αν τα 

σώµατα θεωρηθούν σηµειακά 

Γ)  Η κινητική ενέργεια του συστήµατος όταν η απόσταση των σωµάτων γίνει  D= 

√5m.

∆) To  ρυθµό µεταβολής  της στροφορµής του συστήµατος. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας της τροχαλίας Ιcm=0,5M.R2. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Α) Για την ισορροπία της τροχαλίας στον κατακόρυφο άξονα  ισχύει  ΣFψ=0  άρα 

Fελ=Μ.g+T1+T2 (1) 

Για τα σώµατα m1 και m2 o θεµελιώδης νόµος της µηχανικής  για την µεταφορική 

κίνηση θα µας δώσει: 

m1.g-T1=m1.α   (2)     T2-m2.g=m2.α  (3) 



Αν για την τροχαλία  εφαρµόσουµε τον θεµελιώδη νόµο της µηχανικής για την 

στροφική κίνηση  θα έχουµε 

Τ1R-T2.R=0,5M·R2·αγων   ή    Τ1-Τ2=0,5Μα (4) 

Με λύση του παραπάνω συστήµατος θα έχουµε  α=2m/sec2   T1=32N και Τ2=24Ν 

από την (1)  1360xελ=80+32+24   άρα xελ=0,1m. 

Β)Η απόσταση των δύο σωµάτων θα βρεθεί µε την βοήθεια Π.Θ. και θα δίνεται από 

την σχέση  D=√(2R)2+(2H)2   όπου Η η κατακόρυφη απόσταση που διανύει το κάθε 

σηµειακό σώµα το m1 προς τα κάτω και το m2 προς τα κάτω. Η κίνηση όµως των 

σωµάτων m1 και m2 είναι οµαλά επιταχυνόµενη άρα Η=1/2 α.t2=t2 (S.I) 

Eτσι το D= √1+4t4 (S.I.) 

Γ) Με βάση την παραπάνω σχέση  θα έχω √5=√1+4t4  άρα t=1sec.Στον παραπάνω 

χρόνο το κάθε σώµα έχει διανύσει κατακόρυφη απόσταση Η=1/2αt2=1m. Με βάση 

την Α∆Ε για το σύστηµα θα έχουµε: 

Um1=Kσυστ+Um2 

 άρα  Κσυστ=20J 

∆)Το ∆L/∆t│ολ δίνεται από την σχέση: 

∆L/∆t│ολ=Στεξωτερικών δυνάµεων= m1.g.R-m2.g.R=10N.m 



Μια ταλάντωση και ένα γιο-γιο. 

To  λείο κεκλιµένο επίπεδο του παρακάτω σχήµατος έχει γωνία κλίσης φ=30°. Πάνω 

στο κεκλιµένο επίπεδο ισορροπεί σώµα µάζας  m1=1Kg µε την βοήθεια αβαρούς νή-

µατος, το οποίο συγκρατούµε µε το χέρι µας. Tην στιγµή t=0 αφήνεται ελεύθερος έ-

νας τέλεια ελαστικός  κύλινδρος µάζας m2=3kg και ακτίνας R2=1/3 m που είναι τυ-

λιγµένος αρκετές φορές µε το αβαρές νήµα το οποίο συνδέεται µέσω αβαρούς τροχα-

λίας µε το άλλο σώµα µάζας m1 που  ισορροπεί πάνω στο λείο κεκλιµένο επίπεδο. 

Αφήνουµε το νήµα και παρατηρούµε ότι κατά την πτώση του κυλίνδρου το σώµα µά-

ζας m1 δεν κινείται. 

φ

m1 m2

Κάποια στιγµή το νήµα κόβεται και το σώµα µάζας m1 αρχίζει να εκτελεί ταλαντώ-

σεις. Αν η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής του κυλίνδρου την στιγµή που αυτός χτυ-

πάει στο  λείο οριζόντιο έδαφος είναι ίση κατά µέτρο µε τη γωνιακή συχνότητα ταλά-

ντωσης του σώµατος m1 να βρεθούν: 

Α)  To πλάτος ταλάντωσης του σώµατος m1 

Β)  Ποια χρονική στιγµή κόπηκε το νήµα. 

Γ)  H γραφική παράσταση της στροφορµής του κυλίνδρου σαν συνάρτηση µε το χρό-

νο αν η  κάθε κρούση του κυλίνδρου µε το έδαφος θεωρηθεί εντελώς ελαστική. 

Να θεωρηθεί ότι το νήµα κόβεται πριν ο κύλινδρος φτάσει στο οριζόντιο επίπεδο. 

Ι=0.5Μ·R2. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Α) Μέχρι να κοπεί το νήµα για τον κύλινδρο 

θα ισχύουν 

ΣF=m2.α2 (1) και Στ=Ιαγων (2) 

και η επιτάχυνση του κυλίνδρου θα βρεθεί 

α2=20/3 m/sec2 
και η τάση του νήµατος 



φ

→
w

ελ

1

F
→

x2

x1

Θ.
Ι.

Θ.
Φ.
Μ.

Τ=10Ν. 

Πριν το κόψιµο του νήµατος το σώµα µάζας m1 ισορροπεί έτσι ΣFx=0  άρα  

m1·g·ηµφ+Fελ=Τ  άρα Fελ=5Ν  άρα το ελατήριο στην αρχική του κατάσταση είναι 

τεντωµένο κατά  x1=0,05m.  

Μετά το κόψιµο του νήµατος η θέση ισορροπίας 

ταλάντωσης θα µεταφερθεί στη θέση όπου 

ΣFx΄=0   άρα Fελ’ =Κx2  µε το x2=0,05m. Tην 

στιγµή που το νήµα κόβεται το σώµα µάζας  m1 

δεν έχει ταχύτητα και δεν βρίσκεται στην τελική 

θέση ισορροπίας άρα το πλάτος ταλάντωσης θα 

είναι A=x1+x2=0,1m. 

Β)Η γωνιακή συχνότητα ταλάντωσης του σώµατος m1  είναι ω1=10r/sec 

Ο κύλινδρος όταν χτυπά στο έδαφος θα έχει γωνιακή ταχύτητα ω2=10r/sec. 

Mετά το κόψιµο του νήµατος ο κύλινδρος έχει σταθερή γωνιακή ταχύτητα µιας και η 

µοναδική δύναµη που του ασκείται είναι το βάρος του που δεν µπορεί να προκαλέσει 

ροπή. Αρα την στιγµή που κόβεται το νήµα ο κύλινδρος έχει γωνιακή ταχύτητα 

ω2=αγων.t  άρα t=0,5sec. 

Γ)Η κίνηση του κυλίνδρου είναι επιταχυνόµενη στροφικά και µεταφορικά µέχρι να 

κοπεί το νήµα και επιταχυνόµενη µεταφορική µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα µέχρι να 

χτυπήσει στο έδαφος. Εκεί την στιγµή της κρούσης στον κύλινδρο ασκούνται µόνο 

κεντρικές δυνάµεις η δύναµη του βάρους και η κάθετη αντίδραση του εδάφους (λείο 

έδαφος) άρα η κρούση δεν µπορεί να αλλάξει την γωνιακή ταχύτητα του κυλίνδρου. 

Ετσι η γραφική παράσταση της στροφορµής θα είναι 

όπου Lτελ=Ι.ω=5/3 Κg·m2/sec. 



Μια ταλάντωση αλλά και μια κύλιση κυλίνδρου 

Δίνεται το παρακάτω σχήμα 

To ελατήριο έχει σταθερά Κ=100Ν/m είναι κατακόρυφο και το σώμα 

μάζας Μ1=1Κg ισορροπεί. Συνδέουμε το σώμα μάζας Μ1 μέσω  αβαρούς 

νήματος και  στερεωμένης στο έδαφος τροχαλίας μάζας Μ2=4Κg   με το 

κέντρο κυλίνδρου μάζας Μ3=2Κg που μπορεί να κυλίεται χωρίς να 

ολισθαίνει πάνω σε οριζόντιο επίπεδο. Εφαρμόζοντας κατάλληλη 

εξωτερική δύναμη  στον κύλινδρο επιμηκύνουμε  επιπλέον το ελατήριο 

κατά  χ2=20cm.Αφήνουμε το σύστημα ελεύθερο και ο κύλινδρος αρχίζει 

να κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει. Να βρεθούν: 

Α)  Η επιτάχυνση του κυλίνδρου σαν συνάρτηση της μετατόπισης του. 

Β)  Η μέγιστη ταχύτητα του κέντρου μάζας του κυλίνδρου. 

Γ)  Το πλάτος ταλάντωσης  του σώματος Μ1 μετά την χαλάρωση του 

νήματος. 

Δίνεται για την τροχαλία και για τον κύλινδρο Ιcm=0,5M.R
2
. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Α)Εφαρμόζουμε για τον κύλινδρο  τους νόμους  για την κίνησή του: 



T1-Tστ=M3.a  (1)  

και Τστ.R=0,5.M3.R
2
.αγων

άρα Τστ=a (S.I.) και από την (1) 

Τ1=3a (S.I.) 

Για την τροχαλία: 

Τ2.R2-T1.R2=0,5.M2.R2
2
.αγων2   άρα

Τ2=5a (S.I.) (2) 

Για  το σώμα που είναι δεμένο στο ελατήριο θα πάρουμε από την 

αρχική ισορροπία Μ1.g=K.x1   άρα x1=0,1m και για την κίνηση στην 

συνέχεια: 

Fελ-Τ2-Μ1.g=M1.a 

 άρα  Κ(χ1+x΄)-T2-M1.g=M1.a 

όπου x΄η επιπλέον επιμήκυνση του ελατηρίου. Με  την βοήθεια της (2) 

θα φτάσουμε  a=100x΄/6   (S.I.)   για   0≤x΄≤0,2m  Το x΄=x-0,2  (S.I)  όπου 

x η μετατόπιση του κυλίνδρου στο οριζόντιο  δάπεδο. 

Για x΄<0m  το νήμα χαλαρώνει και ο κύλινδρος κινείται ομαλά στροφικά 

και μεταφορικά ,η τροχαλία ομαλά στροφικά ενώ το σώμα Μ1 θα 

εκτελεί γ.α.τ. . 

Β)Η επιτάχυνση του κυλίνδρου μειώνεται συνεχώς. Eτσι ο κύλινδρος 

εκτελεί επιταχυνόμενη  μεταφορική και στροφική κίνηση με επιτάχυνση 

που συνεχώς ελλατώνεται. Ετσι η μέγιστη ταχύτητα  που θα αποκτήσει 

ο κύλινδρος θα είναι στην θέση x΄=0. Mε την βοήθεια της ΑΔΕ για το 

σύστημα θα έχουμε 

½.Κ(x1+x΄)
2
 =1/2.M3.U

2
 +1/2.I3.ω3

2
 +1/2.Ι2.ω2

2

+1/2.Μ1.U
2
+M1.g.x΄+1/2Κ.x1

2

Θα βρεθεί  υ=√2/3m/sec. 



Γ)Την στιγμή που το νήμα χαλαρώνει το σώμα Μ1 έχει ταχύτητα 

U=√2/3m/sec.H ταχύτητα αυτή είναι στην ΘΙΤ  άρα είναι η μέγιστη για 

την ταλάντωση. 

Άρα  U=ω.Α   άρα Α=√2/30  m. 



Μια σφαίρα σε ένα λείο και ένα μη λείο επίπεδο. 

Στο παρακάτω σχήμα η σφαίρα έχει μάζα Μ=4Κg ακτίνα R=0,4m και 

ισορροπεί πάνω σε λείο οριζόντιο μήκους  L=0,2m.Στην συνέχεια 

ακολουθεί οριζόντιο μη λείο  επίπεδο μεγάλου μήκους . 

 Ασκούμε την χρονική στιγμή t=0  στην σφαίρα σταθερή οριζόντια 

δύναμη F=1,6N έτσι ώστε ο φορέας της δύναμης να απέχει απόσταση x 

πάνω από το κέντρο της σφαίρας. Η γραφική παράσταση της γωνιακής 

ταχύτητας της σφαίρας  σε συνάρτηση με τον χρόνο  δίνεται από την 

γραφική παράσταση. 

Να βρεθούν: 

Α)   H  απόσταση x 

B) Ο ρυθμός μεταβολής της κινητικής ενέργειας της σφαίρας την

στιγμή  t1=1sec .

Γ)  Η ταχύτητα του κέντρου μάζας της σφαίρας  την στιγμή t3=10sec  αν 

όταν η σφαίρα έχει διανύσει διάστημα 5m η δύναμη F είχε 

καταργηθεί. 

Δίνεται για την σφαίρα Ιcm=0,4Μ.R
2
. 



ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Επειδή το πρώτο επίπεδο είναι λείο για την μεταφορική κίνηση θα 

ισχύει  

F=M.a  άρα  a=0,4m/sec
2
. 

Από τον νόμο του διαστήματος στην επιταχυνόμενη κίνηση θα έχουμε  

L=1/2.a.t
2
  άρα t=1sec.Δηλαδή την στιγμή t=1sec  η σφαίρα μπαίνει στο 

μη λείο επίπεδο. Από το διάγραμμα της γωνιακής ταχύτητας με το  

χρόνο δεν παρατηρούμε καμία αλλαγή στην κλίση της  ευθείας μετά την 

στιγμή t=1sec. Δηλαδή δεν υπάρχει αλλαγή στην γωνιακή επιτάχυνση 

της σφαίρας. Aρα δεν άλλαξε η συνισταμένη των ροπών. Αρα δεν 

αναπτύχθηκε τριβή. Για να μην υπάρχει  τριβή σημαίνει ότι το σημείο 

επαφής της σφαίρας με το δάπεδο είχε συνολική  ταχύτητα 0. Αρα η 

σφαίρα έως εκείνη την στιγμή κυλιόταν χωρίς να ολισθαίνει. Για την 

στροφική  κίνηση στο λείο επίπεδο  

Στ=Ι.αγων    άρα  F.x=0,4.M.R
2
.αγων (1) . 

 Η σφαίρα κυλίεται άρα  a=αγων.R  άρα  αγων=1r/sec
2
. 

Από (1)  x=0,16m. 

B)O ρυθμός με ταβολής της ολικής κινητικής ενέργειας  θα δίνεται από 

την σχέση: 

ΔΚ/Δt=ΣF.U+Στ.ω=F.a.t1+F.x.αγων.t1=0,896J/s. 

Γ)Από τον νόμο του διαστήματος S=1/2.a.t
2

3  άρα t3=5sec. Mε τον νόμο

της ταχύτητας  U=a.t3=2m/sec. 

Θα μπορούσαμε να βρούμε  την ταχύτητα με την βοήθεια της ΑΔΕ για 

την μετατόπιση  5m θα είχαμε   

Wfμετ + WτF=Kμετ + Κπερ   (1) και  Wfμετ /WτF=1/2M.U
2
/1/2.I.ω

2
=2,5  άρα  Wτf

=F.S/2,5=3,2J 

Από την (1)  8+3,2= ½.4.U
2
 + ½.0,4.4.U

2
   άρα U=2m/sec. 

Η ταχύτητα αυτή του κέντρου μάζας είναι στην θέση όπου καταργείται 

η δύναμη. Μετά την κατάργηση της δύναμης η σφαίρα εκτελεί ομαλή 



στροφική και ομαλή μεταφορική κίνηση με σταθερή ταχύτητα U=2m/s. 

Eτσι η ταχύτητα του κέντρου μάζας του σώματος την χρονική στιγμή 

t=10sec θα είναι Ucm=2m/sec. 



Μια σφαίρα κατά μήκος δύο ράβδων με και χωρίς τριβές 

Σ το παρακάτω σχήμα 

η  οριζόντια  λεπτή και ομογενής ράβδος έχει μάζα Μ1=2Κg, μήκος 

L=4,4m  και ισορροπεί με την βοήθεια δύο κατακόρυφων  υποστηριγ-

μάτων ύψους Η=1,8m.  Η ράβδος αποτελείται  από  δύο  άνισα  τμήμα-

τα   μήκους L1=1m  και L2. Στο πρώτο τμήμα της ράβδου υπάρχουν τρι-

βές ενώ το δεύτερο τμήμα της ράβδου είναι τελείως λείο. Μία σφαίρα 

μάζας M=1kg  και ακτίνας R=0,2m βρίσκεται  ακίνητη στην μία άκρη της 

ράβδου στην περιοχή που παρουσιάζει τριβές  και δέχεται στο κέντρο 

της  σταθερή  οριζόντια δύναμη F=2,8N με αποτέλεσμα η σφαίρα να 

αρχίζει να κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει πάνω στην ράβδο. Την στιγμή 

που η σφαίρα χάνει την επαφή της με τη ράβδο  η δύναμη F καταργεί-

ται. Να βρεθούν: 

A) Πόση η ολική κινητική ενέργεια της σφαίρας όταν φτάνει στο έδα-

φος;

Β) Πόσος είναι ο συνολικός χρόνος κίνησης της σφαίρας μέχρι να φτά-

σει η σφαίρα στο έδαφος; 

Γ) Πόσες περιστροφές διάγραψε η σφαίρα μέχρι να φτάσει στο έδα-

φος; 

Δ) Να βρεθούν οι εξισώσεις των δυνάμεων που ασκούνται  στα άκρα 

της ράβδου  από τα υποστηρίγματα σε συνάρτηση με τον χρόνο 

μέχρι να φτάσει η σφαίρα στο έδαφος. 

Για την σφαίρα Ι=0,4ΜR
2
 



Απάντηση: 

A)Με εφαρμογή της ΑΔΕ από την αρχική θέση μέχρι την τελική θέση θα 

έχουμε: 

WF+UW=Kολ   άρα 2,8.4,4 +1.10.1,8=Κολ 

άρα Κολ=30,32J 

B)H κίνηση στην περιοχή της ράβδου όπου υπάρχει τριβή  είναι επιτα-

χυνόμενη στροφική και επιταχυνόμενη μεταφορική. Ετσι με την βοή-

θεια των νόμων της κίνησης θα πάρουμε  

F-T=M.a   (1)    

 T.R=0,4.M.R
2
.αγων 

άρα  Τ=0,4Μ.a (2) 

 από (1) και (2) θα βρεθεί 

 a=2m/sec
2
 

H ταχύτητα του κέντρου μάζας θα δίνεται από την σχέση: 

Ucm=a.t (3) 

και o χρόνος θα βρεθεί από την σχέση 

L1=1/2 .a.t1
2

άρα t1=1sec 

και από την (3) θα βρούμε 

Ucm=2m/sec. 

Tην στιγμή που η σφαίρα θα βρεθεί στο περιοχή της ράβδου όπου δεν 

υπάρχουν τριβές η σφαίρα θα κάνει επιταχυνόμενη μεταφορική κίνηση 

λόγω της δύναμης F αλλά η τριβή πλέον δεν υπάρχει άρα η στροφική 

κίνηση της σφαίρας  μετατρέπεται σε ομαλή  στροφική. 

Η μεταφορική πλέον κίνηση αποκτά επιτάχυνση a2=F/Μ=2,8m/sec
2



O xρόνος κίνησης στην περιοχή της ράβδου όπου δεν υπάρχουν τριβές 

θα δίνεται από την σχέση: 

L-L1=Ucm.t2+1/2.a2.t2
2

άρα θα καταλήξουμε στην δευτεροβάθμια: 

1,4.t2
2
+2t2-3,4=0

θα βρούμε t2=1sec. 

Από τον νόμο της ελεύθερη πτώσης θα βρούμε Η=1/2.g.t3
2
 άρα

t3=0,6sec. 

Aρα ο συνολικός χρόνος κίνησης της σφαίρας  θα είναι tολ=2,6sec. 

Γ)Η γωνία στροφής της σφαίρας  κατά την διάρκεια της επιταχυνόμενης 

στροφικά κίνησης θα δίνεται από την σχέση: 

θ1=1/2.αγων.t1
2
=5rad

H γωνιακή ταχύτητα την στιγμή που μπαίνει η σφαίρα στο λείο μέρος 

της ράβδου θα δίνεται  από την σχέση: 

ω=αγων.t1=10rad/sec. 

Στην συνέχεια και μέχρι να φτάσει η σφαίρα στο έδαφος δεν υπάρχει 

δύναμη που να προκαλεί ροπή στην σφαίρα άρα η γωνιακή ταχύτητα 

της σφαίρας  παραμένει σταθερή και ίση με ω=10rad/sec    άρα  

θ2=ω(t2+t3)=16rad 

άρα η συνολική γωνία διαγραφής θα είναι Θολ=21rad   άρα ο αριθμός 

των περιστροφών θα είναι Ν=Θολ/2π=10,5/π  περιστροφές. 

Δ)Για την ισορροπία του συστήματος ράβδου-σφαίρας θα έχουμε στον 

κατακόρυφο άξονα 

Ν1+Ν2=(Μ1+Μ).g (3) 

Για την ισορροπία του συστήματος με την βοήθεια της σχέσης ΣτΑΚΡΟ=0 

και ενώ η σφαίρα βρίσκεται στην περιοχή της που έχει με  τριβές θα έ-

χουμε 



-Μ.g.x1-M1.g.L/2+N2.L=0   (4) 

άρα  Ν2=10+25.t
2
/11  0≤t≤1sec 

Ν1=20-25.t
2
/11      0≤t≤1sec

H σχέση (4) θα γραφεί για την περιοχή όπου δεν υπάρχουν τριβές: 

-Μ.g.x2-M1.g.L/2+N2.L=0      

άρα -10{1+2(t-1) +1,4(t-1)
2
} -44+N2.4,4=0 άρα

Ν2=10+10{1+2(t-1) +1,4(t-1)
2
}/4,4  1≤t<2sec

Ν1=20-10{1+2(t-1) +1,4(t-1)
2
}/4,4  1≤t<2sec

Όταν το η σφαίρα είναι στον αέρα οι δυνάμεις θα είναι ίσες και θα δί-

νονται από την σχέση  

Ν1=Ν2=15Ν  2<t≤2,6sec 



Μια σφαίρα και πόσες; κινήσεις; 

H σφαίρα του παρακάτω σχήματος έχει μάζα m=5Kg ακτίνα R=0,3m και 

αφήνεται από ύψος Η=4,05m πάνω από  ένα λείο κεκλιμένο επίπεδο. 

Η σφαίρα  εισέρχεται σε λείο οριζόντιο επίπεδο και στην συνέχεια την 

χρονική στιγμή t=0 αρχίζει να ανέρχεται  σε κεκλιμένο επίπεδο γωνίας 

κλίσης θ=30
ο
 το οποίο εμφανίζει συντελεστή τριβής ολίσθησης με την 

σφαίρα ίσο με μ=√3/3. Κατά τα πέρασμα από το κεκλιμένο στο 

οριζόντιο επίπεδο και από το οριζόντιο επίπεδο στο κεκλιμένο  επίπεδο 

το μέτρο της ταχύτητας του κέντρου μάζας της σφαίρας δεν 

μεταβάλλεται. Να βρεθούν: 

A) Ποια χρονική στιγμή αρχίζει η καθαρή κύλιση για την σφαίρα;

B) Ποια χρονική στιγμή η σφαίρα θα σταματήσει για πρώτη φορά;

Γ)  Σε ποιο ύψος θα φτάσει η σφαίρα επιστρέφοντας στο δεύτερο 

κεκλιμένο επίπεδο. 

Δίνεται για την σφαίρα Ι=0,4Μ.R
2
. 

AΠΑΝΤΗΣΗ 

A)Το αρχικό κεκλιμένο επίπεδο είναι λείο έτσι η σφαίρα θα ολισθαίνει 

και θα φτάσει στο οριζόντιο επίπεδο με ταχύτητα που θα βρεθεί με την 

βοήθεια της ΑΔΕ   

m.g.H=1/2.m.u
2
   άρα u=9m/sec 

To oριζόντιο επίπεδο είναι επίσης λείο έτσι θα συνεχιστεί η ολίσθηση 

της σφαίρας με σταθερή την ταχύτητα του κέντρου μάζας της σφαίρας 

μέχρι η σφαίρα να φτάσει στο δεύτερο κεκλιμένο επίπεδο. Οταν η 

σφαίρα θα αρχίσει να ανέρχεται το χαμηλότερο σημείο επαφής της 



σφαίρας με το κεκλιμένο επίπεδο θα έχει ταχύτητα Uκατ=ucm. Eτσι θα 

αναπτυχθεί τριβή ολίσθησης με φορά προς τα πίσω.  

Η σφαίρα λοιπόν θα αρχίσει να επιβραδύνεται μεταφορικά και να 

επιταχύνεται στροφικά. Από τους νόμους της κίνησης θα έχουμε   

m.g.ημ30
ο
 +μ.m.g.συν30

ο
 = m.a    άρα  a=10m/sec

2
. 

μ.m.g.συν30
ο
.R=0,4.m.R

2
.αγων     άρα αγων=125/3 rad/sec

2
. 

Για να αρχίσει η καθαρή κύλιση θα πρέπει το κατώτερο σημείο επαφής 

της σφαίρας να έχει μηδενική ταχύτητα έτσι  Ucm=Uπερ    άρα  

u-a.t=αγων.t.R 

άρα  t=0,4sec  και 

 Ucm=5m/sec. 

B)Mόλις αρχίσει η κύλιση της σφαίρας θα πρέπει να αρχίσει η 

επιβραδυνόμενη στροφική κίνηση άρα η φορά της τριβής να 

αντιστραφεί και από τριβή ολίσθησης να γίνει στατική τριβή. 

Από τους νόμους τώρα της κίνησης θα έχουμε 



m.g.ημ30
ο
 -Τ = m.a2    και   Τ.R=0,4.m.R

2
.αγων2  θα βρούμε

a2=25/7 m/sec
2
   και Τ=50/7 Ν που είναι μικρότερη από την τριβή

ολίσθησης Τολ=25Ν άρα ισχύει και η συνθήκη κύλισης. 

Η μεταφορική κίνηση είναι επιβραδυνόμενη έτσι από τον νόμο της 

ταχύτητα θα βρούμε: 

U=Ucm-a2.t2     άρα t2=1,4sec 

 άρα η σφαίρα θα σταματήσει  να ανέρχεται μετά από συνολικό χρόνο 

toλ=1,8sec. 

Γ)Το συνολικό διάστημα που θα διανύσει η σφαίρα προς τα πάνω θα 

είναι  S1=u.t1-1/2a1.t1
2
=2,8m    και S2=Ucm.t2-1/2a2.t2

2
=3,5m.

Aρα το συνολικό  μήκος είναι  Soλ=6,3m.Mε την βοήθεια της ΑΔΕ από 

το ανώτερο σημείο στο κεκλιμένο επίπεδο μέχρι το σώμα να 

ξαναφτάσει στο οριζόντιο επίπεδο θα έχουμε  

m.g.Sολ.ημ30
ο
 = ½ .0.4.m.R

2
.ω

2
 +1/2.m.U

2
    θα βρούμε U=3√5m/sec. 

Mετά την επαναφορά του σώματος στο οριζόντιο επίπεδο και στην 

συνέχεια στο κεκλιμένο επίπεδο δεν υπάρχουν τριβές. Ετσι η στροφική 

κίνηση της σφαίρας δεν μπορεί να αλλάξει. Αρα η γωνιακή της ταχύτητα 

θα παραμένει σταθερή. Με την βοήθεια της ΑΔΕ από την κατώτερη 

θέση μέχρι την ανώτερη στο πρώτο κεκλιμένο επίπεδο θα έχουμε 

½ .0.4.m.R
2
.ω

2
 +1/2.m.U

2
    =½ .0.4.m.R

2
.ω

2
 +  m.g.H2

 άρα Η2=2,25m 



Μια σφαίρα και δύο τεταρτοκύκλια 

Το παρακάτω σχήμα αποτελείται από δύο κατακόρυφα τεταρτοκύκλια με ακτίνες  R1=2m 

και R2= 0,25 m που συνδέονται μεταξύ τους με οριζόντιο τμήμα μήκους L= 2πm. Aπό την 

κορυφή του πρώτου τεταρτοκύκλιου αφήνουμε σφαίρα μάζας  m  και ακτίνας r=0,1  m. H 

σφαίρα σε όλη την διάρκεια της  αρχικής της κίνησης   και ενώ βρίσκεται σε επαφή με τα 

τεταρτοκύκλια ή το οριζόντιο επίπεδο κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει. 

Να βρεθούν: 

A) To μέγιστο ύψος  του κέντρου μάζας της σφαίρας από το οριζόντιο επίπεδο  μετά το

χάσιμο της επαφής με το δεύτερο τεταρτοκύκλιο. 

Β)  Ο αριθμός  των περιστροφών που θα εκτελέσει η σφαίρα από την αρχική θέση μέχρι 

να επιστέψει  στο άνω άκρο του δεύτερου τετατροκυκλίου για πρώτη φορά. 

Γ)  Αν η σφαίρα επιστρέψει  ποτέ στην αρχική της θέση. 

Δίνεται για την σφαίρα Ιcm=0,4M.r
2
. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Με την βοήθεια της ΑΔΕ από την αρχική θέση και μέχρι την θέση που η σφαίρα χάνει την 

επαφή της  με το δεύτερο τεταρτοκύκλιο  

m.g.R1=m.g.R2 +1/2m.U
2
 + ½.0,4.m.r

2
.ω

2 
  θα βρούμε μετά από τις πράξεις  U=5m/s.

Το βάρος είναι η μοναδική δύναμη που δέχεται η σφαίρα μετά το χάσιμο της επαφής της 

σφαίρας  με το δεύτερο τεταρτοκύκλιο. Ετσι θα εκτελέσει επιβραδυνόμενη μεταφορική 

κίνηση μέχρι το ανώτερο σημείο της τροχιάς  και μετά ελεύθερη πτώση ενώ ταυτόχρονα θα 

εκτελεί και ομαλή στροφική κίνηση με σταθερή γωνιακή ταχύτητα που θα βρεθεί από την 

σχέση  U=ω.r   ω=50r/s. 



Mε την βοήθεια της ΑΔΕ από την στιγμή που χάνεται η επαφή και μέχρι το ανώτερο σημείο 

θα έχουμε 

m.g.R2 +1/2.m.U
2 

+ ½.I.ω
2
=m.g.Hmax + ½.I.ω

2
     άρα  μετά από πράξεις  Ηmax=1,5m

B)Για κάθε περιστροφή που εκτελεί ενώ βρίσκεται σε επαφή με τα τεταρτοκύκλια και το

οριζόντιο έδαφος διανύει διάστημα  S1=2πr=0,2πm.To συνολικό μήκος της διαδρομής μέχρι 

να χαθεί η επαφή για πρώτη φορά θα είναι Sολ=2πR1/4 +2πR2/4 +L=3,125πm 

 Ετσι Ν1= 3,125π/2π.0,1=15,625 περιστροφές. 

Μετά το χάσιμο της επαφής  από το νόμο της ταχύτητας για την μεταφορική κίνηση θα 

έχουμε  Uτελ=U-g.tαν     άρα tαν=0,5s.O χρόνος καθόδου θα είναι και πάλι 0,5s άρα η 

σφαίρα θα βρίσκεται στον αέρα  για συνολικό χρόνο tολ=1s. 

H γωνιακή μετατόπιση της σφαίρας  για το χρόνο που βρίσκεται στο αέρα θα βρεθεί από 

την σχέση   θ=ω.t=50.1=50rad. Oι περιστροφές της σφαίρας στον αέρα θα είναι 

Ν2=θ/2π=25/π περιστροφές. 

Μέχρι λοιπόν η σφαίρα να επιστέψει στο τεταρτοκύκλιο  για πρώτη φορά θα έχει εκτελέσει 

συνολικά Νολ={15,625+25/π} ≈23,59 περιστροφές. 

Γ)Την στιγμή που η σφαίρα επιστέφει στο τεταρτοκύκλιο το σημείο επαφής της σφαίρας  με 

το τεταρτοκύκλιο θα έχει ταχύτητα μεταφοράς με φορά προς τα κάτω και γραμμική 

ταχύτητα περιστροφής με φορά πάλι προς τα κάτω άρα συνολικό μέτρο ταχύτητας 

Uολ=Uπερ+Uμετ=5+5=10m/s. 

Aρα στην σφαίρα θα αναπτυχθεί τριβή ολίσθησης την στιγμή της επαφής της με το 

τεταρτοκύκλιο. Ετσι λόγω της τριβής ολίσθησης θα χαθεί ενέργεια με αποτέλεσμα η σφαίρα 

να  μη φτάσει ποτέ ξανά στην αρχική της θέση. 



Μια σφαίρα, ένα δακτυλίδι και µια ράβδος που ισορροπεί 

Πάνω σε  ράβδο µάζας Μ=20Κg που ισορροπεί σε οριζόντια θέση βρίσκονται 
ακίνητα µία σφαίρα και ένα δακτύλιος  µε µάζες M1=2kg και Μ2=2Kg αντίστοιχα. H 
ράβδος που έχει µήκος L= 12m ισορροπεί οριζόντια  µε τη βοήθεια ενός   οριζόντιου 
καρφιού που βρίσκεται  στο κέντρο της ράβδου. Το κέντρο µάζας της  σφαίρας 
βρίσκεται σε  οριζόντια απόσταση d1=1m αριστερά του καρφιού ενώ το δαχτυλίδι 
βρίσκεται δεξιά  από το καρφί και  σε απόσταση d2 από το καρφί. Στο κέντρο της 
σφαίρας και του δαχτυλιδιού  ασκούµε  µε κατάλληλο τρόπο  οριζόντιες δυνάµεις 
ώστε η σφαίρα και το δαχτυλίδι  να αρχίζουν να αποµακρύνονται µεταξύ τους 
κυλιόµενα χωρίς να ολισθαίνουν  πάνω στη οριζόντια ράβδο  για χρονικό   διάστηµα 
∆t=√2 sec.Η ράβδος στο παραπάνω χρονικό διάστηµα συνεχίζει να ισορροπεί. 

Α)  Να βρεθoύν  τα µέτρα  των οριζόντιων  δυνάµεων που ασκούνται στο κάθε 
στερεό. 

Β)  Να βρεθεί το µέτρο της  συνολικής  δύναµης που δέχεται η ράβδος από το 
καρφί για όσο χρόνο κινούνται τα στερεά πάνω στην ράβδο  και ισορροπεί το 
σύστηµα. 

Γ)  Να βρεθεί ο ρυθµός µεταβολής της οριζόντιας  απόστασης των κέντρων µάζας 
των στερεών την στιγµή που.χάνεται η ισορροπία του συστήµατος. 

∆ίνεται το  Ιcmσφ=0.4MR2. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

∆

→
→

→ →

→ →

F F
T2T1

T1 T2́΄

Α)Για την ισορροπία της ράβδου µαζί µε τις σφαίρες θα έχουµε  Στ(∆)=0   άρα 
–Μ2gd2+M1g.d1=0  άρα d2=1m. Για να συνεχίσει η ισορροπία του συστήµατος και
µετά την εκκίνηση των στερεών θα πρέπει τα αποστήµατα των δύο βαρών να είναι 
συνεχώς ίσα. Ετσι  θα πρέπει  το διανυόµενο   διάστηµα από το κάθε στερεό να είναι 
το ίδιο. Αρα και η επιτάχυνση των δύο στερεών θα πρέπει να είναι ίδια. Η ισορροπία 
θα καταστραφεί όταν τα στερεά χάσουν την επαφή τους µε την ράβδο. Αυτό θα 
συµβεί όταν διανύσουν διάστηµα : 

S=L/2 –d1=6-1=5m. 
S=1/2 acm1t

2   άρα acm1=acm2=5m/sec2. 

Από τους νόµους του Newton για την µεταφορική και περιστροφική κίνηση θα 
πάρουµε 



Για την σφαίρα: 
F1-T1στ=M1.acm1  (1)  T1στR1=0,4MR1

2αγων1  και Τ1στ=0,4Μ1acm1(2) 

Aπό (1) και (2)   F1=1,4Μacm1=14Ν 

Για τον δακτύλιο: 
F2-Tστ2=M2.acm2  (3)  Tστ2R2=MR2

2αγων2  και Τστ2=Μ2acm2(4) 

Aπό (3) και (4)   F2=2Μacm2=20Ν 

Β)Για να ισορροπεί η ράβδος στο ψψ  ́θα έχουµε: 
Fκαρψψ΄=Μ1g+M2.g+Mg=240N. 

Aπό την (2) Τστ1=4Ν  και  από την (4) Τστ2=10Ν.  
Ετσι  στον τον xx΄ άξονα της ράβδου  ασκούνται οι αντιδράσεις των Τ1 και Τ2   και η 
δύναµη του καρφιού στον xx΄ που θα πρέπει να έχουν συνισταµένη 0.    
Αρα  Fκαρxx΄=Τ2΄-Τ1΄=6Ν. 

Από το ΠΘ  Fκαρ=√2402+62=240,075N 

Γ)Ο ρυθµός µεταβολής της  οριζόντιας απόστασης των κέντρων µάζας των στερεών 
θα δίνεται από την σχέση  
∆(d1+d2+│x1│+│x2│)/∆t=│Ucm1│+│Ucm2│=acm1.t+acm2.t= 
=10√2 m/sec. 



Μια σύνθετη κίνηση µε διατήρηση στροφορµής. 

Kύλινδρος µάζας Μ=4Κg  και ακτίνας R=0,5m ισορροπεί κατακόρυφος  µε την 

βοήθεια κατακόρυφου ελατηρίου. O κύλινδρος έχει τη δυνατότητα να περιστρέφεται 

γύρω από οριζόντιο άξονα που διέρχεται από το κέντρο του και στηρίζεται σε 

κατακόρυφο ελατήριο όπως στο σχήµα. To κάτω άκρο του ελατηρίου είναι ακλόνητα 

στερεωµένο στο έδαφος.  

Στο ανώτερο άκρο του κυλίνδρου υπάρχει κατακόρυφο αβαρές καρφί µικρού µήκους. 

Ανεβάζουµε τον κύλινδρο, ώστε το ελατήριο να αποκτήσει το φυσικό µήκος του και 

θέτουµε σε περιστροφή τον κύλινδρο δίνοντάς του γωνιακή ταχύτητα ω=30 rad/sec 

και ταυτόχρονα τον αφήνουµε ελεύθερο να ταλαντωθεί.  Έτσι το κέντρο µάζας του 

κυλίνδρου εκτελεί α.α.τ. ενώ ο κύλινδρος ταυτόχρονα εκτελεί οµαλή στροφική 

κίνηση αφού δεν υπάρχουν τριβές ανάµεσα στον άξονα περιστροφής και  στον 

κύλινδρο. Όταν ο κύλινδρος έχει περιστραφεί κατά γωνία 6π rad το ελατήριο 

επανέρχεται για πρώτη φορά στην θέση φυσικού µήκους του. Εκείνη τη στιγµή ένα 

σηµειακό βλήµα µάζας m=1kg που κινείται οριζόντια σφηνώνεται πάνω στο 

κατακόρυφο καρφί µε αποτέλεσµα ο κύλινδρος  και το βλήµα να ακινητοποιηθούν 

στιγµιαία. 

Να βρεθούν: 

Α)  Η σταθερά Κ του ελατηρίου 

Β)  Η  οριζόντια ταχύτητα του βλήµατος 

Γ)  Η απώλεια ενέργειας του συστήµατος κατά την πλαστική κρούση 

∆)  Το νέο πλάτος ταλάντωσης που θα εκτελέσει το σύστηµα κύλινδρος-βλήµα µετά 

την κρούση 

Η ροπή αδράνειας του κυλίνδρου δίνεται από την σχέση Ιcm=0,5MR2. 

AΠΑΝΤΗΣΗ 



A)Το κέντρο µάζας του κυλίνδρου εκτελεί α.α.τ. και για να επανέλθει στην αρχική 

του ακραία θέση θα χρειασθεί χρόνο µίας  περιόδου. Στον ίδιο χρόνο ο κύλινδρος 

εκτελεί  και οµαλή στροφική κίνηση. Ετσι  θ=ω·T   άρα Τ=π/5 sec. Aπό τον τύπο της 

περιόδου για την α.α.τ. θα έχουµε  Τ=2π√Μ/Κ   άρα Κ =400Ν/m. 

B)Mετά την κρούση βλήµατος και κυλίνδρου το σύστηµα ακινητοποιείται στιγµιαία. 

Aρα η τελική του στροφορµή είναι 0. Με εφαρµογή της Α∆Σ θα έχουµε  Lαρχ=Lτελ 

άρα Ι.ω-mυR=0    άρα  υ=30m/sec. 

Γ)Με εφαρµογή της Α∆Ε για το σύστηµα κυλίνδρου-βλήµατος πριν και µετά την 

κρούση θα έχουµε   Κβ+Κκυλ=Qαπ   1/2m.U2+1/2Iω2=Qαπ   Qαπ=675J 

∆)Μετά την κρούση του συστήµατος θα αλλάξει η θέση ισορροπίας της α.α.τ. και θα 

µετακινηθεί λίγο πιο κάτω σε σχέση µε την αρχική θέση ισορροπίας. Αυτό θα συµβεί 

γιατί έχουµε αύξηση της µάζας του συστήµατος. Η νέα Θ.Ι.Τ. θα βρεθεί από την 

ισορροπία των δυνάµεων στον κατακόρυφο άξονα. 

Fελ=Wολ  άρα Κxελ=(Μ+m)g   άρα xελ=0,125m. 

To σύστηµα στην παραπάνω θέση δεν έχει ταχύτητα άρα βρίσκεται στην Θ.Μ.Α άρα 

το νέο πλάτος της ταλάντωσης του είναι Α=0,125m. 



Μια ράβδος που µετατρέπεται σε γωνία. 

Mία λεπτή σιδερένια ράβδος έχει µήκος L= 40cm και µάζα M= 0,6 kg. Για να λυγίσει 

την παραπάνω ράβδο ακριβώς στην µέση και να σχηµατίσει γωνία 90ο ο Μπάρµπα-

Γιάννης ο σιδεράς χρειάζεται να δαπανήσει  ελάχιστη  χηµική ενέργεια  1,5 J. H 

ράβδος συνδέεται µε  οριζόντιο καρφί  Ο στο ανώτερό της σηµείο και  αφήνεται από 

την κατακόρυφη θέση όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. 

Μόλις η ράβδος γίνει κατακόρυφη χτυπάει σε ακλόνητο καρφί Κ που βρίσκεται στην 

ίδια κατακόρυφο µε την  αρχική θέση της ράβδου και απέχει από το καρφί Ο 

απόσταση  L/2.Η σύγκρουση της ράβδου µε το καρφί Κ επιφέρει την παραµόρφωση 

της ράβδου µε αποτέλεσµα η ράβδος να σταµατήσει στιγµιαία µόλις σχηµατίσει ορθή 

γωνία. Το καρφί Κ δεν ενσωµατώνεται στη ράβδο και µετά τον σχηµατισµό της 

ορθής γωνίας της ράβδου αφαιρείται ακαριαία. Να βρεθούν: 

A) H απώλεια ενέργειας  κατά την κρούση της ράβδου µε το καρφί Κ

Β)  Το µέτρου του ρυθµού µεταβολής της στροφορµής της ράβδου την στιγµή που 

σχηµατίζεται η ορθή γωνία . 

Γ)  Σε ποια γωνία σε σχέση µε την κατακόρυφη το σύστηµα θα αποκτήσει µέγιστη 

γωνιακή ταχύτητα µετά τον σχηµατισµό της ορθής γωνίας. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Α) Με εφαρµογή της Α∆Ε από την αρχική κατάσταση στην τελική κατάσταση θα 

έχουµε    

 Μg(L+L/2) = Μ/2 .g.(L/2 +L/4) + M/2 .g.L/2 +Uπαραµόρφωσης + Qκρούσης 

 Qκρούσης=0,6J 



Β)Την στιγµή που σχηµατίζεται η ορθή γωνία η µοναδική δύναµη που προκαλεί ροπή 

είναι η δύναµη του βάρους της οριζόντιας µισής ράβδου έτσι 

∆L/∆t=M/2 .g.L/4=  0,3  N.m

Γ)Η δύναµη λοιπόν του βάρους της οριζόντιας µισής ράβδου θέλει να επιταχύνει την 

ράβδο ενώ η ροπή του βάρους της κατακόρυφης ράβδου θέλει να επιβραδύνει την 

ράβδο. Η µέγιστη κινητική ενέργεια της ράβδου θα επιτευχθεί την στιγµή που οι δύο 

ροπές γίνουν ίσες. Οι δυνάµεις είναι ίσες άρα όταν και τα αποστήµατα των ροπών θα 

γίνουν ίσα. Με την βοήθεια του παρακάτω σχήµατος θα πάρουµε 

Αν ονοµάσω γωνία φ την γωνία ανάµεσα στην κατακόρυφη και το L/2 που συνδέεται 

µε το καρφί Ο θα ισχύει για το απόστηµα του βάρους  ηµφ=d1/L/4 

Για την απέναντι πλευρά του τριγώνου θα ισχύει εφφ=ψ/L/2 

Για το απόστηµα του βάρους της άλλης  πλευράς θα ισχύει 



 συνφ=d2/(L/4 –ψ) 

Επειδή πρέπει    d1=d2   θα έχουµε   Lηµφ/4 =(L/4 –Lεφφ/2)συνφ 

 άρα  εφφ=1/3 



Μια ράβδος που κινούµενη προκαλεί δύο ταλαντώσεις 

∆ίνεται το παρακάτω σχήµα  

Η ράβδος έχει µάζα Μ=10Kg και ισορροπεί µε την βοήθεια νήµατος και 

οριζόντιου καρφιού που βρίσκεται στο σηµείο Ο. Το µήκος της ράβδου 

είναι L=0,6m και η γωνία που σχηµατίζει η ράβδος µε το οριζόντιο 

επίπεδο είναι φ=30ο.Το ελατήριο έχει σταθερά  Κ1=500Ν/m και είναι 

δεµένο µε το σώµα µάζας m1=5Kg και το σύστηµα ισορροπεί 

κατακόρυφα. Στο ίδιο οριζόντιο επίπεδο που διέρχεται από το σηµείο Ο 

ισορροπεί άλλο σώµα µάζας  m2=10Kg δεµένο από κατακόρυφο 

ελατήριο σταθεράς Κ2=1000Ν/m. Η απόσταση του   m2 από το Ο είναι 

L=0,6m. Κόβουµε το νήµα που συνδέει την ράβδο µε το m1. H ράβδος 

όταν φτάνει στην οριζόντια θέση συγκρούεται µε  την µάζα  m2 και µετά 

την κρούση τους η ράβδος σταµατάει στιγµιαία. Αν θεωρηθεί θετική 

φορά προς τα πάνω να βρεθούν: 

α)  Oι εξισώσεις αποµάκρυνσης ταλάντωσης των m1 και m2.Να 

θεωρηθεί t=0 η στιγµή που αρχίζει το κάθε σώµα την ταλάντωσή 

του. 

β)  Να βρεθεί η απώλεια της ενέργειας του συστήµατος κατά την 

διάρκεια της κρούσης της ράβδου  µε το σώµα m2. 

γ)  Να γράψετε την εξίσωση της αποµάκρυνσης της συνισταµένης 

ταλάντωσης που θα εκτελούσε ένα σώµα αν εκτελούσε ταυτόχρονα 



δύο ταλαντώσεις µε εξισώσεις αποµάκρυνσης τις δύο παραπάνω του 

ερωτήµατος α). 

∆ίνεται για την ράβδο Ιο=1/3ΜL2.Το σώµα m2 να θεωρηθεί σηµειακό. 

Aπάντηση: 

A) Για την ισορροπία της ράβδου θα πάρουµε από την ισορροπία των

ροπών γύρω από το σηµείο Ο: 

-Μg.Lσυνφ/2 +Τ·Lσυνφ=0 

άρα Τ=50Ν 

 Για την  αρχική ισορροπία του m1 θα έχουµε: 

m1.g+T=K1xελ1  άρα  xελ1=0,2m. 

Mετά το κόψιµο του νήµατος για την νέα θέση ισορροπίας του  m1  θα 

έχουµε   m1.g=K1xελ2   άρα xελ2=0,1m.  

Tην στιγµή που κόβεται το νήµα το σώµα m1 δεν έχει ταχύτητα άρα 

βρίσκεται στην ακραία θέση και µάλιστα στην Θ.Ε.Α αφού θετική 

φορά την ορίζουµε προς τα  πάνω. Αρα Α1=0,2-0,1=0,1m. Aρα η 

εξίσωση αποµάκρυνσης για το σώµα m1 θα είναι: 

ψ1=0,1ηµ(10t+3π/2)  (S.I.) 

Από την Α∆Ε για την ράβδο από την αρχική θέση µέχρι την θέση που θα 

συγκρουσθεί µε το m2  θα έχουµε   

Μ·g·L/4= ½  I·ω2 

άρα ω=5rad/sec. 

Για την κρούση θα εφαρµόσουµε Α∆Σ: 

Lαρχ=Lτελ 



 άρα Ιω=m2·υ2·L 

Aρα υ2=1m/sec.  

Η ταχύτητα αυτή είναι η µέγιστη για την δεύτερη ταλάντωση αφού το 

σώµα βρίσκεται στην ΘΙΤ και µάλιστα µε θετική ταχύτητα   υ2=ω·Α2   

άρα Α2=0,1m. Aρα η εξίσωση αποµάκρυνσης θα είναι για το δεύτερο 

σώµα: 

ψ2=0,1ηµ10t (S.I.). 

Β)  Από την Α∆Ε για την κρούση θα έχουµε: 

½ Ιω2 =1/2m2·υ2
2 + Qκρούσης 

θα πάρουµε  Q=5J 

Γ) Με την βοήθεια του παρακάτω διαγράµµατος  µε τα στρεφόµενα 

διανύσµατα 

θα έχουµε για την συνισταµένη ταλάντωση: 

Αολ=√Α1
2+Α2

2=0,1√2m 

και εφθ=Α1/Α2=1 άρα θ=45ο . 

Άρα η συνολική εξίσωση: 

ψολ=0,1 2 ηµ(10t+7π/4) (S.I.) 



Μια ράβδος µε γιο-γιο και ένα ελατήριο 

Οµογενής και ισοπαχής ράβδος  ΑΓ µήκος l=4m και µάζας m=1kg 
ισορροπεί οριζόντια µε την βοήθεια  καρφιού στο σηµείο Ο ενός 
υποστηρίγµατος που απέχει από το άκρο Α απόσταση 1m. Το άκρο Α 
δένεται µε ελατήριο φυσικού µήκους lo=1,4 m  σταθεράς Κ= 200 Ν/m 
ενώ στο άλλο άκρο Γ δένεται αβαρές  σκοινί που είναι τυλιγµένο σε 
κύλινδρο  µάζας Μ=1kg και ακτίνας R=0,3 m όπως φαίνεται στο 
παρακάτω στο σχήµα. 

Tην στιγµή t=0 ο κύλινδρος αφήνεται από το σηµείο Γ. Κατά την πτώση 
του κυλίνδρου το σύστηµα ισορροπεί οριζόντιο. Την χρονική στιγµή t1= 
√0,3sec   το νήµα κόβεται και ταυτόχρονα ο σύνδεσµος του ελατηρίου µε
την ράβδο στο άκρο Α σπάει. 
Να βρεθούν : 
Α)  Η κατακόρυφη απόσταση  της ράβδου από το έδαφος. 
Β)  Την ολική κινητική ενέργεια του κυλίνδρου όταν χτυπάει για πρώτη 

φορά στο  έδαφος. 
 Γ) Να εξεταστεί αν η ράβδος µπορεί να χτυπήσει πρώτη στο έδαφος 

πριν ο κύλινδρος φτάσει στο έδαφος. 
∆ίνεται η ροπή αδράνειας του κυλίνδρου γύρω από το άξονα
περιστροφής του Ιcm=0,5MR2 και η ροπή αδράνειας της ράβδου γύρω 
από το κέντρο µάζας της είναι Ιcm=1/12ML2. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

A)Για την κίνηση του κυλίνδρου όταν είναι δεµένος στο σκοινί θα
έχουµε : 
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Mg-T=macm    και T.R=1/2mR2aγων   θα πάρουµε: 
acm=20/3m/sec2 και Τ=10/3Ν. 

Για την ισορροπία της ράβδου  θα πάρουµε 
-mg(KO) –T.(ΓO)+Fελ.(AO)=0 

Αρα xελ=0,1m  Aρα το ύψος Η=lo+xελ=1,4+0,1=1,5m 

B)Για την κίνηση του κυλίνδρου όταν ήταν δεµένος µε το σκοινί θα
έχουµε: 

h=1/2 acm.t2=1m 
και η ταχύτητα του κέντρου µάζας του κυλίνδρου 

Ucm=acm.t=20√0,3/3m/sec. 

Aπό την Α∆Ε για την πτώση του κυλίνδρου µετά το κόψιµο του σκοινιού 
θα έχουµε : 

Κπερ+Κµετ+UW=Kτελ 
άρα  1/2Ιω2+1/2mUcm2+mg(Η-h-R)=Kτελ 

και µετά από πράξεις Κτελ=12J 

Γ)Η ράβδος µετά το κόψιµο του σχοινιού και του συνδέσµου του 
ελατηρίου θα εκτελέσει επιταχυνόµενη στροφικά κίνηση µέχρι την 
κατακόρυφη θέση(αν έφτανε) εξαιτίας της ροπής του βάρους της. Η ροπή 
αυτή όµως µειώνεται συνεχώς αφού το απόστηµα του βάρους µειώνεται. 
Την  µέγιστη λοιπόν γωνιακή επιτάχυνση την έχει η ράβδος την στιγµή 
που κόβεται το νήµα και ο σύνδεσµος του ελατηρίου. Αν υποθέσουµε ότι 
η µέγιστη γωνιακή επιτάχυνση ήταν σταθερή τότε η ράβδος θα 
χρειαζόταν  ελάχιστο χρόνο  που θα έβγαινε από τη σχέση:  



θ=1/2αγωνmax.tmin
2 (1) 

Για την κίνηση της ράβδου την στιγµή που κόβεται το νήµα και ο 
σύνδεσµος του ελατηρίου: 

Στ(Ο)=Ιαγωνmax  m.g.(OK)={1/12m.l2+m(OK)2}αγωνmax 
άρα µετά από πράξεις αγωνmax=30/7r/sec2      
 Την στιγµή που η ράβδος χτυπάει στο έδαφος σχηµατίζει γωνία µε την 
κατακόρυφο γωνία φ µε συνφ=1,5/3 δηλαδή φ=60ο. Άρα η ράβδος θα 
έχει διαγράψει γωνία θ=π/6 Mε αντικατάσταση στην (1) θα έχουµε 
tmin=√(7π/90)sec 

Aυτός θα ήταν λοιπόν ο ελάχιστος χρόνος που θα µπορούσε να χτυπήσει 
η ράβδος στο έδαφος αν είχε συνεχώς την ίδια µέγιστη γωνιακή 
επιτάχυνση. Στον παραπάνω όµως χρόνο ο κύλινδρος  κινείται οµαλά 
στροφικά αλλά επιταχυνόµενα µεταφορικά µε επιτάχυνση τη g. Ετσι 
στον ίδιο χρόνο θα είχε διανύσει διάστηµα Η΄=Ucm.tmin +1/2g.tmin

2 ≈ 
3m που η απόσταση αυτή είναι µεγαλύτερη από το h2=H-h-R=0,2m που 
απείχε ο κύλινδρος από το έδαφος. Τελικά πρώτος θα χτυπήσει στο 
έδαφος ο κύλινδρος. 



Μια πραγµατικά σύνθετη άσκηση 

Στο παρακάτω σχήµα η ράβδος ΑΓ έχει  µάζα Μ=2kg  και µήκος L=6m ισορροπεί 

οριζόντια  µε τη βοήθεια καρφιού που βρίσκεται σε απόσταση l=2m από το ένα της 

άκρο της Α. Στο άκρο Α υπάρχει κολληµένο πάνω στη ράβδο σώµα µάζας Μ2. 

Πάνω στην ίδια κατακόρυφο µε την άλλη άκρη Γ της ράβδου υπάρχει  κατακόρυφο 

ελατήριο σταθεράς Κ=200π2Ν/m µε την πάνω άκρη του στερεωµένη. Στο άλλο άκρο 

του ελατηρίου είναι δεµένο σώµα µάζας m1=0,5kg στο άκρο του οποίου είναι δεµένη 

οριζόντια ελαστική χορδή πάνω στην οποία µπορεί να διαδοθεί εγκάρσιο αρµονικό 

κύµα µε ταχύτητα U=2 m/sec.Mέσω ενός δεύτερου  κατακόρυφου νήµατος το σώµα  

µάζας m1 συνδέεται µε δεύτερο σώµα µάζας m2=0,5kg.Το σώµα µάζας m2 απέχει 

κατακόρυφη απόσταση από το άκρο Γ της ράβδου ύψος Η=1,25m. Στo σώµα µάζας 

m1 υπάρχει ηχητική πηγή αρµονικών ήχων συχνότητας Fs=680Hz ενώ στο σώµα 

µάζας m2 υπάρχει ανιχνευτής ηχητικών κυµάτων. Κάποια στιγµή το κατακόρυφο 

νήµα κόβεται και τo σώµα µάζας m2 συγκρούεται πλαστικά µε την ράβδο. Να 

βρεθούν: 

A    H µάζα Μ2 

Β)   Να βρεθεί η εξίσωση που περιγράφει την συχνότητα που καταγράφει ο 

ανιχνευτής ήχων που βρίσκεται στο σώµα µάζας m2 µέχρι την στιγµή που αυτή 

συγκρούεται πλαστικά µε την ράβδο και να βρεθεί η συχνότητα του ανιχνευτή  

ελάχιστα πριν την κρούση. 



Γ)   Η γωνιακή ταχύτητα του συστήµατος  αµέσως µετά την πλαστική καθώς και η 

συχνότητα που καταγράφει ο ανιχνευτής αµέσως µετά την πλαστική κρούση  αν 

υποθέσουµε ότι η κρούση ήταν ακαριαία. 

∆)  Η µορφή της οριζόντιας ελαστικής  χορδής την στιγµή που γίνεται η πλαστική 

κρούση. 

∆ίνεται για την ράβδο Ιcm=1/12 M.L2  η ταχύτητα του ήχου Uηχ=340m/sec  το 

g=10m/sec2   και  π2=10.Ολα τα σώµατα εκτός της ράβδου να θεωρηθούν σηµειακά. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Α)Για να ισορροπεί η ράβδος θα ισχύει η σχέση ισορροπίας  Στ(Ο)=0    άρα 

 -Μ.g.(L/2 –l) +M2.g.l=0    άρα Μ2=1kg. 

B)Για την ισορροπία των σωµάτων m1-m2 µε το ελατήριο θα ισχύει  (m1+m2).g=Kx1   

άρα x1=1/200 m  ενώ µετά το κόψιµο του νήµατος θα ισχύει για την ισορροπία του 

σώµατος m1   m1.g=Kx2   άρα x2=1/400 m.Tην στιγµή που κόβεται το νήµα το σώµα 

m1 δεν έχει ταχύτητα άρα θα βρίσκεται στην ακραία θέση της ταλάντωσης της και αν 

υποθέσουµε ότι η θετική φορά είναι προς τα πάνω θα βρίσκεται στην ΘΕΑ.Το πλάτος 

της ταλάντωσης θα είναι Α=x1-x2=1/400 m  και η  εξίσωση της ταχύτητας θα δίνεται 

από την σχέση  u=π/20 συν(20π+3π/2) (S.I) 

To σώµα m2 εκτελεί ελεύθερη πτώση µέχρι να χτυπήσει την ράβδο. Ο χρόνος που θα 

χρειασθεί το σώµα m2 για να χτυπήσει την ράβδο θα βρεθεί από την σχέση  

Η=1/2 g.t2  άρα  t=0,5sec. Ετσι η ταχύτητα του σώµατος m2  θα δίνεται από την 

σχέση  V=10.t  t<0,5sec .Από την σχέση για το φαινόµενο Doppler  θα έχουµε  

Fαν=(Uηχ-V).Fs/(Uηχ+u)= (340-10t)680/{340+π/20 συν(20πt+3π/2)}  (S.I.) (1) 

Η κρούση θα συµβεί την στιγµή t=0,5sec άρα η συχνότητα θα είναι Fαν=670Ηz. 

Γ)Για την κρούση του m2 µε την ράβδο θα εφαρµόσουµε Α∆Σ 

       m2.V.(L-l)=Ioλ.ωσυστ (2) 

Το Ιολ=1/12 .Μ.L2 +M.(L/2 –l)2 +M2.l
2+m2.(L-l)2=20kg.m2  άρα   µε αντικατάσταση 

στη σχέση (2) ωσυστ=0,5r/sec 



H  γραµµική ταχύτητα εκείνη τη στιγµή του σώµατος m2  είναι 

 V΄=ωσυστ(L-l)=2m/sec 

Ετσι από την σχέση  (1)  θα βρούµε Fαν΄=676Ηz. 

∆)Το σώµα m1 µετά το κόψιµο του νήµατος θα γίνει η πηγή κύµατος που θα διαδοθεί 

στην οριζόντια   ελαστική χορδή. Ο χρόνος t=0,5sec  αντιστοιχεί σε  5Τ  άρα το κύµα 

έχει διαδοθεί στην χορδή 5λ.Από την σχέση   U=λ.f   άρα  λ=0,2m.Αρα το σχήµα της 

χορδής θα είναι  



Μια παραλλαγή στο θέμα Δ 

Από την κορυφή κεκλιμένου επιπέδου γωνίας κλίση φ=30
ο
 αφήνουμε να κυλίσουν xωρίς να 

ολισθαίνουν ταυτόχρονα ένας δίσκος και  ένας  δακτύλιος ίδιας μάζας  Μ=1,4kg  και ίδιας 

ακτίνας R=0,1m. 

Α)Να υπολογιστεί ποιό από τα δύο σώματα θα αποκτήσει μεγαλύτερη επιτάχυνση. 

Β)Συνδέουμε με κατάλληλο τρόπο τα κέντρα μάζας των δύο στερεών,όπως φαίνεται στο 

παρακάτω σχήμα,με  ιδανικό ελατήριο  αμελητέας μάζας και σταθεράς Κ=100Ν/m,το οποίο 

δεν εμποδίζει την περιστροφή και  δεν προκαλεί κάθε είδους τριβές.Το σύστημα κυλίεται 

χωρίς να ολισθαίνει κατερχόμενο του κεκλιμένου επιπέδου με το ελατήριο να έχει σταθερό 

μήκος. 

Να βρεθούν : 

1)H  επιμήκυνση ή η συσπείρωση του ελατηρίου έτσι ώστε το σύστημα να κατέρχεται

κυλιόμενο  χωρίς να ολισθαίνει. 

2)Η ταχύτητα του κέντου μάζας του κάθε στερεού  την χρονική στιγμή t1 αν το σύστημα

εκείνη την στιγμή  έχει κατέλθει κατακόρυφη απόσταση  ΔΗ=0,35 m 

3)To  ρυθμό μεταβολής  της στροφορμής του συστήματος την παραπάνω χρονική στιγμή t1.

Για τον κύλινδρο Ιcm=0,5M∙R
2
   και για το δαχτυλίδι  Icm=M∙R

2
. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Α)Από τος  νόμους της μεταφορικής και περιστροφικής κίνησης θα έχουμε 



Μ.g.ημφ-Τ=Μa     και 

 Τ.R=λ.Μ.R
2
.αγων 

θα βρούμε  a=gημφ/(λ+1)  και με αντικατάσταση του λ θα βρούμε  aδίσκου=10/3 m/sec
2
  και

αδακ=2,5m/sec
2
.

Β) 

1)Επειδή η επιτάχυνση του δίσκου είναι μεγαλύτερη  από αυτή του δαχτυλιδιού κατά την

ελεύθερη κάθοδό τους  για να κατεβαίνουν τώρα σαν σύστημα θα πρέπει να αποκτήσουν 

κοινή επιτάχυνση. Έτσι θα πρέπει η επιτάχυνση του δίσκου  να γίνει πιο μικρή από την 

επιτάχυνση της ελεύθερης «κατάβασης» και του δακτυλίου πιο μεγάλη σε σχέση με την 

επιτάχυνση της ελεύθερης «κατάβασης». Έτσι το ελατήριο πρέπει  να είναι συσπειρωμένο 

για να αυξήσει την επιτάχυνση του δακτυλίου και να μειώσει την επιτάχυνση του δίσκου. 

Με την βοήθεια των νόμων της κίνησης για την  μεταφορική και στροφική κίνηση θα 

έχουμε 

Για τον δίσκο    Μ.g.ημφ-Τστ1-Fελ=Μa1   (1)  και Τστ1.R=0,5.Μ.R
2
.αγων1  (2)

Για το δαχτυλίδι  Μ.g.ημφ-Τστ2+Fελ=Μa2   (3)   και Τστ2.R=Μ.R
2
.αγων 2   (4)

Kάνοντας πράξεις θα βρούμε  Fελ=1Ν  άρα xελ=0,01m 

2)Με τη βοήθεια της ΑΔΕ από την αρχική στην τελική θέση

2Μ.g.H=1/2.I1.ω1
2
 +1/2.Μ.U1

2
  +1/2I2.ω2

2
 +1/2.Μ.U2

2

Με αντικατάσταση  Ucm=2m/sec 

3)Mε βάση την θεωρία ο συνολικός ρυθμός μεταβολής της στροφορμής του συστήματος θα

δίνεται από την σχέση 

ΔL/Δt =Στεξωτερ= Τστ1.R +Tστ2.R  (5) Με την βοήθεια των σχέσεων θα βρούμε Τστ1=2Ν και 

Τστ2=4Ν άρα    με αντικατάσταση στην σχέση  (5) θα βρούμε 

ΔL/Δt=0,6Kg.m
2
/sec 



Μια νέα κρούση κυλίνδρου και κύβου. 

O κύλινδρος του παρακάτω σχήματος έχει μάζα Μ=2Κg  και ακτίνα R=0,2m.To νήμα μπορεί 

να ξετυλίγεται από το κύλινδρο και να είναι συνεχώς παράλληλο και τεντωμένο  με το 

κεκλιμένο επίπεδο  γωνίας κλίσης φ (ημφ=0,8) που παρουσιάζει συντελεστή τριβής μ=0,5 

με τον κύλινδρο. 

Την στιγμή t=0 αφήνουμε ελεύθερο το σύστημα και ο κύλινδρος αρχίζει να κατέρχεται 

περιστρεφόμενος  δεξιόστροφα , ενώ η ταχύτητα (ως προς ακίνητο παρατηρητή) του 

σημείου επαφής με το νήμα, της κάθετης στο επίπεδο διαμέτρου είναι συνεχώς 

μηδενική.Την στιγμή t=3sec    το νήμα κόβεται και ο κύλινδρος συγκρούεται κεντρικά  

μετωπικά και ελαστικά  με κύβο  μάζας Μ=2Κg  ακμής α=0,4m που ανέρχεται με ταχύτητα 

μέτρου  U2.Aν μετά την κρούση που διαρκεί ελάχιστα  ο κύλινδρος αρχίζει  αμέσως να 

κυλίεται χωρίς να περιστρέφεται ανερχόμενος να βρεθούν : 

A) To  μέτρο της ταχύτητας του κύβου την στιγμή της κρούσης

Β)  Την απόσταση των κέντρων μάζας των δύο στερεών όταν  ο κύλινδρος σταματήσει για 

πρώτη φορά μετά την κρούση. 

Γ)  Θα μπορέσουν τα δύο σώματα να ξανασυγκρουστούν για δεύτερη φορά ή όχι; 

Για τον κύλινδρο Ιcm=0,5.M.R
2
. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Α)Απο τους νόμους του Νεύτωνα για την μεταφορική και στροφική κίνηση του κυλίνδρου 

θα έχουμε 

Μ.gημφ -T-Toλ=M.a (1) 

T.R-Toλ.R=0,5.M.R
2
.αγων (2)

Επειδή το σημείο επαφής με το κεκλιμένο επίπεδο  έχει συνεχώς (πριν κοπεί το νήμα)  

ταχύτητα 2 Ucm θα δέχεται δύναμη τριβής ολίσθησης Τολ=μ.Ν=μ.Μ.gσυνφ=6Ν  (3) Από τις 

σχέσεις (1) ,(2) και (3) θα βρούμε  μετά από πράξεις a=4/3m/sec
2
. 



Από το νόμο της ταχύτητας για την επιταχυνόμενη μεταφορική κίνηση U=a.t1=4m/sec. 

Η κρούση των δύο σωμάτων είναι κεντρική και ελαστική  άρα τα δύο σώματα που έχουν 

ίδιες μάζες  θα πρέπει να ανταλλάξουν ταχύτητες. Ο κύλινδρος όμως πρέπει μετά την 

κρούση να κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει προς τα πάνω. Ετσι το σημείο επαφής του 

κυλίνδρου με το κεκλιμένο επίπεδο πρέπει να έχει συνολική ταχύτητα μηδέν. Η ταχύτητα 

περιστροφής είναι Uπερ=4m/sec  έχει φορά προς τα κάτω και η κρούση δεν θα επηρεάσει 

την στροφική κίνηση του κυλίδρου μιας και οι δυνάμεις επαφής είναι κεντρικές και δεν 

προκαλούν ροπή. Η  ταχύτητα μεταφοράς μετά την κρούση πρέπει και αυτή να έχει μέτρο 

4m/sec και φορά προς τα πάνω. Αυτή θα πρέπει να είναι η ταχύτητα του κέντρου μάζας του 

κυλίνδρου μετά την κρούση. Ετσι και ο κύβος  είχε πριν την κρούση ταχύτητα U2=4m/sec. 

B) Από του νόμους τώρα της κίνησης για την περιστροφική και μεταφορική κίνηση θα

έχουμε 

M.g.ημφ -Tστ=M.a2 (4) 

Tστ.R=0,5.M.R
2
.αγων2 (5)

μετά από πράξεις  a2=16/3m/sec
2
 και Τστ=16/3 Ν

Πρέπει όμως να δούμε αν ισχύει και η συνθήκη κύλισης της σφαίρας δηλαδή Τστ<μ.Ν. 

Δηλαδή  16/3<0,5.2.10.0,6    άρα 16/3<6  που ισχύει άρα ο κύλινδρος κυλίεται και προς την 

άνοδο και προς την κάθοδο γιατί οι δυνάμεις δεν αλλάζουν και για την κάθοδο. 

Ο κύβος εκτελεί επιταχυνόμενη μεταφορική κίνηση προς τα κάτω με αρχική ταχύτητα 

Uo=4m/sec  και επιτάχυνση που θα βρεθεί από το νόμο της κίνησης 

Μ.g.ημφ-μ.Μ.g.συνφ=Μ.a3     άρα  a3=5m/sec
2
.

Για την κίνηση του κυλίνδρου και από τους νόμους της ταχύτητας και του διαστήματος θα 

έχουμε  U=Uo-a2.t2       άρα t2=0,75
i
sec  S1 =Uo.t2-1/2.a2.t2

2
=1,5m.

Στον ίδιο χρόνο t2 o κύβος θα έχει κινηθεί  S2= Uo.t2+1/2.a3.t2
2
=4,40625m.

Aρα η απόσταση των κέντρων μάζας των δύο στερεών θα είνα D=R+α/2+S1+S2=6,30625m 

Γ)Μόλις  ο κύλινδρος σταματήσει στιγμιαία θα αρχίσει να κυλίεται κατερχόμενος με 

επιτάχυνση και πάλι a2=16/3m/sec
2 

 που είναι μεγαλύτερη από την επιτάχυνση του κύβου

a3=5m/sec
2
. Ετσι μετά από λίγο και εφόσον το μήκος του κεκλιμένου επιπέδου επαρκεί τα

δύο στερεά θα ξανασυγκρουστούν. 



Μια µπανιέρα Αγιοβασιλιάτικη!!! 

Στο χωριό του Αι-Βασίλη υπήρχε µία παγωµένη οριζόντια µπανιέρα που παρουσίαζε 

συντελεστή τριβής ολίσθησης µ=0,08-0,1x (S.I.). Πάνω στη µπανιέρα  και στην θέση 

x=0 υπάρχει κύλινδρος µε µάζα Μ=1kg. Ασκούµε στο κέντρο του κυλίνδρου 

οριζόντια σταθερή δύναµη µέτρου F=1,5N και ο κύλινδρος αρχίζει να κυλίεται.  

Nα βρεθούν : 

A) H θέση στην οποία ο κύλινδρος είναι έτοιµος να ολισθήσει.

Β)   Να βρεθεί η ολική  κινητική ενέργεια του κυλίνδρου σε εκείνη τη θέση. 

Γ)   Να βρεθεί η ταχύτητα του κέντρου µάζας του κυλίνδρου στη θέση  όπου το 

επίπεδο γίνεται λείο. 

Για τον κύλινδρο Ιcm=0,5MR2. 

Xωριό του Αι-Βασίλη δεν υπάρχει όπως φυσικά και η παραπάνω µπανιέρα. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Α)  Για να αρχίσει να ολισθαίνει θα πρέπει να πάψει να ισχύει η συνθήκη κύλισης 

δηλαδή η σχέση Τστ<µΝ. Από τους νόµους του Νεύτωνα για την µεταφορική 

και περιστροφική κίνηση  όταν ο κύλινδρος κυλίεται θα πάρουµε: 

F-Tστ=Μ·acm (1) και  Τστ.R=0,5MR2·αγων άρα 

Τστ=0,5Μacm (2) 

µε αντικατάσταση της (2) στην (1) θα έχουµε: 

 F-0,5Macm=Macm και 

acm=1m/sec2

 και από την (2) Τστ=0,5Ν. 

Από την συνθήκη κύλισης  0,5<(0,08-0,1x)10  άρα  x<0.3m. 

Eτσι ο κύλινδρος µέχρι τη θέση x<0,3m κυλίεται και στην θέση x=0,3m είναι 

έτοιµος να ολισθήσει. 

Β) Η κίνηση του κυλίνδρου είναι επιταχυνόµενη  άρα: 



υcm=acm.t (3)  και x=1/2acm.t2 

άρα 0,3=1/2.1.t2  άρα t=√0,6sec και από την (3)  υcm=√0,6m/sec. 

Kολ=Κπερ+Κµετ=1/2MUcm2+1/2Iω2=0,5.0,6+1/4.1.0,6=0,45J 

To ίδιο θα µπορούσε να προκύψει και  από την Α∆Ε µε WF=Kολ   άρα  

Κoλ=1,5.0,3=0,45J 

Γ)  Μετά τη θέση x=0,3m o κύλινδρος  αρχίζει να ολισθαίνει άρα δέχεται τριβή 

ολίσθησης  µέχρι τη θέση που το επίπεδο γίνεται λείο δηλαδή την θέση  όπου το 

µ=0  άρα 0,08=0,1x  άρα  x=0,8m. 

Αν εφαρµόσουµε ΘΜΚΕ για την µεταφορική κίνηση του κυλίνδρου θα 

πάρουµε 

WF-WToλίσ=Κτελµετ-Καρχµετ (4) 

 από x=0,3m µέχρι το  x=0,8m  το WF=1,5·0,5=0,75J  η τριβή ολίσθησης έχει 

εξίσωση Τ=µ.Ν=µΜg=0,8-x (S.I) το µεταφορικό της έργο θα βρεθεί από το 

παρακάτω διάγραµµα 

Eτσι αν αντικαταστήσουµε τις τιµές στην (4) θα έχουµε 

0,75-0,125= ½ ·1·Ucmτελ2-1/2.1.0,6 

θα πάρω  Ucmτελ=√1,85m/sec. 



Μια κρούση µε  ταλάντωση και στροφική κίνηση. 

Στο παραπάνω σχήµα το  κατακόρυφο ελατήριο έχει σταθερά Κ=400N/m και φυσικό µήκος L0=0,9m. H 

οριζόντια πολύ λεπτή και ελαστική ράβδος έχει µήκος L=1m, µάζα Μ και µπορεί να περιστρέφεται γύρω 

από οριζόντιο καρφί που είναι στερεωµένο στο ανώτερο σηµείο του ελατηρίου. Ένα µικρό σώµα µάζας m 

αφήνεται  από τον Βασίλη, που σκέφτηκε αυτή την άσκηση, σε απόσταση Η= 1,6m από τo έδαφος και µετά 

την ελαστική στιγµιαία κρούση µε το ένα άκρο της εκτελεί ελεύθερη πτώση. 

i) Ποια η σχέση των δύο µαζών που συγκρούονται ελαστικά;

ii) A ν m=1Κg, κινδυνεύει η οριζόντια ράβδος να  συγκρουστεί  µε το έδαφος;

iii)  Πόσες περιστροφές έχει διαγράψει η ράβδος όταν το µικρό σώµα φτάνει στο έδαφος;

iv) Ποια η ταχύτητα του άκρου της ράβδου όπου έγινε η κρούση, όταν για πρώτη φορά η ράβδος γίνεται

στιγµιαία κατακόρυφη;

∆ίνεται ότι το ελατήριο παραµένει συνεχώς κατακόρυφο, g=10m/s2 ενώ για τη ράβδο Ιcm=ML2/12. 

Απάντηση: 

i) Με τη βοήθεια της Α∆Ο για το σύστηµα θα έχουµε m·υ=M·υcm  (1)

Mε τη βοήθεια της Α∆Σ γύρω από τον άξονα περιστροφής της ράβδου

M·υ·L/2=Icmω  άρα ω=
6m

ML

υ
 (2) 

Eπειδή η κρούση είναι ελαστική από την Α∆Ε για το σύστηµα θα έχουµε 

½ m·υ2 = ½ M·υcm
2 + ½ Icmω

2 

και µε τη βοήθεια των σχέσεων (1) και (2) θα πάρουµε Μ=4m. 

ii) Το ελατήριο µε τη ράβδο ισορροπούν άρα ισχύει η σχέση Κ·x1=M·g  άρα x1=0,1m

Έτσι η ράβδος ισορροπεί σε ύψος L0-x1=0,8m. Mε την βοήθεια της Α∆Ε για την πτώση της σφαίρα θα

έχουµε m·g·(H-L0+x1)= ½ m·υ2  άρα υ=4m/s  και µε τη βοήθεια της σχέσης (1) υcm=1m/s   και της σχέ-

σης (2) ω=6r/s

H ράβδος θα εκτελεί οµαλή στροφική κίνηση γύρω από το οριζόντιο καρφί που είναι δεµένο στο ελατή-

ριο και ταυτόχρονα το κέντρο µάζας της ράβδου θα εκτελεί γατ µε µέγιστη ταχύτητα του κέντρου µάζας

(υcm)max=1m/s  και άρα πλάτους Α=(υcm)max/ω=0,1m. Το  κέντρο µάζας της ράβδου εκτελεί γατ µε πλάτος



Α=0,1m άρα το χαµηλότερο σηµείο του απέχει από το έδαφος είναι L0-x1-A=0,7m που είναι µεγαλύτερο 

από το L/2 άρα η ράβδος δεν κινδυνεύει να χτυπήσει σε αυτό.  

iii)  H µάζα m εκτελεί ελεύθερη πτώση άρα θα φτάσει στο έδαφος σε χρόνο t’ που θα βρεθεί από τη σχέση

Η΄= ½ g·t’ 2  άρα t’=0,4s. Eποµένως στον χρόνο αυτό η ράβδος θα έχει διαγράψει Ν=θ/2π=ω.t’/2π=1,2/π

περιστροφές.

iv) Για να γίνει η ράβδος κατακόρυφη για πρώτη φορά θα πρέπει να  περάσει χρόνος t0=θ/ω=π/12sec.Tην

στιγµή αυτή το κέντρο µάζας άρα και οποιαδήποτε σηµείο της ράβδου θα έχει κατακόρυφη ταχύτητα

που θα δίνεται από την σχέση υψ=(υcm)maxσυνωt0 (αν δεχθούµε ως θετική φορά την προς τα κάτω) άρα

υψ=1συν10π/12=-
3

2
m/s. Έτσι η συνολική ταχύτητα του άκρου της ράβδου θα δίνεται από το διανυ-

σµατικό άθροισµα της γραµµικής ταχύτητας λόγω περιστροφής υx=ωL/2 αλλά και της κατακόρυφης 

ταχύτητας υψ λόγω της γατ. Έτσι υολ= 9,75 m/s. 



Μια κρούση με περιστροφή 

Πάνω σε ένα λείο οριζόντιο επίπεδο μεγάλου μήκους  και στη θέση  του φυσικού μήκους 

του  ελατηρίου του παρακάτω σχήματος  μία σφαίρα  μάζας Μ2=3Kg και ακτίνας R=0,2m  

εκτελεί  ελεύθερη  ομαλή στροφική κίνηση με σταθερή γωνιακή ταχύτητα ω0=10r/sec . 

Συσπειρώνουμε το ελατήριο σταθεράς  Κ=100Ν/m  κατά Δx    και δένουμε στο ελατήριο 

κύβο μάζας Μ1=1Kg     που έχει το μήκος της ακμής του  ίσο  με τη  διάμετρο της σφαίρας. Ο 

κύβος έχει στερεωμένο στο κέντρο   του  αβαρή ανιχνευτή ήχων ενώ η σφαίρα έχει στο 

κέντρο της πηγή αρμονικών κυμάτων που  μπορεί να εκμπέμπει συχνότητα Fs=684Hz. 

Αφήνουμε ελεύθερο το σύστημα ελατηρίου-κύβου και την στιγμή t=0 συμβαίνει  η κρούση 

του κύβου με την σφαίρα  που είναι κεντρική - ελαστική και διαρκεί ελάχιστο χρόνο,   η 

σφαίρα δε,  μετά την κρούση με τον κύβο,  κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει πάνω στο οριζόντιο 

επίπεδο . Να βρεθούν: 

Α)   Η αρχική συσπείρωση του ελατηρίου 

Β)  Η γραφική παράσταση της συχνότητας που καταγράφει ο ανιχνευτής σε συνάρτηση με 

το χρόνο. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Α)Για να αρχίσει η σφαίρα να κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει πάνω στο λείο οριζόντιο επίπεδο 

θα πρέπει να ισχύει η σχέση  Ucm=Uπερ   άρα U2΄=ωο.R=2m/sec. 

H ταχύτητα του κέντρου μάζας της σφαίρας θα προέλθει από την ελαστική κρούση με τον 

κύβο. Η κρούση είναι κεντρική έτσι οι δυνάμεις την στιγμή της κρούσης δεν μπορούν να 

προκαλέσουν ροπή με αποτέλεσμα η γωνιακή ταχύτητα της σφαίρας να μην αλλάξει. Με τη 

βοήθεια των τύπων της ελαστικής κρούσης θα βρούμε την ταχύτητα του κύβου πριν την 

κρούση  U2΄=2M1.U1/(M1+M2)     άρα U1=4m/sec. 

Mε την βοήθεια της ΑΔΕ για την αρχική κίνηση του κύβου θα έχουμε 

½.Κ.Δx
2
=1/2.M1.U1

2 
 άρα Δx=0,4m

B)Mετά την κρούση η ταχύτητα του κύβου θα βρεθεί με την βοήθεια των τύπων της

ελαστικής κρούσης 

U1΄=(Μ1-Μ2).U1/(M1+M2)=-2m/sec 



 ο κύβος δηλαδή γυρίζει προς τα πίσω. Η ταχύτητα αυτή είναι η μέγιστη γιατί ο κύβος 

βρίσκεται στη Θ.Ι.Τ. Αν θεωρήσουμε θετική φορά τη φορά προς τα αριστερά τότε η εξίσωση 

της ταχύτητας του κύβου θα είναι 

U=2συν10t (S.I) 

H σφαίρα που είναι ταυτόχρονα και η πηγή των αρμονικών κυμάτων θα εκτελεί ομαλή 

μεταφορική και στροφική κίνηση με σταθερή ταχύτητα U2΄=2m/s. 

Mε την βοήθεια του τύπου για το φαινόμενο Doppler  θα έχουμε την εξίσωση της 

συχνότητας του ανιχνευτή 

F=(340-2συν10t).684/(340+2)=680-4συν10t (S.I.) 

H γραφική παράσταση θα είναι 



Μια κρούση µε Doppler 

Πάνω σε ένα λείο  κεκλιµένο γωνίας κλίσης φ=30ο  και στην βάση του κεκλιµένου 

επιπέδου βρίσκεται σώµα µάζας M1  που συνδέεται µε ελατήριο σταθεράς Κ=100N/m. 

Στο άλλο άκρο του ελατηρίου είναι δεµένο δεύτερο σώµα µάζας Μ2= 1Kg όπως στο 

σχήµα. 

Ένα τρίτο σώµα κινείται οριζόντια µε ταχύτητα U=√3m/sec  έχει µάζα M3=2 Κg  

σφηνώνεται στο σώµα µάζα Μ2.Το σώµα µάζας Μ1 έχει ενσωµατωµένη πάνω του µία 

πηγή παραγωγής ήχων µε συχνότητα Fs=680Hz.Μετά την πλαστική κρούση των δύο 

σωµάτων το σώµα Μ1 µόλις και δεν χάνει την επαφή του µε το κάθετο τµήµα της  

βάσης του κεκλιµένου επιπέδου.  

Να βρεθούν : 

A) To πλάτος ταλάντωσης που θα εκτελέσει το συσσωµάτωµα

B) Η µάζα Μ1

 Γ)  Η  εξίσωση της συχνότητας που καταγράφει ένας ανιχνευτής ήχων που 

βρίσκεται στο σώµα Μ2 που δεν καταστρέφεται από την πλαστική κρούση. 

∆)  Η γραφική παράσταση της συχνότητας µε το χρόνο

∆ίνεται το Uηχ=340m/sec.

AΠΑΝΤΗΣΗ 



Α)Για την ισορροπία του σώµατος M2 πάνω στο κεκλιµένο επίπεδο θα έχουµε: 

Μ2·g·ηµφ=Κ·x1  άρα x1=0,05m 

Για την κρούση των δύο σωµάτων και για το άξονα χχ΄παράλληλο στο κεκλιµένο 

επίπεδο θα έχουµε   Μ3·U·συνφ=(Μ3+Μ2)Uσυστ   άρα Uσυστ=1m/sec 

Eχουµε αλλαγή της µάζας του συστήµατος άρα και αλλαγή της θέσης ισορροπίας. 

Για την νέα θέση ισορροπίας του συστήµατος Μ2-Μ3 θα ισχύει: 

(Μ2+Μ3)·g·ηµφ=Κ·x2   άρα  x2=0,15m. 

Mε την βοήθεια της Α∆ΕΤ για µετά την κρούση ταλάντωση του συστήµατος θα 

έχουµε    

1/2D(x2-x1)
2 + ½ (M2+M3)·Uσυστ

2=1/2 D·A2   άρα  A=0,2m 

B)Αφού η επαφή του Μ1 µόλις και χάνεται µε το κάθετο τµήµα του κεκλιµένου 

επιπέδου σηµαίνει ότι όταν το σύστηµα θα φτάσει στην θέση µέγιστη αποµάκρυνσης 

εκείνη τη στιγµή το σώµα Μ1 θα είναι έτοιµο να κινηθεί δηλαδή η   Fελ=Μ1g.ηµφ  

άρα: 

Κ(Α-x2)=M1.g.ηµφ    

100.0,05=Μ1.10.0,5 άρα Μ1=1Kg 

Γ)Η εξίσωση της ταχύτητα ταλάντωσης του συστήµατος  

Μ2-Μ3 θα έχει µορφή U=ω·Ασυν(ωt+φο)    µε ω=√Κ/Μoλ  άρα 

 ω=10√3/3 r/sec    την στιγµή t=0 βρίσκεται στην θέση 



x=x2-x1=0,1m    U>0  άρα φο=π/6  θα έχουµε εξίσωση: 

υ=2√3/3συν(10√3/3t+π/6) (S.I.) 

Η εξίσωση της συχνότητας που ανιχνεύει ο ανιχνευτής  ήχου θα είναι: 

FA={340-2√3/3 συν (10√3/3 t+π/6)}·680/340=680-4√3/3συν (10√3/3t+π/6)   (S.Ι.) 

∆)Το σώµα για να φτάσει από την θέση χ=Α/2 στην θέση x=A θα χρειασθεί χρόνο

Τ/6 όπου Τ η περίοδος ταλάντωσης του συστήµατος. Ετσι η γραφική παράσταση θα 

έχει µορφή 



Μια κρούση και ράβδου και ένα µηχανικό σύστηµα µε Doppler 

Ράβδος µάζας Μ=3Κg  και µήκους L=1,2m αφήνεται  από την οριζόντια θέση. Η 

ράβδος µπορεί να περιστρέφεται από το ένα της άκρο γύρω από οριζόντιο άξονα. 

Όταν ράβδος γίνει κατακόρυφη συγκρούεται  µε ακίνητο σώµα µάζας m=1Κg που 

ισορροπεί στο οριζόντιο λείο  δάπεδο δεµένο µε ελατήριο σταθεράς Κ που το άλλο 

του άκρο είναι στερεωµένο σε άλλο σώµα µάζας  m=1Kg. Μετά την κρούση της  

ράβδου µε το σώµα µάζας m η ράβδος παραµένει ακίνητη. Στο πρώτο σώµα είναι 

στερεωµένη πηγή ηχητικών ήχων συχνότητας Fs=680Ηz   ενώ στο δεύτερο σώµα  m 

υπάρχει στερεωµένος ανιχνευτής ήχων.  

Να βρεθούν : 

Α)   Η γωνιακή ταχύτητα της ράβδου πριν  την κρούση καθώς και η ταχύτητα µετά 

την κρούση µε τη ράβδο του σώµατος m. Πως µπορούµε να χαρακτηρίσουµε 

την κρούση της ράβδου µε το σώµα m; 

B) Nα βρεθεί η µέγιστη και η ελάχιστη τιµή της συχνότητας που θα ανιχνεύσει ο

ανιχνευτής ήχων που βρίσκεται στο δεύτερο σώµα m.

Γ)   Ποιο το µέγιστο ποσοστό  της κινητικής ενέργειας   της ράβδου  λίγο πριν την 

κρούση που µπορεί να  αποθηκεύσει το ελατήριο κατά την διάρκεια της 

κίνησης των δύο σωµάτων µε µάζες m. Ποια είναι τότε η συχνότητα που 

ανιχνεύει ο ανιχνευτής; 

Για την ράβδο  ΙΑ=1/3ΜL2. ∆ίνεται η ταχύτητα του ήχου υηχ=340m/sec. 

Απάντηση: 

A) Mε την βοήθεια της Α∆Ε για την πτώση της ράβδου θα βρούµε:

Μ·g·L/2= ½ I·ω2 



θα βρούµε  ω=5r/s. 

 Mε την βοήθεια της Α∆Σ για την κρούση θα έχουµε  Ι·ω=m·υ·L  άρα  

υ=6m/sec.  

Η Κραβ= ½ Ιω2=18J  η κινητική ενέργεια του σώµατος Κm= ½ m·υ2=18J 

παρατηρούµε δηλαδή ότι δεν χάθηκε ενέργεια κατά την κρούση. Θα 

µπορούσαµε δηλαδή να χαρακτηρίσουµε την κρούση ελαστική. 

B) Επειδή τα  δύο σώµατα που αλληλεπιδρούν µεταξύ τους  έχουν ίδιες µάζες και η

«κρούση» µεταξύ τους µπορεί να θεωρηθεί ελαστική τα σώµατα συνεχώς θα

ανταλλάσουν ταχύτητες από 0m/sec σε 6m/sec  και από 6m/sec σε 0m/sec µε

βάση την θεωρία για τα σώµατα που συγκρούονται ελαστικά και έχουν ίσες

µάζες. Ετσι θα επαναλαµβάνεται  το φαινόµενο περιοδικά. Η συχνότητα που θα

ανιχνεύει ο ανιχνευτής θα δίνεται από τη σχέση µε βάση τον τύπο του Doppler:

Fπαρατηρητή=(340-υ1)·680/(340-υ2). 

O παρατηρητής θα θέλει να ξεφύγει από την πηγή και η πηγή θα θέλει να 

πλησιάσει τον παρατηρητή…. 

 Με τις ταχύτητες υ1 και υ2 να παίρνουν τιµές από 0 έως 6m/sec. 

Η µέγιστη συχνότητα που θα ανιχνεύει ο ανιχνευτής θα είναι όταν ο ανιχνευτής 

είναι ακίνητος και η πηγή πλησιάζει µε ταχύτητα υ=6m/s 

 άρα Fmax=340.680/(340-6)≈692,2Hz  και  η ελάχιστη συχνότητα θα είναι όταν 

ο ανιχνευτής αποµακρύνεται µε ταχύτητα υ=6m/sec και η πηγή είναι ακίνητη. 

 Fmin=(340-6)680/340=668Hz  

Γ)  Η δυναµική ενέργεια του ελατηρίου θα γίνει µέγιστη όταν η απόσταση των δύο 

σωµάτων θα γίνει η ελάχιστη αυτό θα συµβεί όταν οι δύο ταχύτητες των 

σωµάτων γίνουν ίσες. Με την βοήθεια της Α∆Ο θα έχουµε  m·υ=2m·υκοινή   άρα 

υκοινή=3m/sec. Mε την βοήθεια της Α∆Ε θα έχουµε: 

½m·υ2= ½ 2m·υκοινή
2 +Uελmax    άρα Uελmax=9J. 

 Αρα το µέγιστο  ποσοστό της κινητική ενέργειας της ράβδου που έγινε 

δυναµική ενέργεια είναι Π=Uελmax.100%/Κραβ =50%. 

Eπειδή το  µέγιστο ποσοστό αποθήκευσης στο ελατήριο συµβαίνει όταν τα σώµατα 

έχουν ίδιες ταχύτητες  η συχνότητα  θα είναι  Fπαρ=Fπηγ=680Hz. 



Μια ελαστική κρούση και δυο ταλαντώσεις 

Στο παρακάτω σχήμα η θέση του φυσικού μήκους του ελατηρίου είναι η 

θέση όπου η ράβδος μήκους L και μάζας m είναι κατακόρυφη. 

Η ράβδος είναι στερεωμένη με την βοήθεια οριζόντιου καρφιού που 

βρίσκεται στο ίδιο κατακόρυφο επίπεδο με την Θ.Φ.Μ.Ε  και σε ύψος L 

πάνω από το άκρο του ελατηρίου. 

Στην άκρη του ελατηρίου δένουμε σημειακό σώμα  μάζας Μ και 

συμπιέζουμε το ελατήριο κατά Α από την θέση φυσικού μήκους του 

ελατηρίου. Αφήνουμε ταυτόχρονα  το σώμα Μ και την ράβδο από την 

οριζόντια θέση και τα δύο σώματα συγκρούονται ελαστικά όταν η 

ράβδος γίνεται κατακόρυφη για πρώτη φορά και το σώμα Μ όταν 

φτάνει για πρώτη φορά στη θέση ισορροπίας του. Το φαινόμενο 

επαναλαμβάνεται περιοδικά  κάθε φορά που το σώμα Μ  φτάνει στην 

ΘΦΜΕ όπως και την πρώτη φορά. 

Να βρεθούν: 

A) H περίοδος των κρούσεων της ράβδου με το σώμα Μ μετά την

πρώτη κρούση τους.

Β) Ποια πρώτη  σχέση πρέπει να  έχουν μεταξύ τους τα Μ,m,L,K,Α  για 

να υπάρχει το περιοδικό αυτό φαινόμενο. 

Δίνεται για την ράβδο  το ΙΑ=1/3.m.L
2

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 



Για να γίνει η πρώτη κρούση του σώματος Μ και της ράβδου πέρασε 

χρονικό διάστημα Τ/4 όπου Τ=2π√Μ/Κ η περίοδος ταλάντωσης του 

σώματος Μ. Τόσο χρόνο έκανε και η ράβδος για να φτάσει στην 

κατακόρυφη θέση. Για  να επαναλαμβάνεται το συγκεκριμένο γεγονός 

στην συγκεκριμένη θέση θα πρέπει η ράβδος και το σώμα να 

ξαναφτάνουν ταυτόχρονα στην ίδια θέση. Το σώμα Μ θα ξαναφτάνει 

στην ίδια θέση μετά από χρόνο Τ/2. Αυτός ο χρόνος είναι και η 

περίοδος των κρούσεων στην συγκεκριμένη θέση. 

B)Τον  ίδιο χρόνο  T/2  θα χρειάζεται και η ράβδος για να ξαναφτάσει 

στην κατακόρυφη θέση. Ο χρόνος ανόδου της ράβδου θα είναι ίσος με 

τον χρόνο καθόδου αφού η ροπή του βάρους κατά την άνοδο και 

κάθοδο είναι ακριβώς η ίδια άρα και η  στιγμιαία γωνιακή επιτάχυνση- 

επιβράδυνση  της ράβδου  θα ίσες κατά μέτρο είναι .Θα πρέπει λοιπόν 

η ράβδος να ξαναφτάνει στην αρχική της θέση άρα μετά την κρούση να 

έχει την αρχική γωνιακή ταχύτητα που είχε πριν την κρούση με το σώμα 

Μ. 

Με την βοήθεια της ΑΔΕ για την ράβδο θα έχουμεQ 

m.g.L/2=1/2.I.ω
2
  άρα ω=√3.g/L 

Eπειδή η κρούση είναι ελαστική και η ράβδος διατηρεί το μέτρο της  

αρχικής της  γωνιακής   ταχύτητας θα πρέπει και το σημειακό σώμα Μ 

να διατηρεί το μέτρο της ταχύτητά του μετά την κρούση. 

Με την βοήθεια της ΑΔΣ για την παραπάνω κρούση θα έχουμε 

Ι.ω –Μ.Umax.L=-I.ω+Μ.Umax.L 

άρα Ι.ω=Μ.Umax.L 

άρα 1/3.m.L
2
.√3.g/L=M.√K/M.A.L 

άρα m
2
.L.g/3=M.K.A

2
. 



Μια δύσκολη ροπή αδράνειας και ο φελλός που πετάγεται.

Κατακόρυφη ράβδος µήκους L=1m και µάζας Μ=3Κg συγκολλάται 

στο ένα της άκρο µε σφαίρα µάζας Μ΄=0,8  kg και ακτίνας R=0,4m 

έτσι ώστε ο  κατακόρυφος άξονας της ράβδου να περνάει από το 

κέντρο της σφαίρας. Το άλλο άκρο της ράβδου το στερεώνουµε µε 

οριζόντιο καρφί. Αφαιρούµε  από το εσωτερικό της σφαίρας όλη της 

ποσότητα της ύλης που βρίσκεται στο κέντρο και σε ακτίνα R/2  από 

αυτό και δηµιουργούµε µία καινούργια κοίλη σφαίρα. 

∆ηµιουργούµε  µία πολύ µικρή οριζόντια οπή που διέρχεται από το 

κέντρο της σφαίρας  και γεµίζουµε το κοίλο χώρο µε µικρή 

ποσότητα ιδανικού αερίου. Ταπώνουµε τη µικρή οπή  µε φελλό 

µάζας m=0,1kg.Θερµαίνουµε την σφαίρα οπότε κάποια στιγµή ο 

φελλός εκτοξεύεται οριζόντια µε ταχύτητα µέτρου υ. Aν το σύστηµα 

ράβδου-σφαίρας µόλις και φτάνει σε οριζόντια θέση, να βρεθούν: 

A) H ροπή αδράνειας του συστήµατος ράβδου-κοίλης σφαίρας γύρω από τον

άξονα περιστροφής του.

Β)   Την µέγιστη τιµή του µέτρου του ρυθµού  µεταβολής της στροφορµής του 

συστήµατος ράβδου-κοίλης σφαίρας. 

Γ)   Πόση ενέργεια µεταφέρθηκε από το αέριο στο µηχανικό σύστηµα φελλός-

ράβδο-κοίλη σφαίρα. 

∆ίνονται  Icmράβδου=1/12 Μ L2  και Ιcmσφαιρας=0,4ΜR2. 

AΠΑΝΤΗΣΗ 

A) Αν η σφαίρα ήταν γεµάτη θα είχει Ιcm=0,4MR2. Tώρα όµως έχουµε αφαιρέσει

µάζα άρα η ροπή αδράνειας της κοίλης σφαίρα θα είναι:

Ιcm΄=Ιcm-Iαφαιρ=0,4ΜR2-0,4Mαφ·(R/2)2. 

H πυκνότητα της σφαίρας που αφαιρέσαµε ήταν ίδια µε την πυκνότητα της σφαίρας 

που έµεινε αφού το υλικό είναι το ίδιο έτσι M/V=Mαφ/Vαφ   άρα: 

Μ/4/3πR3=Mαφ/4/3π(R/2)3   έτσι  Μαφ=Μ/8 



 Ιcm΄=Ιcm-Iαφαιρ=0,4ΜR2-0,4Mαφ.(R/2)2=0,4.0,8.0,42-0,4.0,1.0,22=0,0496Κg.m2. 

Aν τώρα εφαρµόσουµε κανόνα Στάινερ και για την ράβδο και για την σφαίρα θα 

βρούµε τη ροπή αδράνειας του συστήµατος: 

Ιολ=1/12ΜL2+M(L/2)2+Icm΄ +Μκοιλ.(L+R)2 → 

Ιολ= 1/3 .3.12+0,0496+0,7.1,42=2,4216Κg·m2. 

B) Η µέγιστη τιµή του µέτρου του ρυθµού  µεταβολής της στροφορµής του

συστήµατος ράβδου-κοίλης σφαίρας θα συµβεί όταν τα αποστήµατα των βαρών 

της σφαίρας και της ράβδου γίνουν µέγιστα. Αυτό θα συµβεί όταν το σύστηµα 

βρεθεί στην οριζόντια θέση. 

│∆L/∆t│max=MgL/2  +Mκοιλ.g.(L+R)=24,8Ν.m 

Γ)Το αέριο έδωσε την ενέργεια για να καταφέρουν να κινηθούν ο φελλός η ράβδος 

και η κοίλη σφαίρα. 

Εαερίου=Κφελ+Κσυστ (1) 

Για την άνοδο του στερεού θα πάρουµε από την Α∆Ε  Κσυστ=Uραβ+Uσφ   άρα 

Αρα ½ Ιολ.ω2=ΜgL/2 +Mκοιλ.g.(L+R)  άρα µετά από πράξεις ω=4,5r/s 

Aν εφαρµόσουµε Α∆Σ για το σύστηµα θα έχουµε  

Lαρχ=Lτελ    0=mU(L+R)-Iολ.ω 

θα βρούµε µετά από πράξεις  υ=77,8m/sec 

Με αντικατάσταση στην (1) Εαερ= ½ Ιoλ.ω2 + ½ m·υ2=327,1J 



Μια διπλή τροχαλία και µια α.α.τ. 

∆ίνεται το παρακάτω σχήµα

m m

mΣ

k

Οι τροχαλίες και τα σώµατα m είναι πανοµοιότυπα   και έχουν µάζες 

Μτ=4kg και m=1Κg βρίσκονται δε στο ίδιο ύψος από το οριζόντιο 

έδαφος .Το σώµα Σ έχει  µάζα  Μ=2Κg και όλο το σύστηµα ισορροπεί. 

Ανεβάζουµε το σώµα Σ κατά ∆h=0,1m και αφήνουµε το σύστηµα 

ελεύθερο 

Α)  Να αποδείξετε ότι το σώµα Σ θα εκτελέσει γ.α.τ. και να βρείτε την 

περίοδό του.  

Β)  Να γραφεί η εξίσωση αποµάκρυνσης για το σώµα Σ αν θεωρηθεί 

θετική φορά η φορά  προς τα πάνω. 

Γ)  Να  βρεθεί η χρονική στιγµή που οι δύο τροχαλίες έχουν µέγιστη 

κινητική ενέργεια λόγω περιστροφής. 

∆)  Να βρεθεί η µέγιστη κινητική ενέργεια της κάθε τροχαλίας

∆ίνεται   η σταθερά του  ελατηρίου  Κ=800Ν/m και για την τροχαλία η

ροπή αδράνειας   Icm=0,5Mτ.R2. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 



Α)Για την ισορροπία των σωµάτων  µε µάζα m    Τ=m.g    και την 

ισορροπία του σώµατος Σ: 

2Τ=Μg+Fελ 

άρα Fελ=0 δηλαδή το σώµα βρίσκεται στη Θ.Φ.Μ.Ε. 

Μετά την αποµάκρυνση για το σώµα Σ θα έχω ΣF=-Fελ+Τ1+Τ1-Μ.g  (1) 

Για το κάθε  σώµα m : 

T2-mg=mα (2) 

και για  την κάθε τροχαλία 

 Τ1R-T2R=0,5Mτ.R2.αγων (3) 

Με συνδυασµό των (2) και (3) θα πάρουµε Τ1=3α+10 (S.I) (4) 

Για την µεταφορική κίνηση του Σ ο νόµος της µεταφορικής κίνησης θα 

µας δώσει: 

Μ.g+Fελ-2Τ1=Μ.α 

( 5) από την (4) και (5)  

θα έχουµε α=Κx/8 (S.I)   (6) 

Mε αντικατάσταση  στην  (1) των (4) και (6) θα έχουµε 

ΣF=-Kx/4=-200x (S.I) 

Aρα το σώµα Σ κάνει γ.α.τ. µε D=200N/m. 

Αρα η περίοδος  του σώµατος Σ είναι  Τ=2π√Μ/D=π/5 sec. 



Β)Η εξίσωση αποµάκρυνσης για το σώµα Σ θα δίνεται από την γενική 

σχέση: 

ψ=Αηµ(ωt+φο). 

Την στιγµή που αφήνουµε το σώµα αυτό δεν έχει ταχύτητα άρα  θα 

βρίσκεται στην  Θ.Μ.Α   άρα   ∆h=A=0,1m   ω=2π/Τ=10r/s  και φο=π/2 

άρα  η  εξίσωση: 

ψ=0,1ηµ(10t+π/2) (S.I.) 

Γ)Οι  τροχαλίες θα  έχουν µέγιστη κινητική ενέργεια όταν έχει και 

µέγιστη κινητική ενέργεια το σώµα Σ αφού  συνδέονται µε το σώµα Σ 

µέσω των  νηµάτων. Ο χρόνος αυτός θα είναι φυσικά Τ/4=π/20 sec. 

∆)Η µέγιστη ταχύτητα για το σώµα Σ θα είναι υmax=ω.Α=1m/sec.

Ετσι  Κτρmax=1/2Iω2=1/4 .Μτ.Umax2=1J.

H ίδια σχέση  θα µπορούσε να  προκύψει και µε την βοήθεια της Α∆Ε για 

όλο το σύστηµα 

Μ.g.∆h +1/2K(∆h)2 =2. ½ m·υmax2  +2.1/2 .Iω2 +2m.g.∆h +1/2 M·υmax2 

άρα υmax=1m/sec  άρα Κτρmax=1/2.1/2.4.12=1J 



Μια σφαίρα που πήρε ανάποδες στροφές. 

Η σφαίρα του παρακάτω σχήµατος έχει ακτίνα R=0,2m και µάζα m=1kg.H σφαίρα την χρονική στιγµή t=0 

βάλλεται µε αρχική ταχύτητα υcm=10m/sec  και  ταυτόχρονα µε την βοήθεια στιγµιαίας εξωτερικής ροπής 

δίνεται στη σφαίρα κατάλληλη γωνιακή ταχύτητα έτσι ώστε το ανώτερο σηµείο της σφαίρας να έχει 

µηδενική ταχύτητα. Η σφαίρα κινείται πάνω σε λείο οριζόντιο επίπεδο µέχρι να συγκρουστεί µετωπικά 

ακαριαία  κεντρικά  και  ελαστικά µε κύβο ακµής α=0,4m και µάζας m=1Kg που είναι ακίνητος και δεµένος 

µε οριζόντιο ελατήριο σταθεράς Κ=π2
Ν/m. Αν η αρχική απόσταση  των κέντρων µάζας των δύο σωµάτων 

ήταν x=10,4m να βρεθούν:  

A) O αριθµός των περιστροφών που  θα εκτελέσει η σφαίρα µέχρι να επιστέψει στην αρχική της θέση.

Β)  Aν η σφαίρα τελικά κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει ή όχι 

Γ) Η γραφική παράσταση της γωνιακής ταχύτητας τη σφαίρας σε συνάρτηση µε το χρόνο καθώς η 

γραφική παράσταση της ταχύτητας του κέντρου µάζας της σφαίρας σαν συνάρτηση του χρόνου αν 

θετική φορά θεωρηθεί η αρχική φορά της ταχύτητας του κέντρου µάζας. 

Aπάντηση: 

Α) Το ανώτερο σηµείο της σφαίρας δεν έχει συνολικά ταχύτητα. Αυτό σηµαίνει ότι 

η γωνιακή ταχύτητα είναι τέτοια ώστε η  γραµµική ταχύτητα περιστροφής και η 

ταχύτητα λόγω της µεταφορικής κίνησης της σφαίρας έχουν στο ανώτερό της 

σηµείο συνισταµένη 0. Έτσι η σφαίρα ενώ εκτελεί µεταφορική κίνηση προς τα 

αριστερά θα εκτελεί  και δεξιόστροφη περιστροφική κίνηση.  

Η κίνηση εκτελείται πάνω σε λείο οριζόντιο επίπεδο µε αποτέλεσµα και η µεταφορική αλλά και  η 

στροφική κίνηση της σφαίρας να µην µπορούν να αλλάξουν. Ετσι η σφαίρα θα εκτελεί οµαλή 

µεταφορική κίνηση προς τα αριστερά και ταυτόχρονα να εκτελεί οµαλή στροφική κίνηση δεξιόστροφη 

µε  ω=
R
cmυ

=50r/s. Η  σφαίρα θα συγκρουστεί κεντρικά και ελαστικά µε τον κύβο, µετά από χρόνο: 

s

a
Rx

t
cm
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1 =

−−

=
υ

Επειδή οι δυνάµεις την στιγµή της κρούσης είναι κεντρικές δεν θα επηρεάσουν και πάλι την στροφική 

κατάσταση της σφαίρας µιας και δεν µπορούν να προκαλέσουν ροπή. Η κρούση όµως των δύο σωµάτων 



είναι ελαστική και τα σώµατα έχουν τις ίδιες µάζες. Έτσι τα σώµατα θα ανταλλάξουν τις µεταφορικές 

τους ταχύτητες. Η σφαίρα θα µείνει µεταφορικά ακίνητη και ο κύβος θα πάρει την ταχύτητα του 

κέντρου µάζας της σφαίρας. Ο κύβος θα εκτελέσει ΓΑΤ και σε χρόνο t2=Τ/2=1s θα επιστρέψει στην 

αρχική του θέση για να ξανασυγκρουστεί µε τη σφαίρα που παραµένει υποµονετικά στην θέση της 

περιστρεφόµενη γύρω από το κέντρο µάζας της δεξιόστροφα. Τότε θα συµβεί και η δεύτερη κρούση 

µεταξύ του κύβου και της σφαίρας οπότε τα δύο σώµατα τα ανταλλάξουν και πάλι ταχύτητες µε την 

σφαίρα όµως αυτή τη φορά να κινείται προς τα δεξιά. Ο χρόνος που θα κάνει για να φτάσει στην αρχική 

της θέση θα είναι και πάλι s

a
Rx

t
cm

12
3 =
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=
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 .Τελικά η συνολική γωνία στροφής της σφαίρας ήταν 

θ=ω·tολ=50.3=150rad  ή Ν=75/π περιστροφές. 

Β) Μετά την κρούση η κατεύθυνση της ταχύτητας του κέντρου µάζας έχει αλλάξει 

χωρίς όµως να αλλάξει η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής. Έτσι το κατώτερο 

σηµείο της σφαίρας θα έχει τώρα συνολικά ταχύτητα 0.Αρα η σφαίρα τώρα θα 

κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει. 

Γ)Η γωνιακή ταχύτητα της σφαίρας είναι συνεχώς σταθερή µιας και δεν ασκήθηκε καµία ροπή  στην 

σφαίρα σε όλη την διάρκεια της κίνησής της. Η ταχύτητα του κέντρου µάζας της σφαίρας άλλαξε 

εξαιτίας των δύο κρούσεων της σφαίρας µε τον κύβο. Έτσι η γραφικές παραστάσεις θα έχουν την 

παρακάτω µορφή 



Μια σφαίρα µε λιπαντικό

Μία σφαίρα με  μάζα Μ=1Kg  και ακτίνας R=2,5/π m την ρίχνουμε μέσα σε μία 

λιπαντική  ουσία μέχρι η μισή ακριβώς να λιπανθεί ενώ η υπόλοιπη να μείνει 

χωρίς λιπαντική ουσία. Το στρώμα της λιπαντικής ουσίας είναι λεπτότατο και δεν 

μπορεί να μετακινηθεί.  Ανεβάζουμε τη σφαίρα πάνω σε ένα κεκλιμένο επίπεδο 

μεγάλου μήκους με γωνίας κλίσης φ με ημφ=0,7  και με το χαμηλότερο σημείο της σφαίρας να είναι σε 

επαφή με τη διαχωριστική επιφάνεια της σφαίρας που έχει το λιπαντικό. Αφήνουμε τη σφαίρα ελεύθερη 

και αρχικά η σφαίρα κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει. Μόλις η σφαίρα εκτελέσει μισή περιστροφή έρχεται σε 

επαφή η λιπαντική ουσία με το κεκλιμένο επίπεδο. Η λιπαντική ουσία επιτρέπει την σφαίρα να κινείται 

χωρίς τριβές όταν φυσικά είναι σε επαφή εκείνο το κομμάτι της σφαίρας που έχει το λιπαντικό. Όταν  η 

σφαίρα θα έχει διαγράψει μία πλήρη περιστροφή να βρεθούν: 

Α)  H ταχύτητα του κέντρου μάζας της σφαίρας . 

Β) Η ταχύτητα του πιο απομακρυσμένου σημείου της σφαίρας από το κεκλιμένο επίπεδο καθώς και του 

σημείου που βρίσκεται σε επαφή με το κεκλιμένο επίπεδο. 

Γ)  Η ολική κινητική ενέργεια της σφαίρας. 

Δ) Η γραφική παράσταση της γωνιακής ταχύτητας της σφαίρας  σε συνάρτηση με το χρόνο μέχρι η 

σφαίρα να εκτελέσει μία πλήρη περιστροφή. 

Για τη σφαίρα δίνεται Ιcm=0,4MR
2
 

Απάντηση: 

Α)Για την κύλιση χωρίς ολίσθηση της σφαίρας θα ισχύουν οι νόμοι του Νεύτωνα 

για την μεταφορική και την περιστροφική  

Μgημφ –Τ =Μacm (1)  ΤR=0,4MR
2
αγων (2)

Μετά τις πράξεις η επιτάχυνση του κέντρου μάζας της σφαίρα θα βρεθεί acm=5m/sec
2

Aπό το νόμο του διαστήματος για την αρχικά επιταχυνόμενη μεταφορική κίνηση θα έχουμε 

S=1/2 acm t
2
  και με S=2πR/2  θα βρούμε t=1sec.

Eτσι με την βοήθεια του νόμου της ταχύτητας στην επιταχυνόμενη μεταφορική κίνηση θα βρούμε: 

υcm=acm.t=5m/s  και ω=υcm/R =2π r/s. 



Eκείνη την στιγμή έρχεται σε επαφή η λιπαντική ουσία με το κεκλιμένο επίπεδο. Αυτό έχει σαν 

αποτέλεσμα να μην υπάρχει πλέον  τριβή. Η κίνηση πλέον της σφαίρας είναι επιταχυνόμενη μεταφορική 

αλλά ομαλά  στροφική μιας και δεν υπάρχει πλέον δύναμη που να μπορεί να προκαλέσει ροπή. 

Από το νόμο του Νεύτωνα για την μεταφορική κίνηση θα έχουμε 

Μgημφ=Μacm2    άρα acm2=7m/sec
2
.

H σφαίρα θα περιστραφεί κατά μισή στροφή ακόμη μετά από χρόνο t’=θ/ω=0,5sec. 

Aπό το νόμο της ταχύτητας για την μεταφορική κίνηση θα έχουμε υcmτελ=υcm+acm2.t’=8,5m/sec. 

B)Όλα τα σημεία της σφαίρας θα έχουν ταχύτητα που θα προκύπτει από το διανυσματικό άθροισμα  της

ταχύτητας του κέντρου μάζας της σφαίρας και της γραμμικής ταχύτητας λόγω περιστροφής της σφαίρας. 

Ετσι το ανώτερο σημείο θα έχει 

υ=υcmτελ+ωR=13,5m/sec 

Ενώ το σημείο επαφής με το κεκλιμένο επίπεδο θα έχει 

υ=υcmτελ-ωR=3,5m/sec 

Γ)Το συνολικό διάστημα που μετακινήθηκε το κέντρο μάζας ήταν S=2πR/2 + υt’+1/2 acm2.t’
2
 =5,875m.

Με την βοήθεια της ΑΔΕ για την μετακίνηση της σφαίρας θα έχουμε 

ΜgH=Kολ θα βρούμε  Κολ=41,125J 

Δ)Αρχικά η περιστροφική κίνηση της σφαίρας ήταν στροφικά επιταχυνόμενη με σταθερή γωνιακή 

επιτάχυνση μέχρι να φτάσει το σημείο της σφαίρας που περιέχει το λιπαντικό και η στροφική κίνηση της 

σφαίρας να γίνει ομαλή. Ετσι η γραφική παράσταση της γωνιακής ταχύτητας θα είναι 



 Μια σφαίρα και ένας κύλινδρος σε ταλάντωση 

Ένας  λεπτότατος δίσκος μάζας Μ1=2kg  και ακτίνας R=40cm  και μία σφαίρα 

μάζας Μ2=5kg  και ακτίνας  R=40cm συνδέονται μεταξύ τους με λεπτότατη 

άκαμπτη οριζόντια αβαρή ράβδο μήκους L=1m  που διέρχεται από τα κέντρα  

του δίσκου και της σφαίρας. Η σφαίρα και ο δίσκος μπορούν να κυλίονται χω-

ρίς να περιστρέφονται χωρίς τριβές γύρω από την λεπτή ράβδο πάνω σε ένα 

οριζόντιο επίπεδο. Σε κάποιο σημείο της ράβδου περνάμε ένα δαχτυλίδι που 

ενώνεται με  ένα οριζόντιο ελατήριο  σταθεράς Κ=5000/7 Ν/m το άλλο άκρο 

του οποίου το έχουμε στερεώσει σε ακλόνητο τοίχωμα. Ο άξονας του ελατηρί-

ου και η ράβδος είναι μεταξύ τους κάθετα. Απομακρύνουμε τη ράβδο έτσι ώστε το ελατήριο να συσπειρωθεί 

κατά Δx  και αφήνουμε το σύστημα ελεύθερο. Παρατηρούμε τότε ότι οι ταχύτητες των κέντρων μάζας του 

κυλίνδρου και της σφαίρας είναι συνεχώς παράλληλες με την ταχύτητα του δαχτυλιδιού. Να βρεθούν: 

A) H απόσταση του δαχτυλιδιού από το ένα άκρο της ράβδου όπου βρίσκεται ο δίσκος.

Β)  Να βρεθεί η περίοδος της κίνησης του δαχτυλιδιού. 

Δίνονται για το δίσκο Ιcm=0,5MR2  και για τη σφαίρα Ιcm=0,4MR2. 

Απάντηση: 

Ας υποθέσουμε ότι το μήκος L της αβαρούς ράβδου συμπίπτει με την απόσταση ανάμεσα στα κέντρα μάζας 

δίσκου και σφαίρας και d είναι η απόσταση από το κέντρο μάζας του δίσκου μέχρι το δαχτυλίδι σύνδεσης με 

το ελατήριο. 

Η αβαρής ράβδος δέχεται δύναμη xkF

  από το ελατήριο, ή κατά μέτρο F = k·x (όπου x η παραμόρ-

φωσή του), που την αναγκάζει να κινηθεί, και συμπαρασύρει έτσι τα δύο σώματα (δίσκο και σφαίρα) ασκώ-

L 

d 

ΚΑΤΟΨΗ 



ντας τους αντίστοιχα οριζόντιες δυνάμεις F1 και F2 που έχουν τη φορά της τάσης του ελατηρίου. Οι αντι-

δράσεις F1΄ και F2΄ ασκούνται από τα δύο σώματα στα άκρα της ράβδου και ισχύει (αβαρής ράβδος): 

ΣF = 0   →   F – F1΄ – F2΄ = 0   →   F = F1΄ + F2΄   →   k·x = F1 + F2   (1) 

Το καθένα τώρα από τα δύο σώματα κυλίεται χωρίς ολίσθηση και αν ονομάσουμε 

Τ1, Τ2 τις αντίστοιχες στατικές τριβές, έχουμε (κοινή αcm): 

Δίσκος: 

F1 – T1 = M1·αcm 

T1R = I1·αγων   →   T1R = 0,5Μ1·R²·αcm/R   →   T1 = 0,5Μ1·αcm 

Συνδυάζοντας: 

F1 – 0,5Μ1·αcm = M1·αcm   →   F1 = 1,5Μ1·αcm   (2) 

και   Τ1 = F1/3   (3) 

Σφαίρα: 

F2 – T2 = M2·αcm 

T2R = I2·αγων   →   T2R = 0,4Μ2·R²·αcm/R   →   T2 = 0,4Μ2·αcm 

Συνδυάζοντας: 

F2 – 0,4Μ2·αcm = M2·αcm   →   F2 = 1,4Μ2·αcm   (4) 

και   Τ2 = 2·F1/7   (5) 

Από τις (2) και (4) βρίσκουμε σχέση μεταξύ των F1, F2:  

F1/F2 = 15·M1/(14·M2)   →   F1 = 3·F2/7   (6) 

Τέλος, χρησιμοποιώντας την (1) και κατόπιν τις (3) και (5) εκφράζουμε όλες τις δυνάμεις σε συνάρτηση με 

την παραμόρφωση x του ελατηρίου: 

F1 = 0,3·k·x    F2 = 0,7·k·x    T1 = 0,1·k·x    T2 = 0,2·k·x   (7) 

Υπολογισμός του d: 

Η ράβδος ισορροπεί στροφικά, επομένως: 

Στ(Ο) = 0   →   F1΄·d = F2΄·(L–d)   →   d = 0,7m 

Υπολογισμός της περιόδου της κίνησης: 

Η μεταφορική κίνηση του συστήματος «ράβδος – δίσκος – σφαίρα» είναι ΓΑΤ που γίνεται με τη βοήθεια 

του ελατηρίου. Πράγματι: 

ΣF = F – T1 – T2 = k·x – 0,1·k·x – 0,2·k·x = 0,7·k·x 

F 

T 



FΣ


 και x


 αντίρροπες, άρα ΓΑΤ με  D = 0,7·k  και περίοδο:

k0,7

ΜΜ
2π

D

ΜΜ
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

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



Παρατήρηση: 

Στο ίδιο αποτέλεσμα θα καταλήγαμε αν εξετάζαμε μόνη της τη μεταφορική κίνηση του δίσκου ή της σφαί-

ρας. Π.χ. για το δίσκο: 

ΣF = F1 – T1 = 0,3·k·x – 0,1·k·x = 0,2·k·x 

άρα ΓΑΤ με  D1 = 0,2·k  και περίοδο: 

k0,2

Μ
2π

D

Μ
2πT 1

1

1






Λείο κεκλιµένο επίπεδο έχει γωνία κλίσης

στερεώνουµε τα άκρα δύο ιδανικών ελατηρίων

k2=20Ν/m αντίστοιχα. Aνάµεσα στα

δένουµε (µε τα ελατήρια) το σώµα Σ

ελατήρια έχουν το φυσικό τους µήκος

στιγµή εκτοξεύουµε το σώµα Σ1 µε αρχική

προς το σηµείο Α. 

i) Να  βρεθεί η απόσταση  µεταξύ των

Κάποια  άλλη χρονική στιγµή αφήνουµε

σώµατος Σ1 ένα δεύτερο σώµα πάνω στην

βρίσκεται στην αρχική του θέση και

σφηνώνεται ακαριαία  πέφτοντας κατακόρυφα

ii) Να βρεθεί η ταχύτητα του συσσωµατώµατος

iii) Να γίνουν  οι γραφικές παραστάσεις

θεωρώντας στιγµή t=0 την στιγµή

∆ίνεται 8,065,0 =

Απάντηση: 

i) Aν το σώµα Σ1 ήταν δεµένο µε

αρχική θέση που θα δινόταν από

Mε την βοήθεια της Α∆ΕΤ θα έχουµε

θα βρούµε µετά τις πράξεις Α

Aν το σώµα Σ1 ήταν δεµένο µε

αρχική θέση που θα δινόταν από

Mε την βοήθεια της Α∆ΕΤ θα έχουµε

θα βρούµε µετά τις πράξεις Α

Mε την βοήθεια του παρακάτω

ταχύτητα είναι ∆χ=0,7m 

Μια παραλλαγή µε κρούση. 

έχει γωνία κλίσης φ=30ο. Στα σηµεία Α και Β 

ιδανικών ελατηρίων µε σταθερές k1=100Ν/m και 

νάµεσα στα δύο ελατήρια  κρατάµε χωρίς να 

το σώµα Σ1  µάζας  m1=2kg  στη θέση όπου τα 

ήκος (όπως φαίνεται στο σχήµα). Κάποια 

µε αρχική ταχύτητα υo=2m/sec µε φορά 

µεταξύ των δύο ακραίων θέσεων της ταλάντωσης του σώµατος

στιγµή αφήνουµε ελεύθερο  από ύψος Η=0,8m  πάνω από την

σώµα πάνω στην ίδια κατακόρυφο που περνάει  από το σώµ

του θέση και κινείται προς το σηµείο Β  το δεύτερο σώµα

πέφτοντας κατακόρυφα στο σώµα Σ1. 

ταχύτητα του συσσωµατώµατος αµέσως µετά την κρούση 

γραφικές παραστάσεις των ενεργειών των δύο ελατηρίων σε συνάρτηση

την στιγµή της κρούσης των δύο σωµάτων. 

ήταν δεµένο µε το ελατήριο σταθεράς Κ1 θα ισορροπούσε σε απόσταση

δινόταν από την σχέση  m1gηµφ=Κ1x1   άρα x1=0,1m 

Α∆ΕΤ θα έχουµε

2
11

2
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2
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1
2
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2
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Akmxk =+ υ

τις πράξεις Α1=0,3m 

εµένο µε το ελατήριο σταθεράς k2 θα ισορροπούσε σε απόσταση

δινόταν από την σχέση  m1gηµφ=k2x2   άρα x2=0,5m 

Α∆ΕΤ θα έχουµε 

2
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2
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Akmxk =+ υ

πράξεις Α2=0,8m 

του παρακάτω σχήµατος η απόσταση των θέσεων όπου το

ταλάντωσης του σώµατος Σ1. 

πάνω από την αρχική θέση του 

από το σώµα Σ1. Ενώ το σώµα Σ1 

το δεύτερο σώµα µάζας m2=2kg 

ελατηρίων σε συνάρτηση µε το χρόνο 

ισορροπούσε σε απόσταση x1  από την 

ισορροπούσε σε απόσταση x2  από την 

θέσεων όπου το σώµα έχει µηδενική 



ii) Με την βοήθεια της Α∆Ε για την πτώση του δεύτερου σώµατος θα έχουµε  m2gH= ½ m2υ2
2 θα βρούµε

υ2=4m/s

Aν εφαρµόσουµε Α∆Ο στον άξονα της κίνησης του σώµατος Σ1 θα έχουµε

m1υo-m2υ2ηµφ=(m1+m2)υσυσ  θα βρούµε υσυσ=0m/s. 

iii) Η αλλαγή της µάζας του συστήµατος θα επιφέρει και αλλαγή στην θέση ισορροπίας ταλάντωσης για

την νέα θέση θα ισχύει

(m1+m2)gηµφ=k1x3  άρα x3=0,2m 

Eπειδή την στιγµή της κρούσης το σύστηµα δεν έχει ταχύτητα το x3 θα ταυτίζεται µε το νέο πλάτος 

ταλάντωσης του συστήµατος. Η εξίσωση αποµάκρυνσης του σώµατος θα δίνεται από τη σχέση  

x=0,2ηµ 






 +
2

5
π

t  (S.I) 

H ενέργεια του ελατηρίου µε σταθερά k1 θα δίνεται από τη σχέση 

2

2
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Το δεύτερο ελατήριο είναι συνεχώς στο φυσικό µήκος του µιας και η ανώτερη θέση ταλάντωσης του 

συστήµατος ισοδυναµεί µε φυσικό µήκος του δεύτερου ελατηρίου. Ετσι οι γραφικές παραστάσεις των 

ενεργειών των δύο ελατηρίων θα είναι  



Μετά την κρούση το ελατήριο γίνεται κατακόρυφο. 

Οµογενής ράβδος µάζας Μ=2Κg  και µήκους L=2m  ισορροπεί οριζόντια µε την 

βοήθεια άρθρωσης και ενός ιδανικού ελατηρίου σταθεράς Κ=200Ν/m όπως στο 

παρακάτω σχήµα. 

θ

→

→

F

w

H

m

Το ελατήριο σχηµατίζει γωνία θ=30ο µε τον ορίζοντα στερεώνεται στο µέσο της 

ράβδου και η άλλη άκρη του βρίσκεται στην ίδια κατακόρυφο µε την άρθρωση. Από 

ύψος Η πάνω από ένα άκρο της ράβδου αφήνεται σηµειακό σώµα µάζας m=0,2Κg. 

Μετά την πλαστική κρούση του σώµατος m µε την ράβδο η ράβδος µόλις και φτάνει 

να γίνει κατακόρυφη. 

Α)  Να βρεθεί το µέτρου του ρυθµού  µεταβολής  της στροφορµής του συστήµατος 

ράβδου-m  αµέσως µετά την  πλαστική κρούση. 

Β)   Το ύψος  πάνω από την ράβδο που αφέθηκε το µικρό σώµα m. 

Γ)   Πόση ελάχιστη µάζα  θα µπορούσαµε να κολλήσουµε χωρίς αρχική ταχύτητα 

στο άκρο της ράβδου έτσι ώστε η ράβδος  µόλις να διαγράψει γωνία 90ο ; 

∆ίνεται το Ια=1/3ΜL2.√3≈1,7 

Απάντηση: 

A)Από την συνθήκη ισορροπίας για την ράβδο θα έχουµε –ΜgL/2+Fεληµ30ο L/2=0 

άρα Fελ=40Ν έτσι  xελ=0,2m.Aπό το ορθογώνιο τρίγωνο µε υποτείνουσα το 

µήκους του ελατηρίου  θα πάρουµε συν30ο=L/2/lo+x   άρα lo≈1m. 

To µέτρου του ρυθµού  µεταβολής της στροφορµής για το σύστηµα µετά την κρούση 

θα είναι 



∆L/∆t=│-ΜgL/2+Fεληµ30ο L/2 -mgL│=4N·m. 

Β)Από την Α∆Ε για την πτώση του σώµατος m θα έχουµε  ΜgH= ½ M·υ2 (1) 

Από την Α∆Σ για την κρούση θα πάρουµε  mυL=Iολ·ωσυ (2) 

Από την Α∆Ε για το σύστηµα ράβδο-m µέχρι την τελική θέση θα έχουµε 

WB+Uελ+Κπερ+Um=Uελ΄  → 

 ΜgL/2 +1/2kxελ
2+1/2Ιολ·ωσυ

2 +mgL=1/2K·xτελ
2 

To Iολ=1/3ΜL2+mL2=10,4/3 kg·m2   

το xτελ=(lo+x)ηµ30+L/2-lo   µε αντικατάσταση: 

 2.10.2/2 + ½ 200.0,22+1/2 .10,4/3.ω2συ +0,2.10.2=1/2 .200(1,2.ηµ30+2/2-1)2 

Θα πάρουµε ωσυστ=√60/13 r/sec. 

Aπό της σχέση (2) θα έχουµε 0,2 ·υ·2=10,4/3.√60/13 

Αρα  υ= √1040/3 m/sec. 

Aπό την σχέση (1) θα έχουµε  Η=52/3 m. 

Γ)Αν υποθέσουµε ότι κολλάµε αυτόµατα µία µάζα Μ΄στην άκρη της ράβδου χωρίς να 

της δώσουµε αρχική ταχύτητα η Α∆Ε θα µας έδινε 

ΜgL/2 +1/2kxελ2+ +Μ΄gL=1/2K.xτελ2 

Μ΄=0,6kg 



Μεταβλητή ροπή σε ράβδο. 

Μία κατακόρυφη οµογενής ράβδος ΟΑ έχει µήκος L=1m και 
µάζα Μ=4Kg µπορεί να περιστρέφεται σε κατακόρυφο επίπεδο, 
χωρίς τριβές, γύρω από οριζόντιο άξονα που διέρχεται από το 
ένα άκρο της Ο. Η ράβδος αρχικά ισορροπεί σε κατακόρυφη 
θέση. Κάποια στιγµή εφαρµόζουµε στο άκρο της ράβδου Α 
κάθετη στη ράβδο µεταβλητή δύναµη που η σχέση της είναι 
F=100-160θ/π (S.I.)  όπου θ η γωνία που διαγράφει η ράβδος σε σχέση µε 
την αρχική  της κατακόρυφη θέση. Η δύναµη καταργείται µόλις η ράβδος 
έχει διαγράψει γωνία 90ο. Να βρεθούν: 

A) H µέγιστη κινητική ενέργεια της ράβδου για το χρονική διάστηµα
που υπήρχε η δύναµη F.

Β)  Θα καταφέρει η ράβδος να κάνει ανακύκλωση; 
Γ)  Ποια η µέγιστη κινητική ενέργεια της ράβδου µετά την κατάργηση 

της δύναµης. 
π=3,14 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Οι δυνάµεις που προκαλούν ροπή στην ράβδο είναι η F και το βάρος της 
ράβδου. Το µέτρο της  ροπής της F συνεχώς µειώνεται εξαιτίας της 
σχέσης της ενώ το µέτρο της ροπής του βάρους  αυξάνει µέχρι την 
οριζόντια θέση γιατί αυξάνει το απόστηµα του βάρους. Για το χρονικό 
διάστηµα όπου ισχύει η σχέση τF>τW η κίνηση είναι επιταχυνόµενη 
στροφικά. Παρατηρώ ότι για   

θ=π/2   τF=(100-160θ/π)L=20Ν.m 
ενώ τW=M.gL/2=20N.m. 

Ετσι για οποιαδήποτε γωνία µικρότερη των 90ο η κίνηση της ράβδου 
ήταν επιταχυνόµενη στροφικά µε όλο και µικρότερη γωνιακή επιτάχυνση 
σε σχέση µε την γωνία διαγραφής.    

Ετσι η µέγιστη κινητική ενέργεια της ράβδου θα συµβεί όταν η ράβδος 
φτάσει σε οριζόντια θέση γιατί εκεί η δύναµη καταργείται και η ροπή του 
βάρους από εκεί και µετά επιβραδύνει στροφικά την ράβδο. Η σχέση της 
ροπής της δύναµης θα είναι τF=F.L=100-160θ/π (S.I.) 

Για να βρω την µέγιστη κινητική ενέργεια της ράβδου θα εφαρµόσουµε 
Α∆Ε για την κίνηση της ράβδου από την αρχική θέση στην οριζόντια 
θέση θεωρώντας  επίπεδο µηδενικής δυναµικής ενέργειας το οριζόντιο 
επίπεδο που περνάει από το σηµείο Α αρχικά. Το έργο της ροπής της 
δύναµης θα το υπολογίσουµε από την γραφική παράσταση της ροπής της 
δύναµης µε την γωνία διαγραφής θ. 



Aπό την Α∆Ε 

WτF +UW=Kmax+UW΄ 
Αρα  30π+4.10.0,5=Κmax+4.10.1  άρα Κmax=74,2J 

B)Αν έκανε ανακύκλωση η ράβδος θα έφτανε στο ανώτερό της σηµείο
έχοντας κινητική ενέργεια. Αν υποθέσουµε ότι φτάνει θα έπρεπε να 
ισχύει η Α∆Ε από την κατώτερη  θέση στην ανώτερη θα έχουµε 

WτF +UW=Kανωτ+UW΄΄    άρα 
30π +4.10.0,5=Κανωτ +4.10.1,5 

Αρα Κανωτ=54,2J. 
Eκτελεί  λοιπόν ανακύκλωση η ράβδος αφού  έχει κινητική ενέργεια στην 
ανώτερή της θέση. 

Γ)Την µέγιστη κινητική ενέργεια η ράβδος  µετά την κατάργηση της 
δύναµης θα την έχει σε εκείνη τη θέση όπου η δυναµική της ενέργεια 

είναι ελάχιστη αφού δεν ενεργούν πλέον άλλες δυνάµεις που να 
παράγουν έργο εκτός του Βάρους. Η θέση αυτή θα είναι φυσικά η αρχική. 

Με εφαρµογή της  Α∆Ε από την αρχική στην τελική θέση θα έχουµε  
WτF +UW=Kmaxτελ+UW 

Άρα Κmaxτελ=30πJ. 



O Κύλινδρος κυλίεται και τελικά χάνει την επαφή. 

Συμπαγής ομογενής κύλινδρος μάζας Μ= 4Kg  ισορροπεί πάνω σε οριζόντιο τραπέζι ύψους 

Η= 1,25m  και μήκους l=30m και στο ένα άκρο του   στην  θέση x=0. Ασκούμε στο κέντρο 

του κυλίνδρου μεταβλητή δύναμη μέτρου  F=10√2+√2x  (S.I.)  όπου x  η  οριζόντια 

μετατόπιση του κυλίνδρου πάνω στο τραπέζι. Η δύναμη σχηματίζει γωνία 45ο  με  το 

οριζόντιο  άξονα και έχει φορά προς τα κάτω. Ο κύλινδρος αρχίσει να κυλίεται χωρίς να 

ολισθαίνει πάνω στο τραπέζι. Τη στιγμή που ο κύλινδρος  φτάνει στην άλλη άκρη του 

τραπεζιού η δύναμη παύει να ασκείται στο σώμα. Να βρεθούν: 

φ

→F

Α)  Η επιτάχυνση του κέντρου μάζας του κυλίνδρου όταν αυτός φτάνει στην άκρη του 

τραπεζιού 

Β)  Η ταχύτητα του κέντρου μάζας του κυλίνδρου  όταν αυτός φτάνει στην άκρη του 

τραπεζιού 

Γ)  Το έργο της ροπής της  στατικής τριβής 

Δ)  Η σχέση που  πρέπει να έχει ο συντελεστής στατικής τριβής  με την μετατόπιση x 

κυλίνδρου πάνω στο τραπέζι για να κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει ο κύλινδρος. 

Ε)  Το κλάσμα  της κινητικής ενέργειας λόγω  της περιστροφής του κυλίνδρου προς την 

ολική  κινητική ενέργεια του κυλίνδρου όταν αυτός φτάνει στο έδαφος. 

Δίνεται η ροπή αδράνειας του κυλίνδρου ως προς το άξονα περιστροφής του 

Ιcm= 0,5ΜR2  και  g=10m/s2. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 



Α)  Από τον θεμελιώδη νόμο της μηχανικής για τη μεταφορική κίνηση του κυλίνδρου και 

με θετική φορά αυτή της επιτάχυνσης  κέντρου μάζας του κυλίνδρου θα πάρουμε 

Fx-Tστ=m.acm      άρα   10+x – Tστ=4acm  (1) 

Aπό τον θεμελιώδη νόμο της στροφικής κίνησης προκύπτει 

Tστ.R=0,5MR2.acm    άρα   Tστ=2acm   (2) 

Aπό (1) και (2)     10+x-2acm=4acm   (S.I.)   θα πάρουμε  acm=20/3 m/sec2. 

Β)  Για την κίνηση του κυλίνδρου πάνω στο τραπέζι το θα εφαρμόσουμε ΑΔΕ και θα 

πάρουμε   WF=Kμετ +Κπερ (3)  αφού το συνολικό έργο της στατικής τριβής είναι 0. 

Το  έργο της δύναμης θα υπολογιστεί από την παρακάτω γραφική παράσταση και από 

το εμβαδό θα βρεθεί 750J.   
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Από την (3)   750=1/2 .4. U2  + ½ .0,5 .4.U2     U=5√10 m/sec. 

Γ)   Kατά το σχολικό μας βιβλίο το συνολική έργο της στατικής τριβής είναι μηδέν. Η 

στατική τριβή αφαιρεί ενέργεια μέσω του έργο της από την μεταφορική κίνηση και 

προσδίδει ίση ποσότητα ενέργειας μέσω του έργου της ροπής της στατικής τριβής στην 

στροφική κίνηση. 

Αν διαιρέσουμε κατά μέλη τις εξισώσεις (1) και (2) θα πάρουμε  Τστ=(10+χ)/3 (S.I.) 

Tο έργο της λοιπόν θα βρεθεί πάλι από της γραφική παράσταση  

40
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Το έργο των  250J   το αφαιρεί  η στατική τριβή  από την μεταφορική κίνηση άρα το 

έργο που θα δίνει η στατική τριβή μέσω της ροπής της δύναμης της στην στροφική 

κίνηση θα είναι Wτ =250 J. 

Δ)   Για να κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει ο κύλινδρος θα πρέπει να ισχύει η συνθήκη 

Τστ<μs.Ν 

αλλά   Fψ+W=N   άρα  10+x + 40=N    έτσι΅ 

(10+x)/3 < μ(50 + x)   

Aρα θα πρέπει (10+x)/(150+x) < μs   (S.I) 

Ε)  Μετά το χάσιμο επαφής ο κύλινδρος δέχεται μόνο την επίδραση του βάρους του  έτσι θα 

κάνει ομαλή στροφική κίνηση δηλαδή το ω θα παραμένει σταθερό.Από την  ΑΔΕ η  

ολική κινητική ενέργεια του κυλίνδρου στο έδαφος είναι το άθροισμα του WF + Uβάρους 

Ετσι   Κπερ=1/2 Ι.ω2 =1/2 .0,5 .4 .(5√10)2=250J 

και Κολεδαφ=WF + m.g.H=750 + 50=800J 

άρα ο λόγος  Λ=250/800=0,3125 



Μεταβλητή  δύναµη και ταλάντωση. 

Στο ελεύθερο άκρο ενός οριζόντιου ελατηρίου σταθερά Κ=400Ν/m στερεώνεται σώ-

µα µάζας m=1kg,το οποίο µπορεί να κινείται χωρίς τριβές πάνω σε οριζόντιο επίπεδο. 

Το άλλο άκρο του ελατηρίου είναι στερεωµένο. Το σώµα είναι επίσης δεµένο στο ένα 

άκρο οριζόντιου νήµατος, το οποίο βρίσκεται στην προέκταση του άξονα του ελατη-

ρίου. Το σώµα ισορροπεί στην Θ.Φ.Μ.Ε. Στο άλλο άκρο του νήµατος ασκείται δύνα-

µη F=50+300x  όπου x  η απόσταση του σώµατος από τη θέση του φυσικού µήκους 

του ελατηρίου. Όταν η ταχύτητα του σώµατος γίνεται µέγιστη το νήµα σπάει και το 

σώµα εκτελεί α.α.τ. Να υπολογιστούν : 

α)  Το πλάτος ταλάντωσης του σώµατος µετά το κόψιµο του νήµατος. 

β)  Να βρεθεί ο µέγιστος  ρυθµός µεταβολής της κινητικής ενέργειας του σώµατος 

µετά το κόψιµο του νήµατος. 

∆ίνεται η σχέση ηµ2x=2συνx.ηµx

Απάντηση: 

Το σώµα εκτελεί µια επιταχυνόµενη κίνηση µε όλο και µειούµενη επιτάχυνση η ο-

ποία µπορεί να βγει από τον 2ο Νεύτωνα: 

ΣF=ma άρα F-Fελ=m.a  50+300x-400x=1.a → 

50-100x=a (1) 

Όταν λοιπόν το α>0 η κίνηση είναι επιταχυνόµενη.  Όταν το α<0  κίνηση είναι επι-

βραδυνόµενη. Παρατηρώ λοιπόν ότι τη στη θέση όπου α=0 σταµατάει η επιταχυνό-

µενη και αρχίζει η επιβραδυνόµενη κίνηση. Άρα  σε εκείνη τη θέση το σώµα έχει την 

µέγιστη ταχύτητα. 

 Aπό  σχέση (1)  παίρνουµε  50-100x=0  άρα x=0,5m 

Το νήµα λοιπόν κόβεται στην θέση x=0,5m και το έργο της δύναµης µέχρι αυτή τη 

θέση µπορεί να υπολογιστεί µε την βοήθεια του παρακάτω διαγράµµατος  



Ε=W=(B+b)u/2 =62,5J 

To έργο της δύναµης είναι στην ουσία η ενέργεια της ταλάντωσης αφού αν δεν υπήρ-

χε η δύναµη δεν θα υπήρχε και  η ταλάντωση (Α.∆.Ε.) 

WF=Eταλ   άρα  62,5=1/2 ·400·Α2 

άρα 
4

5
=A m. 

Ο ρυθµός µεταβολής της κινητικής ενέργεια δίνεται από την σχέση: 

∆Κ/∆t=ΣF.u= -Κ.x.u=-KΑηµ(ωt+φο).ω.Ασυν(ωt+φο)=- ½ ΚωΑ2
ηµ2(ωt+φο)

 έτσι για να έχουµε µέγιστο ρυθµό µεταβολής κινητικής ενέργειας θα πρέπει: 

ηµ2(ωt+φο)=-1 

άρα  (∆Κ/∆t)max= KωΑ2/2 =1250J/s 



Μέγιστη  ισχύς  και  Ηλεκτρική  ταλάντωση

Στο παρακάτω σχήµα ο µεταγωγός βρίσκεται στη θέση 1 µέχρι τη στιγµή που ο 

ρυθµός αποθήκευσης ενέργειας στο πηνίο να γίνει µέγιστος.  

Εκείνη τη στιγµή γυρίζω τον µεταγωγό στη θέση 2 και για χρόνο (2κ+1)/4 όπου Τ η 

περίοδος    ηλεκτρικών ταλαντώσεων του κυκλώµατος  L-C και κ=0,1,2,3,4. Eκείνη 

τη στιγµή ξαναγυρίζω τον διακόπτη στη θέση 1 για αρκετό χρόνο µέχρι να 

σταθεροποιηθεί το ρεύµα. Τότε ο µεταγωγός επιστρέφει στην θέση 2. 

Α)Να βρεθεί η τελική ολική ενέργεια του τελικού κυκλώµατος . 

Β)Να γίνουν οι γραφικές παραστάσεις του q  και i  συνάρτηση µε το χρόνο για την 

περίπτωση Τ/4 και 3Τ/4.∆ίνεται το C=10-5F. 

ΛΥΣΗ 

Για κάθε στιγµή  στο κύκλωµα µε τον διακόπτη στη θέση 1 ισχύει η Α∆Ε. Αν αυτή 

γραφεί µε την µορφή ισχύων θα έχω: 

PΕ=PRολ + PL    άρα Ε.Ι=Ι2(R+r) + PL  η εξίσωση αυτή είναι 2ου βαθµού ως προς Ι που 

θετικός αριθµός. Αρα η διακρίνουσα του είναι µεγαλύτερη ή ίση µε το 0. 

Eτσι   Ε2-4(R+r).PL≥0   άρα  Pmax=E2/4Rολ  Η λύση της δευτεροβάθµιας θα είναι µία 

και διπλή αφού ∆=0  

Ι=Ε/2(R+r)=10A. 

Την στιγµή λοιπόν που γυρίζουµε για πρώτη φορά τον διακόπτη στη θέση 2 το πηνίο 

διαρρέεται από ρεύµα  µέτρου Ι=10  Α. Η ενέργειά του θα είναι UB=1/2L.I2=0,05J 



Mετά από χρόνο (2κ+1)Τ/4 ενέργεια αυτή θα έχει µεταφερθεί στον πυκνωτή και το 

πηνίο δεν θα διαρρέεται από ρεύµα. 

Γυρνώντας τώρα τον διακόπτη στη θέση 1 πάλι η µπαταρία  θα αποκαταστήσει το 

ρεύµα στο κύκλωµα µε τελική τιµή έντασης ρεύµατος Ιτελ=E/Rολ =20  Α. 

Η νέα ενέργεια του πηνίου θα είναι τώρα  UB’=0,2 J 

Ξαναγυρνώντας τώρα τον µεταγωγό στη θέση 2  η συνολική ενέργεια του 

κυκλώµατος θα ήταν τώρα   Eολ=UB+UB΄=0,05+0,2=0,25J. 

Β) Η ολική ενέργεια λοιπόν και θα είναι 0,25J και άρα το Q=√5.10-3C  και το 

Ι=10√5Α 

Αν λύσουµε τη διαφορική εξίσωση  q/C + L.d2q/dt2=0  µε αρχικές συνθήκες 

i) t=0, q=10-3C  i=-20A

ii) t=0, q=-10-3C i=-20A

Με τη βοήθεια του mathematica  κατασκευάσουµε τις  ακριβείς γραφικές 

παραστάσεις και για τις δύο περιπτώσεις. 







Κύλιση φορτισμένης σφαίρας. 

Στο παρακάτω σχήμα φαίνονται δύο όμοιες σφαίρες ακτίνας R=0,01m μάζας m=4∙10
-4

Kg 

που είναι φορτισμένες με φορτίο Q1=4∙10
-6

C η κάτω σφαίρα και με Q2=2∙10
-8

C η πάνω

σφαίρα. H κάτω σφαίρα είναι στερεωμένη πάνω στο  κεκλιμένο επίπεδο γωνίας κλίσης 

φ=30
ο
  από μονωτικό υλικό. Η αρχική απόσταση των δύο κέντρων των σφαιρών είναι 

d=0,9m. 

H πάνω σφαίρα αφήνεται ελεύθερη και σε όλη την διάρκεια της κίνησής της κυλάει χωρίς 

να ολισθαίνει. Να βρεθούν: 

A) H ελάχιστη απόσταση των δύο κέντρων των δύο σφαιρών αν υποτεθεί ότι το φορτίο

των δύο σφαιρών είναι συνεχώς ισοκατανεμημένο στις εξωτερικές επιφάνειες των

δύο σφαιρών.

Β)   Την  ολική κινητική ενέργεια της σφαίρας όταν η σφαίρα δέχεται  κάθετη δύναμη από 

το  κεκλιμένο δάπεδο. 

Γ)   Πόσες περιστροφές έχει διαγράψει η σφαίρα μέχρι να σταματήσει για πρώτη φορά. 

Υ.Σ. 

Τα νούμερα στην άσκηση είναι δανεισμένα από την άσκηση 3.100 του σχολικού βιβλίου της 

Β Λυκείου θετικής και τεχνολογικής κατεύθυνσης των Α.Ιωάννου,Γ Ντάνου,Α.Πήττα και 

Σ.Ράπτη. 

AΠΑΝΤΗΣΗ 

Α)Στην αρχική θέση η συνιστώσα του βάρους στον άξονα των xx΄είναι μεγαλύτερη της 

απωστικής δύναμης μεταξύ των φορτίων για αυτό και η σφαίρα αρχίζει να κυλάει προς τα 

κάτω και με την βοήθεια της στατικής τριβής που έχει φορά προς τα πάνω. Οσο η 

απόσταση των δύο φορτίων μικραίνει η  απωστική δύναμη μεταξύ των δύο φορτίων 

αυξάνει με αποτέλεσμα κάποια στιγμή οι δύο δυνάμεις να αποκτήσουν το ίδιο μέτρο. 

Εκείνη τη στιγμή η στατική τριβή μηδενίζεται και η σφαίρα από εκείνη τη στιγμή και μετά 

αρχίζει την επιβραδυνόμενη κίνηση της. Η φορά πλέον της στατικής τριβής είναι προς τα 

κάτω και έτσι μετά από λίγο η σφαίρα θα σταματήσει. Με τη  βοήθεια της ΑΔΕ από την 

αρχική θέση μέχρι τη θέση που θα σταματήσει θα έχουμε 

Κ.Q1.Q2/d +m.g.H1=K.Q1.Q2/xmin + m.g.H2    μετά από πράξεις xmin=0,4m 



B)Για να δέχεται η σφαίρα κάθετη δύναμη από το δάπεδο θα πρέπει η στατική τριβή να

είναι 0.Αρα το σώμα εκείνη τη στιγμή έχει την μέγιστη κινητική του ενέργεια και θα 

συμβαίνει στην θέση όπου m.g.ημ30
ο
= Κ.Q1.Q2/R

2
   άρα R=0,6m.Με τη  βοήθεια της ΑΔΕ

Κ.Q1.Q2/d +m.g.H1=K.Q1.Q2/R + m.g.H3 +Kmax   άρα Κmax=2.10
-4

J.

Γ)Η σφαίρα έχει διανύσει διάστημα d-xmin=0,9-0,4=0,5m.Οι περιστροφές θα είναι 

0,5/2π.0,01=25/π περιστροφές. 



Κύλιση σε τεταρτοκύκλιο και ταλάντωση 

Από την κορυφή ενός κατακόρυφου τεταρτοκυκλίου ακτίνας  R=1,95m  αφήνουμε  ελεύθερη μία σφαίρα 

μάζας Μ=2Κg και ακτίνας  r=0,2m.  H σφαίρα έχει περασμένη συμμετρικά,  μία αβαρή βελόνα μήκους L>2r  

η οποία είναι οριζόντια και περνάει από το κέντρο της σφαίρας. Η σφαίρα κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει 

πάνω στο τετρτοκύκλιο και την στιγμή t=0  μπαίνει σε οριζόντιο επίπεδο και αφού διανύσει οριζόντια 

απόσταση S=10m συναντάει χωρίς απώλεια ενέργειας  ταυτόχρονα  δύο   oριζόντια ελατήρια σταθεράς 

Κ=1750N/m  που απέχουν μεταξύ τους απόσταση L. Αν σε όλη την διάρκεια της κίνησης της σφαίρας η 

σφαίρα κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει  να βρεθούν: 

Α)   Η μέγιστη συσπείρωση των ελατηρίων 

Β)  Ο χρόνος που το κέντρο μάζας της σφαίρας κινείται ευθύγραμμα 

Γ)  Η γραφική παράσταση της γωνιακής ταχύτητας σε συνάρτηση με το χρόνο για όσο χρόνο η σφαίρα 

κινείται ευθύγραμμα. 

AΠΑΝΤΗΣΗ 

Α) Με την βοήθεια της  ΑΔΕ από την αρχική κατάσταση στην τελική  θα έχουμε 

Μg(R-r)= ½ ∙ 2K∙xmax2  μετά τις πράξεις θα βρούμε xmax=10 2  cm 

B) Mε την βοήθεια της ΑΔΕ για την κίνηση στο τεταρτοκύκλιο θα έχουμε

Μg(R-r)= 1/2 Mυ2 + ½ Iω2  μετά τις πράξεις θα βρούμε υ=5m/s και ω=25r/s 

Η κίνηση στο οριζόντιο επίπεδο είναι ομαλή μεταφορική και ομαλή στροφική. 

Μετά την επαφή με τα ελατήρια θα έχουμε για την στροφική και μεταφορική κίνηση θα έχουμε 
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ΤR=2/5 MR2αγων (1)   2Κx-T=ma (2)  

  Για την ΓΑΤ έχουμε:  ΣF=T-2Kx =- K∙ x=-2500x 

Ετσι το κέντρο μάζας το σώματος θα κάνει μέρος ΓΑΤ για όσο χρόνο η 

βελόνα της σφαίρα βρίσκεται σε επαφή με τα ελατήρια. 

Ο χρόνος αυτός θα είναι Τ/2=  sec. 

Ο συνολικός  χρόνος της ομαλής κίνησης  θα είναι  2S=υ∙t΄ άρα t΄=4s 

Eτσι ο ζητούμενος χρόνος θα είναι t=(4 + )  sec 

Γ)Η γωνιακή ταχύτητα της σφαίρας είναι ω=25r/s   σταθερή για 2s μέχρι η σφαίρα να συναντήσει τα 

ελατήρια.Μετά την επαφή  το κέντρο μάζας της σφαίρας εκτελεί ΓΑΤ.Ετσι και η γωνιακή ταχύτητα 

μειώνεται για χρόνο Τ/4  σύμφωνα με τη σχέση  Ω=

Μετά τον μηδενισμό της ταχύτητας  της σφαίρας η σφαίρα αρχίζει τώρα να περιστρέφεται αριστερόστροφα 

μέχρι τα ελατήρια να φτάσουν στην θέση φυσικού τους μήκους 

Ω=-  και για χρόνο Τ/4 

http://www.ylikonet.gr/


Κύλιση µικρής σφαίρας πάνω σε µεγάλη

Στο ανώτερο σηµείο  και στην εξωτερική επιφάνεια µιας ακλόνητης σφαίρας ακτίνας 
R=17m  που είναι στερεωµένη στο έδαφος βρίσκεται µικρότερη σφαίρα ακτίνας 
r=10cm. Κάποια στιγµή η µικρή σφαίρα αρχίσει να κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει 
πάνω στην µεγάλη σφαίρα. Να βρεθεί η γωνιακή µετατόπιση της µικρής σφαίρας 
µέχρι να φτάσει στο έδαφος.  
∆ίνονται : Αν  συνφ=10/17 τότε  φ=0,3π rad. Για τη µικρή σφαίρα  Ιcm=2/5 m r2 
Nα  θεωρηθεί ότι το R>>r. 

AΠΑΝΤΗΣΗ 

Την στιγµή που η µικρή σφαίρα θα χάσει την επαφή της  µε την µεγάλη σφαίρα η 
µοναδική δύναµη που θα ασκείται στην µικρή σφαίρα θα είναι η δύναµη του βάρος 
που η συνιστώσα προς το κέντρο της µεγάλης σφαίρα θα παίζει  το ρόλο της 
κεντροµόλου δύναµης.  Αρα  mgσυνφ=m.U2/R   (1) 

φ
φ

w

w
υ→

υ
y

συνφ

h

R

ω

Aπό την Α∆Ε  για τις θέσεις (Α) και (Β) θα πάρουµε   m.g.h =1/2mU2 + 1/2Iω2   (2) 

Από το ορθογώνιο τρίγωνο    συνφ=(R-h)/R    (3)  Aπό την (2) και (3) θα  βρούµε 
U=√10gR(1-συνφ)/7  (4)   Με την βοήθεια της (4) και της (1) θα  βρούµε ότι 

 συν φ=10/17 

Στην διάρκεια της επαφής των δύο σφαιρών η γωνία που διέγραψε η µικρή σφαίρα 
πάνω στην µεγάλη θα  είναι  θ1=R.φ/r =17.0,3π/0,1=51π=160,14rad 

Μετά το χάσιµο της επαφής των δύο σφαιρών η  µικρή σφαίρα κινείται πλέον µόνο 
µε την επίδραση του βάρους της. Ετσι δεν µπορεί να υπάρξει αλλαγή της γωνιακής 
ταχύτητας της µικρής σφαίρας µιας και το βάρος ασκείται στο κέντρο της µικρής 
σφαίρας. Η κίνηση τώρα της µικρής σφαίρα θα είναι επιταχυνόµενη στον άξονα ΨΨ΄, 
οµαλή στον ΧΧ΄, θα εκτελεί δε και οµαλή στροφική κίνηση µε  σταθερή γωνιακή 
ταχύτητα ω την γωνιακή ταχύτητα που είχε την στιγµή του χάσιµου της επαφής των 
δύο σφαιρών. 



Eτσι   στον ΨΨ΄  2R-h= Uηµφt2 + 1/2gt2
2   (5)  Aπό την (3)  Η=7m από την (4) 

U=10m/sec  το ηµθ=√1-συν2θ=0,8    Αρα  η (5) θα γίνει  5t2
2+8t2

2-27=0  άρα t2= 
1,66sec    Αρα θ2=ω.t2 =U/r .t2=10/0,1 .1,66=166rad.   

Aρα η συνολική γωνιακή µετατόπιση της µικρής σφαίρας µέχρι να φτάσει στο έδαφος 
θα είναι   θολ=160,14+166=326,14 rad   



Κύλιση κυλίνδρου, χωρίς τριβές. 

Ένας συμπαγής και ομογενής κύλινδρος ακτίνας R=0,3m και μάζας m=4kgr 
ισορροπεί πάνω σε λείο οριζόντιο επίπεδο. Πάνω στην κατακόρυφη διάμετρο ΑΒ και 
σε απόσταση ψ από το  κατώτερο σημείο Β εφαρμόζουμε την στιγμή t=0 μεταβλητή 
οριζόντια δύναμη  F=20 + 8x (S.I)  όπου  x η οριζόντια μετατόπιση του κυλίνδρου 
από το σημείο x=0  όπου βρίσκεται την χρονική στιγμή t=0.Ο κύλινδρος αρχίζει να 
κυλιέται χωρίς να ολισθαίνει. 

Να βρεθούν: 

Α) Η  κατακόρυφη απόσταση ψ 

Β) Η ταχύτητα του κέντρου μάζας του κυλίνδρου στη θέση x=10m 

Γ) Την  επιτάχυνση του κέντρου μάζας του κυλίνδρου όταν η ταχύτητα του κέντρου 
μάζας του είναι Ucm=20m/sec. 

Η ροπή αδράνειας  του κυλίνδρου γύρω από το κέντρο μάζας του είναι Ιcm=0,5MR2. 

AΠΑΝΤΗΣΗ  

A) Ο κύλινδρος κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει πάνω σε λείο επίπεδο έτσι από τους
νόμους για την μεταφορική και την στροφική κίνηση θα πάρουμε 

 F=Μ.acm   (1)     F(ψ-R)=0,5M.R2.aγων  (2)  

Αν διαιρέσουμε  τις παραπάνω σχέσεις θα πάρουμε  ψ-R=R/2 άρα ψ=0,45m 

B)Aπό την ΑΔΕ για την κίνηση του κυλίνδρου θα έχουμε  WFoλ=Kπερ +Κμετ    (3)

Το έργο της δύναμης για την μεταφορική κίνηση θα δίνεται από τη σχέση 
dWFμετ=F.dx  ενώ το έργο της ροπής της δύναμης για περιστοφική κίνηση θα είναι 
dWροπής=FR΄dφ=F(ψ-R)/Rdx=Fdx/2  δηλαδή  το μισό του παραπάνω έργου. 

 To  έργο της μεταβλητής δύναμης για την μεταφορική κίνηση θα βρεθεί από το 
περικλειόμενο εμβαδό του παρακάτω σχήματος   



Από την (3) Woλ=1/2M.Ucm
2 +1/2Iω2   με αντικατάσταση θα έχουμε  600+300=2U2 + 

U2  άρα Ucm=10√3m/sec.  

Γ)Αν εφαρμόσουμε  την ΑΔΕ μέχρι το σώμα να αποκτήσει  ταχύτητα Ucm=20m/sec 
θα έχουμε  

Wολ=1/2M.Ucm
2 +1/2Iω2    Αρα Wολ=1/2M.Ucm

2 +1/4MR2ω2  άρα WFολ=1200J 

Κάνοντας και πάλι τη γραφική παράσταση της δύναμης με τη μετατόπιση x  και 
θεωρώντας ότι το έργο κατά την μεταφορική κίνηση είναι διπλάσιο του έργου της 
ροπής της δύναμης θα πρέπει η γραφική παράσταση να μας δώσει εμβαδό 
WFμετ=800J    

20

20+8x
F    (N)

x x    (m)

W=1200J

800=(20+20+8x)x/2  θα καταλήξουμε στην δευτεροβάθμια x2+5x-200=0 με δεκτή 
λύση την x=11,86m. Aπό την σχέση (1) θα έχουμε  20+8.x=4acm   άρα 
αcm=28,72m/sec2  



Κρούση – Ταλάντωση - Κύλιση 

Η ξύλινη σφαίρα του παρακάτω σχήματος έχει μάζα Μ=1 kg και ακτίνα R= 0,1m .Η σφαίρα  

είναι δεμένη με οριζόντιο ελατήριο  σταθεράς Κ=14000Ν/m στο κέντρο της  κατά τέτοιο 

τρόπο ώστε η σφαίρα να μπορεί να περιστρέφεται χωρίς τριβές γύρω από οριζόντιο άξονα 

που διέρχεται από το κέντρο της σφαίρας. 

Σημειακό βλήμα έχει μάζα m=0,1Kg και κινείται με οριζόντια ταχύτητα Uo= 200m/sec  σε 

απόσταση D> R πάνω από οριζόντιο έδαφος. Την χρονική στιγμή t=0 το βλήμα διέρχεται 

ακαρικαία μέσα από την σφαίρα και εξέρχεται από αυτή με οριζόντια ταχύτητα μέτρου 

Uo/2.Το αποτέλεσμα της κρούσης αυτής είναι η σφαίρα να αρχίσει αυτόματα μετά την 

κρούση να κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει. Να βρεθούν: 

Α)  Η απόσταση D,  αν υποθέσουµε ότι  δεν θα αναπτυχθεί στατική τριβή από το 
έδαφος στην διάρκεια της κρούσης 

B) Το είδος της κίνησης του κέντρου μάζας της σφαίρας καθώς και η περίοδος της κίνησης

του κέντρου μάζας. 

Γ)  Το ποσό ενέργειας που «χάθηκε» κατά την παραπάνω κρούση. 

Δ)  Ο μέγιστος ρυθμός μεταβολής της κινητικής ενέργειας λόγω περιστροφής της 

σφαίρας. 

Για την σφαίρα Ιcm=0,4M.R
2
   και  ημ2φ=2ημφσυνφ 

AΠΑΝΤΗΣΗ 

Α)Επειδή η σφαίρα μετά την κρούση κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει θα πρέπει  να ισχύει η 

σχέση   Ucm=ω.R (1) 

Με την βοήθεια της ΑΔΟ    θα έχουμε 

 m.Uo =M.Ucm + m.Uo/2    άρα  Ucm=10m/sec    και από την σχέση (1) ω=100r/sec 

Mε την βοήθεια της ΑΔΣ θα έχουμε 

m.Uo(D-R)=I.ω +m.Uo(D-R)/2   άρα  D=0,14m 



B)Για την περιστροφική κίνηση της σφαίρας παίρνουμε την σχέση  Τστ.R=0,4.M.R
2
.aγων

άρα Τστ=0,4Μ.acm (2) 

Για την μεταφορική κίνηση της σφαίρας Fελ-Τστ=Μ.acm (3) 

Από την (2) και (3)   Τστ=2Kx/7 (4) 

Θεωρώντας θετική τη φορά της αρχικής ταχύτητας του κέντρου μάζας της σφαίρας 

ΣF=Tστ-Fελ=2Kx/7 – Kx=-5Kx/7  άρα η κίνηση του κέντρου μάζας είναι γ.α.τ. με 

D=5K/7=10000N/m  άρα η περίοδος της κίνησης θα είναι  T=2π√Μ/D=π/50 sec 

Γ)Με την βοήθεια της ΑΔΕ για την κρούση θα έχουμε 

½.m.Uo
2
 =1/2.m(Uo/2)

2
 +1/2.M.Ucm

2
 +1/2.I.ω

2
 + Qκρ   άρα  μετά από πράξεις Qκρ=1430J 

Δ)Ο ρυθμός μεταβολής της κινητικής ενέργειας λόγω περιστροφής δίνεται από την σχέση 

ΔΚπερ/Δt=Στ.ω=Τστ.R.ω= - 2Κ.x.U/7=-2K.A.ημωt .ω.Α.συνωt/7  =-K.A
2
.ω.ημ2ωt/7 

Ucm=ω.Α    άρα Α=0,1m   άρα   ΔΚπερmax/Δt=2000J/sec. 



Κρούση ράβδου και ολίσθηση σφαίρας 

Στο παρακάτω σχήμα η ράβδος   έχει μάζα Μ1=3kg και μήκος L=1,2m 

αφήνεται από οριζόντια θέση  και συγκρούεται αφού διαγράψει γωνία 

90
ο
  με ακίνητη σφαίρα μάζας Μ2=5Κg και ακτίνας R=0,1m.To καρφί

όπου είναι στερεωμένo το ένα άκρο της ράβδου απέχει απόσταση 

Η=1,3m από το  οριζόντιο έδαφος όπου ισορροπεί η σφαίρα. 

Ο

Μετά την κρούση της ράβδου με την σφαίρα η ράβδος σταματάει. Η 

σφαίρα αρχικά αρχίζει να ολισθαίνει πάνω στο οριζόντιο επίπεδο  μέχρι 

να αρχίσει η καθαρή κύλιση. Ο συντελεστής τριβής ολίσθησης μεταξύ 

σφαίρας και δαπέδου είναι μ=0,2. Να βρεθούν: 

Α)  Ο χρόνος που θα χρειασθεί μέχρι να αρχίσει η καθαρή κύλιση για 

τη σφαίρα. Ποια η τελική ταχύτητα του κέντρου μάζας της 

σφαίρας; 

Β)  Η τελική κινητική ενέργεια της σφαίρας 

Γ)  Η απώλεια ενέργειας στην διάρκεια του παραπάνω φαινόμενου. 

Η ροπή αδράνειας της σφαίρας δίνεται από την σχέση Ι2=0,4.M2.R
2
 και η

ροπή αδράνειας της ράβδου γύρω από τον  άξονα περιστροφής της 

Ι1=1/3.Μ1.L
2
.

H σφαίρα να θεωρηθεί σημειακή την στιγμή της κρούσης. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 



Α)Με την βοήθεια της ΑΔΕ για  την κίνηση της ράβδου 

Μ1.g.L/2 =1/2.I1.ω1
2
   άρα ω1=5r/s

Για την κρούση της ράβδου με την σφαίρα που θα  τη θεωρήσουμε 

σημειακή μάζα θα έχουμε από την ΑΔΣ 

Ι1.ω1=Μ2.υ.L    άρα υ=1,2m/sec. 

Έτσι η σφαίρα αρχίζει  στιγμιαία να εκτελεί  μόνο μεταφορική κίνηση 

αφού το στιγμιαίο  κτύπημα από την ράβδο έγινε στο κέντρο της 

σφαίρας. Έτσι θα αναπτυχθεί τριβή ολίσθησης η οποία θα επιβραδύνει 

την μεταφορική κίνηση και θα προκαλεί ροπή για να επιταχύνει την 

στροφική κίνηση μέχρι να αρχίσει η καθαρή κύλιση. 

 Από τους νόμους της κίνησης θα έχουμε  για την μεταφορική 

Τ=M2.a   άρα  μ.Μ2.g=M2.a     άρα a=2m/sec
2
.

Για την στροφική κίνηση 

T.R=0,4.M2.R
2
.αγων

άρα  μ.Μ2.g.R=0,4.M2.R
2
.αγων  άρα

 αγων=50r/sec
2
. 

H καθαρή κύλιση θα ξεκινήσει όταν η ταχύτητα του κατώτερου σημείου 

της σφαίρας γίνει ίση με το 0. ΄Αρα  Uμετ=Uπερ  άρα  U-at=αγων.t.R ο 

χρόνος θα βρεθεί t=6/35 s και υμετ=6/7 m/sec. 

B)Oταν αρχίσει η καθαρή κύλιση το σημείο επαφής της σφαίρας με το 

δάπεδο έχει συνολική ταχύτητα 0. Αρα δεν θα υπάρχει τριβή άρα η 



σφαίρα θα εκτελεί ομαλή στροφική και μεταφορική κίνηση. Η ολική 

κινητική ενέργεια της σφαίρας θα είναι: 

Κολ=Κστρ+ Κμετ  =1/2.Μ2.Uμετ
2
+1/2.Ι2.ωτελ

2
 =18/7J

Γ)Ενέργεια έχει χαθεί στην διάρκεια της κρούσης αλλά και μέχρι να 

αρχίσει η καθαρή κύλιση της σφαίρας. Με εφαρμογή της ΑΔΕ από την 

αρχική μέχρι και την τελική κατάσταση του συστήματος των σωμάτων 

θα έχουμε 

UWράβδου=Κoλσφαίρας +ΔΕ     άρα  ΔΕ=108/7 J 



Κρούση περιστροφή και ταλάντωση 

Πάνω σε ένα λείο οριζόντιο επίπεδο µεγάλου µήκους  και στη θέση  

του φυσικού µήκους του  ελατηρίου του παρακάτω σχήµατος  µία 

σφαίρα  µάζας Μ2=3Kg και ακτίνας R=0,2m  εκτελεί  ελεύθερη  

οµαλή στροφική κίνηση µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα ω0=10r/sec . 

Συσπειρώνουµε το ελατήριο σταθεράς K  κατά ∆x   και δένουµε στο 

ελατήριο κύβο µάζας Μ1=1Kg που έχει το µήκος της ακµής του  ίσο  

µε τη  διάµετρο της σφαίρας. Την στιγµή t=0 αφήνουµε ελεύθερο το 

σύστηµα ελατηρίου-κύβου. Η κρούση του κύβου µε την σφαίρα  που 

ακολουθεί είναι κεντρική - ελαστική και διαρκεί ελάχιστα. Μετά την 

κρούση ο χρόνος που χρειάζεται ο κύβος να κάνει µία πλήρη 

ταλάντωση είναι ίσος µε το χρόνο που  χρειάζεται η σφαίρα να κάνει 

µία πλήρη περιστροφή. H σφαίρα µετά την κρούση κυλίεται χωρίς να 

ολισθαίνει. 

Α) Να δοθεί η γραφική παράσταση της αποµάκρυνσης του κύβου 

από την θέση ισορροπίας του σε συνάρτηση µε τον χρόνο 

θεωρώντας θετική φορά προς τα δεξιά. 

Β) Την  εξίσωση που θα µας έδινε την απόσταση των δύο κέντρων 

µάζας των δύο  σωµάτων µετά την κρούση τους. 

Γ)Την ταχύτητα ενός σηµείου Α της σφαίρας, που την στιγµή της 

κρούσης βρισκόταν σε επαφή µε το έδαφος, την στιγµή που ο 

κύβος φτάνει για πρώτη φορά στην θέση ισορροπίας µετά την 

κρούση. 

 Απάντηση: 



Α)Για να αρχίσει η σφαίρα να κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει πάνω στο 

λείο οριζόντιο επίπεδο θα πρέπει να ισχύει η σχέση  Ucm=Uπερ   άρα 

U2΄=ωο.R=2m/sec. 

H ταχύτητα του κέντρου µάζας της σφαίρας θα προέλθει από την 

ελαστική κρούση µε τον κύβο. Η κρούση είναι κεντρική έτσι οι 

δυνάµεις την στιγµή της κρούσης δεν µπορούν να προκαλέσουν 

ροπή µε αποτέλεσµα η γωνιακή ταχύτητα της σφαίρας να µην 

αλλάξει. Με τη βοήθεια των τύπων της ελαστικής κρούσης θα 

βρούµε την ταχύτητα του κύβου πριν την κρούση  

U2΄=2M1.U1/(M1+M2)  άρα U1=4m/sec. 

Η περίοδος  της περιστροφικής κίνησης  της σφαίρας µετά την 

κρούση µε την περίοδο ταλάντωσης του κύβου είναι ίσες. 

Ετσι Τκυβου=Τσφαιρας  άρα 2π√Μ1/Κ=2π/ωο  άρα Κ=100Ν/m 

Mε την βοήθεια της Α∆Ε για την αρχική κίνηση του κύβου θα έχουµε 

½·Κ·A 1
2=1/2·M1·U1

2  άρα A1=0,4m 

Mετά την κρούση η ταχύτητα του κύβου θα βρεθεί µε την βοήθεια 

των τύπων της ελαστικής κρούσης 

U1΄=(Μ1-Μ2)·U1/(M1+M2)=-2m/sec 

 ο κύβος δηλαδή γυρίζει προς τα πίσω. 

Η ταχύτητα αυτή είναι η µέγιστη γιατί ο κύβος βρίσκεται στη Θ.Ι.Τ. 

Aπό την σχέση Umax=ω·Α2 θα βρούµε το Α2=0,2m 

Ο κύβος λοιπόν θα εκτελέσει αρχικά ένα µέρος  ΓΑΤ µε πλάτος Α1 και 

στην συνέχεια µία δεύτερη ΓΑΤ µε πλάτος Α2. Η εξίσωση της 

αποµάκρυνσης θα είναι: 

0,4ημ(10t+3π/2  0 ≤ t ≤ π/20 

 (S.I) 

0,2 ημ[10(t-π/20)+π]     t≥ π/20 

x= 



B)H σφαίρα θα εκτελεί οµαλή µεταφορική και στροφική κίνηση µε 

σταθερή ταχύτητα U2΄=2m/s .To  διάστηµα που θα διανύει η σφαίρα 

θα δίνεται από το νόµο του διαστήµατος στη οµαλή µεταφορική 

κίνηση  S2=U2’.t’ =2t΄   όπου t΄=t-π/20  (S.I.) 

H απόσταση των δύο κέντρων µάζας των δύο σωµάτων θα δίνεται 

από την σχέση 

D=2R+S2-X= 0,4+2(t-π/20)- 0,2ηµ[10(t-π/20)+π]  µε t≥π/20 

(S.I.) 

Γ)Για να φτάσει ο κύβος στην θέση ισορροπίας του για πρώτη φορά 

θα χρειασθεί  χρόνος Τ/2. Στο ίδιο χρόνο  το κατώτερο σηµείο  Α της 

σφαίρα θα γίνει ανώτερο γιατί  Τκυβου=Τσφαιρας   

Έτσι η ταχύτητα του σηµείου Α θα είναι  UA=2Ucm=4m/sec. 



Κρούση και περιστροφή στον αέρα. 

Aνοίγουμε  μία κατακόρυφη   οπή βάθους  50cm στο έδαφος. Μέσα στην οπή τοποθετούμε 
ένα κατακόρυφο ελατήριο σταθερά Κ=400N/m και φυσικού μήκους Lo=50cm. Μία ράβδος ΑΓ 
με μήκος l=20cm έχει μάζα Μ=1kg. Mε το άκρο Α της ράβδου  πιέζουμε το ελατήριο έτσι ώστε 
να συμπιέσουμε το ελατήριο κατά x=7/32m όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα. 

Αφήνουμε την ράβδο ελεύθερη και όταν η ράβδος φτάσει στο ανώτερο σημείο της τροχιάς 
της ένα βλήμα μάζας m=0,25kg  που κινείται οριζόντια με ταχύτητα υ=5π m/s   συγκρούεται 
με το άκρο Α της ράβδου. Mετά την κρούση ο βλήμα πέφτει πάνω στο ελατήριο και κολλάει 
πάνω σε αυτό χωρίς απώλεια ενέργειας. 

A) Nα αποδείξετε ότι η κρούση είναι ελαστική

Β)  Να υπολογίσετε τη μέγιστη συσπείρωση του ελατηρίου που θα προκληθεί από την πτώ-
ση του βλήματος πάνω σε αυτό 

 Γ)  Να αποδείξετε ότι η ράβδος πέφτοντας θα χτυπήσει στο έδαφος έχοντας ένα μόνο ση-
μείο επαφής με αυτό. 

Δίνεται η ροπή αδράνειας της ράβδου Ιcm=ML2/12 

Απάντηση: 

Α)Για να χτυπήσει το βλήμα στο κατακόρυφο  ελατήριο θα πρέπει με-
τά την κρούση με την ράβδο να κάνει ελεύθερη πτώση. 

Αν εφαρμόσουμε ΑΔΟ και ΑΔΣ για το σύστημα θα έχουμε 

m∙υ=Μυcm   άρα υcm=1,25π m/s 

mυ∙L/2=Iω  άρα ω=37,5π r/s 

Αν υποθέσουμε ότι υπάρχει απώλεια ενέργειας κατά την κρούση τότε 
με την βοήθεια της ΑΔΕ θα είχαμε: 

½ m∙υ2 = ½ Iω2+ ½  ΜUcm
2+Qκρ μετά από πράξεις το Qκρ=0 άρα η κρούση είναι ελαστική. 

Β) Αν πάρουμε ΑΔΕ για την άνοδο της ράβδου θα έχουμε 

½ Κ∙x2=ΜgHcm θα βρούμε ότι το ύψος που ανέβηκε το κέντρο μάζας της ράβδου είναι 
Ηcm=0,8m, πάνω από το έδαφος. 



Το βλήμα την στιγμή της κρούσης θα βρίσκεται  σε Ηβ=0,7m 

Με την βοήθεια της ΑΔΕ για την πρώτη του βλήματος και μέχρι την μέγιστη συσπείρωση του 
ελατηρίου θα έχουμε 

mg(Hβ+xmax)= ½ Kxmax
2  θα βρούμε το xmax=0,1m 

Γ)Η ράβδος μετά την κρούση της με το βλήμα εκτελεί μία ομαλή στροφική κίνηση γύρω από 
το κέντρο μάζας της και ταυτόχρονα το κέντρο μάζας της εκτελεί μία οριζόντια βολή προς τα 
κάτω. Όταν  η ράβδος θα χτυπήσει  στο έδαφος ή θα κτυπήσει ένα της σημείο ή θα χτυπή-
σουν όλα της τα σημεία πάνω στο έδαφος. Για να συμβεί το δεύτερο θα πρέπει η γωνία που 
θα διαγράψει κατά την πτώση της η ράβδος να δίνεται από   τη σχέση θ=κπ+π/2 (1) με το κ να 
είναι ακέραιος αριθμός. 

Αν υποθέσουμε ότι τελικά θα χτυπήσει όλη η ράβδος ταυτόχρονα στο έδαφος θα έπρεπε το κ 
να είναι ακέραιος. 

Από την ελεύθερη πτώση του κέντρου μάζας της ράβδου Ηcm= ½ gt2  t=0,4s. 

Από την ομαλή στροφική κίνηση της ράβδου θ=ωt=37,5π∙0,4=15π rad και από την σχέση (1) 
κ=14,5. 

Έτσι η ράβδος θα χτυπήσει τελικά με ένα της μόνο σημείο στο δάπεδο. 



Κρούση και πάλι κρούση χωρίς τέλος 
Το ελατήριο του παρακάτω σχήµατος  έχει σταθερά Κ1=100Ν/m έχει το φυσικό 
µήκος Lo=0,2m και το κρατάµε σε οριζόντια θέση έχοντας στερεώσει στην άκρη του 
ένα σώµα µάζας m1=1Kg.Το άλλο άκρο του ελατηρίου είναι ακλόνητα στερεωµένο. 

Aφήνουµε το σώµα m1 ελεύθερο και όταν φτάσει στην χαµηλότερη θέση του µε το 
ελατήριο να είναι κατακόρυφο  συγκρούεται µετωπικά κεντρικά και ελαστικά µε 
δεύτερο ακίνητο σώµα µάζας m2=1Kg.To σώµα µάζας m2 ισορροπεί σε οριζόντιο 
επίπεδο και είναι δεµένο µε οριζόντιο ιδανικό ελατήριο σταθεράς Κ2=25Ν/m. ∆ίνεται 
ότι η ακτίνα καµπυλότητας της τροχιάς ελάχιστα πριν την κρούση, είναι ίση µε το 
µήκος του ελατηρίου στη θέση αυτή. 
Να βρεθούν : 
Α)  Η επιµήκυνση του πρώτου ελατηρίου την στιγµή της πρώτης κρούσης καθώς 

και το µέτρο της ταχύτητας του σώµατος m1 εκείνη την στιγµή. 
Β)  Τι είδους κίνηση θα κάνει το κάθε σώµα µετά την πρώτη ελαστική  κρούση 

τους. Πόσες  ελαστικές κρούσεις θα γίνουν ανάµεσα στα δύο σώµατα; 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Α)  Με την βοήθεια της Α∆Ε από την αρχική θέση και µέχρι την τελική θέση θα 
έχουµε: 

m1.g.(Lo+x1)=1/2K1.x1
2  +1/2m1.υ

2  (1) 
Στην κατώτερη θέση του σώµατος m1 και µε την βοήθεια της κεντροµόλου 
δύναµης θα έχουµε  

Κ1.x1-m1.g=m1.υ
2/(Lo+x1)  (2) 

 από τις σχέσεις (1) και (2) θα βρεθούν  x1=0,2m και υ=2m/sec. 

Β)  Oι δύο σφαίρες έχουν ίσες µάζες και συγκρούονται ελαστικά άρα θα 
ανταλλάξουν ταχύτητες. Ετσι η m1 θα σταµατήσει στιγµιαία ενώ η σφαίρα µε 
µάζα m2 θα κινηθεί µε ταχύτητα µέτρου u=2m/sec. H θέση ισορροπίας του 
σώµατος m1 θα βρεθεί από την σχέση m1.g=K1.x2   άρα x2=0,1m.To ελατήριο 
όµως εκείνη την στιγµή είναι επιµηκυµένο κατά x1=0,2m.To m1 δηλαδή 
βρίσκεται σε διαφορετική θέση από την θέση ισορροπίας του και µάλιστα δεν 
έχει ταχύτητα. Αρα θα βρίσκεται σε ακραία θέση ταλάντωσης δηλαδή σε θέση 
±Α1  µε Α1=x1-x2=0,1m.H περίοδος της ταλάντωσης της σφαίρα m1 θα είναι 
Τ1=2π√m1/K1=π/5 sec. 



H σφαίρα µε µάζα m2 θα εκτελέσει επίσης γ.α.τ.  µε µέγιστη ταχύτητα: 
 Umax=2m/sec   περίοδο Τ2=2π√m2/K2=2π/5sec και πλάτος Α2=Umax/ω=0,4m. 

Παρατηρώ λοιπόν ότι η περίοδος του δεύτερου σώµατος είναι διπλάσια από αυτήν 
του πρώτου σώµατος. Ετσι όταν το πρώτο σώµα θα έχει  εκτελέσει µία πλήρη 
ταλάντωση και θα ξαναβρεθεί στην ακραία θέση της ταλάντωσής του το δεύτερο 
σώµα θα ξαναβρεθεί στη θέση ισορροπίας του γυρνώντας προς τα πίσω. Ετσι τα 
σώµατα θα ξανασυγκρουστούν και θα ανταλλάξουν  και πάλι ταχύτητες. Tο δεύτερο 
σώµα θα σταµατήσει ενώ το πρώτο σώµα θα πάρει πάλι το δρόµο της επιστροφής του 
για φτάσει και πάλι στην θέση από όπου το αφήσαµε αρχικά γιατί δεν έχει χαθεί 
καθόλου ενέργεια από το σύστηµα……. Το φαινόµενο  λοιπόν θα επαναλαµβάνεται 
περιοδικά άρα θα γίνουν άπειρες συνολικά κρούσεις….. 

Και ζήσαν οι σφαίρες καλά και εµείς καλύτερα….. 



Δίσκος μάζας Μ1=7kg και ακτίνας  R=0,5m μπορεί να περιστέφεται οριζόντια  χωρίς τριβές 

γύρω από κατακόρυφο άξονα.Ο δίσκος ισορροπεί οριζόντιος με την βοήθεια κατακόρυφου 

ιδανικού ελατηρίου που ο άξονας του ελατηρίου συμπίπτει με τον άξονα περιστροφής.Το 

ελατήριο είναι αρχικά συσπειρωμένο κατά 0,7m. 

 ωο 

Δεύτερος   οριζόντιος δίσκος ίδιας  ακτίνας με τον πρώτο αλλά με μάζα Μ2=1Κg μπορεί να 

περιστέφεται οριζόντια γύρω από τον ίδιο κατακόρυφο άξονα.Δίνουμε ακαριαία  αρχική 

γωνιακή ταχύτητα ω0= 8 r/sec και αφήνουμε το δίσκο ελεύθερο να κινηθεί μόνο με την 

επίδραση του βάρους του.Την στιγμή που ο δεύτερος δίσκος έχει εκτελέσει  γωνιακή 

μετατόπιση θ=6,4rad συγκρούεται με τον  ακίνητο δίσκο που είναι δεμένος στο ελατήριο 

αλλά μπορεί να περιστρέφεται γύρω από τον κατακόρυφο άξονα περιστροφής .Μετά από 

λίγο το σύστημα λειτουργεί σαν ένας ενιαίος δίσκος.Να βρεθούν: 

Α)Το ύψος από όπου αφέθηκε ο δεύτερος δίσκος 

Β)Η κοινή γωνιακή ταχύτητα του συστήματος των δύο δίσκων και το πλάτος  της 

κατακόρυφης ταλάντωσης των δύο δίσκων 

Γ)H  μέγιστη κινητική ενέργεια του συστήματος των δύο δίσκων. 

Δ)Η απώλεια ενέργειας εξαιτίας της πλαστικής κρούσης. 

Δίνονται για τον δίσκο Ιcm=0,5M.R
2
. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Α)O δίσκος κινείται  μόνο με την επίδραση του βάρους του.Εκτελεί ταυτόχρονα και 

ελεύθερη πτώση αλλά ομαλή στροφική κίνηση μιας και δεν υπάρχει εξωτερική ροπή που να 

επηρεάζει την στροφική  κίνηση του δίσκου.Από την σχέση  της γωνιακής μετατόπισης στην 

ομαλή στροφική θ=ωο.t  θα βρούμε t=0,8sec.Aπό τον  νόμο του διαστήματος για την 

ελεύθερη πτώση  Η=1/2.g.t
2
  =3,2m. 



B)Για την  πλαστική κρούση  των δύο δίσκων θα εφαρμόσουμε ΑΔΣ

Lαρχ= Lτελ  άρα  Ι2.ωο=(Ι1+Ι2)ωσυστ     άρα ωσυστ=1r/sec. 

Από την ισορροπία του δίσκου   Κ.x1=M1.g   άρα Κ=100Ν/m 

Ο δίσκος Δ2 που πέφτει έχει κατακόρυφη ταχύτητα  μέτρου U=g.t=8m/sec 

Mε την βοήθεια της ΑΔΟ για την πλαστική κρούση 

Μ2.U=(M1+M2).Uσυστ   άρα Uσυστ=1m/sec 

Με την αλλαγή της μάζας θα έχουμε και αλλαγή της ΘΙΤ 

Για την ισορροπία στην Ν.Θ.Ι.Τ   (Μ1+Μ2).g=K.x2    άρα x2=0,8m 

Mε την βοήθεια της ΑΔΕΤ για την κατακόρυφη ταλάντωση του συστήματος  θα έχουμε 

½.(Μ1+Μ2).Uσυστ
2
 +1/2Κ(x2-x1)

2
=1/2Κ.Α

2
    άρα μετά από πράξεις Α=0,3m.

Γ)Οι δίσκοι εκτελούν κατακόρυφη Γ.Α.Τ. και ταυτόχρονα ομαλή στροφική κίνηση γύρω από 

τον κατακόρυφο άξονα περιστοφής.Ετσι η  μέγιστη κινητική τους ενέργεια θα δίνεται από 

την σχέση Κολmax=Kmaxταλ +Κπερ  =1/2.Κ.Α
2
 +1/2Ιολ.ωσυστ

2 
 μετά από πράξεις 

 Κολmax=5J 

Δ)Με την βοήθεια της ΑΔΕ από την αρχική στην τελική κατάσταση πριν και μετά την κρούση 

θα έχουμε 

Uw+Kπερ1=Κπερσυστ  + Κμετ +Q    άρα Μ2.g.H + ½.I2.ωο
2
= ½.Ιολ.ωσυστ

2
 +1/2Μολ.Uσυστ

2 
+Q

 μετά από πράξεις θα βρεθεί 

 Q=31,5J 



Κρούση ηµικυκλίων

Τα δύο ηµικύκλια του παρακάτω σχήµατος µπορούν να περιστρέφονται χωρίς τριβές γύρω από οριζόντιο 

άξονα που διέρχεται από το σηµείο Α. Η διάµετρος ΑΒ είναι κατακόρυφη ενώ η διάµετρο ΑΓ είναι 

οριζόντια. Το κάθε ηµικύκλιο θεωρούµε ότι έχει µάζα Μ1=1Κg και όλη του η µάζα είναι συγκεντρωµένη σε 

ακτίνα R=1m. Αφήνουµε ελεύθερο το ένα ηµικύκλιο και µετά από λίγο αφήνουµε ελεύθερο και το δεύτερο 

ηµικύκλιο µε αποτέλεσµα τα δύο ηµικύκλια να συγκρουστούν ταυτόχρονα και πλαστικά όταν έχουν τη 

µέγιστη κινητική τους ενέργεια. 

Να βρεθούν: 

A) H κινητική ενέργεια του συστήµατος µετά την πλαστική κρούση των δύο ηµικυκλίων

Β) Tο συνηµίτονο της   µέγιστης  γωνίας  που θα διαγράψει η κατακόρυφη διάµετρος  ΑΒ των ηµικυκλίων 

µετά την κρούση. 

∆ίνεται  ότι το κέντρο µάζας ηµικυκλίου   βρίσκεται στον άξονα συµµετρίας του σε απόσταση 4R/3π από το 

κέντρο του. 

Aπάντηση: 

Α) Αν το ηµικύκλιο ήταν  ολόκληρο δαχτυλίδι  θα είχε µάζα M= 2Κg και ροπή αδράνειας του θα ήταν 

Icm=MR2. Eπειδή όµως το σύστηµα περιστρέφεται γύρω από το σηµείο Α µε την βοήθεια του κανόνα 

του Στάινερ θα είχαµε ΙA=MR2 +MR2=2MR2. Eπειδή όµως λείπει το µισό ηµικύκλιο η συνολική ροπή 

αδράνειας για κάθε ηµικύκλιο θα είναι ΙΑ=ΜR2=2Kg.m2 

Mε την βοήθεια του Α∆Ε για το κάθε ηµικύκλιο θα έχουµε 

Για το ΑΒ Μ1g2R= ½ IAω1
2  θα βρούµε ω= 20 =4,47rad/sec 

Για το ΑΓ  Μ1g(
π3

4R
 +R)= ½ IΑω2

2  θα βρούµε ω=3,77rad/sec 

Για την κρούση των δύο ηµικυκλίων θα εφαρµόσουµε Α∆Σ 

Lαρχ=Lτελ    άρα ΙΑ.ω1-ΙΑ.ω2=Ιολωσυστ→ 

 θα βρούµε  ωσυσ=0,35rad/sec 

Αρα Κσυσ= ½ Ιολωσυσ
2    =0,245J 

Β)Με την βοήθεια της Α∆Ε για την άνοδο του δαχτυλιδιού θα ισχύει: 



Κσυσ=U   άρα 0,245=20Η άρα Η=0,01225m  άρα συνθ=(R-H)/R=0,98775 



Κρούση δύο σφαιρών…µέσω ελατηρίων 

Οι σφαίρες του παρακάτω σχήματος μπορούν να κυλίονται χωρίς να ολισθαίνουν πάνω σε οριζόντιο 

επίπεδο έχοντας αρχικές ταχύτητες υocm1=3m/sec και υocm2=1m/sec .Οι σφαίρες έχουν την ίδια ακτίνα 

R=0,2m και την ίδια μάζα m=1Kg. 

Η κάθε σφαίρα έχει περασμένη συμμετρικά από το κέντρο της μία οριζόντια αβαρή και άκαμπτη βελόνα 

μήκους 3R. Στα άκρα της βελόνας που είναι περασμένη στη δεύτερη σφαίρα  είναι κολλημένα δύο 

οριζόντια ελατήρια φυσικού μήκους Lo=0,5m και σταθεράς Κ=140Ν/m το καθένα. 

Α)  Να αποδείξετε ότι οι σφαίρες μόλις   θα έρθουν σε επαφή. 

Β)  Το μέτρο του μέγιστου ρυθμού μεταβολής της στροφορμής της κάθε σφαίρας 

Γ)  Τα μέτρα των τελικών ταχυτήτων των κέντρων μάζας των δύο σφαιρών. 

Δίνεται Ιcm=0,4MR
2
.

Aπάντηση: 

Α) Επειδή η δεύτερη σφαίρα έχει μικρότερη ταχύτητα από την πρώτη κάποια στιγμή τα δύο ελατήρια θα 

έρθουν σε επαφή με την οριζόντια βελόνα της πρώτης σφαίρας. Έτσι η πρώτη σφαίρα θα αρχίσει να κάνει 

επιβραδυνόμενη στροφική και μεταφορική κίνηση εξαιτίας της δύναμης των ελατηρίων και της στατική 

τριβής. Οι  αντίστοιχες δυνάμεις των ελατηρίων και της στατικής τριβής αναγκάζουν την πρώτη σφαίρα να 

κάνει επιταχυνόμενη μεταφορική και στροφική κίνηση. Η απόσταση των δύο σφαιρών θα γίνει ελάχιστη 

όταν οι ταχύτητες των κέντρων μάζας των δύο σφαιρών γίνουν ίσες. Με τη βοήθεια της ΑΔΟ θα έχουμε 

Mυcm1+Mυcm2=(M+M)υκοιν άρα υκοιν=2m/sec. 

Mε την βοήθεια της ΑΔΕ για το σύστημα των δύο σφαιρών θα έχουμε 

1/2Μυcm1
2
 +1/2 0,4MR

2
ω1

2
 +1/2Μυcm2

2
  +1/2 0,4MR

2
ω2

2
 =2∙1/2 Μυcmκοιν

2
 + 2∙1/2  0,4MR

2
ωκοιν

2
 + ½ 2Κxmax

2

θα βρούμε μετά από πράξεις xmax=0,1m. 

Έτσι η απόσταση των κέντρων μάζας των δύο σφαιρών θα είναι d=Lo-xmax=0,4m=2R άρα μόλις που  οι δύο 

σφαίρες θα έρθουν σε επαφή. 

Β)Για την κάθε σφαίρα ισχύουν οι νόμοι του Νεύτωνα για την μεταφορική και στροφική κίνηση 2Fελ-

Τ=Μacm  (1) και Τ∙R=0,4MR
2
∙αγων (2)

2Κx-0,4Macm=Macm  άρα acm=2Kx/1,4=200x (SI)  Με την βοήθεια της σχέσης (2) Τ=80x (SI) 

Το μέτρου του μέγιστου ρυθμού μεταβολής της κάθε σφαίρας θα είναι ΔL/Δt=Tmax∙R=80∙0,1∙0,2=1,6N∙m 

Γ)Με την βοήθεια της ΑΔΟ και της ΑΔΕ για το αρχικό και το τελικό σύστημα σωμάτων θα έχουμε 

2

→
υ →

υ1



Mυοcm1+Mυοcm2= Mυοcm1΄ +Mυcm2’ (3) 

1/2Μυcm1
2
 +1/2 0,4MR

2
ω1

2
 +1/2Μυcm2

2
  +1/2 0,4MR

2
ω2

2
=1/2Μυcm1΄

2
 +1/2 0,4MR

2
ω΄1

2
 +1/2Μυcm2΄

2
  +

1/2 0,4MR
2
ω2΄

2   
 (4)

Με την βοήθεια των σχέσεων (3) και (4) θα βρούμε ότι οι δύο σφαίρες τελικά θα ανταλλάξουν ταχύτητες 

Ucm1΄=1m/sec και Ucm2΄ =3m/sec 



Κρούσεις και κύμα. 

Στο παρακάτω σχήμα το  κατακόρυφο ελατήριο σταθεράς Κ=100π
2
N/m είναι δεμένο με 

σώμα μάζας m1=1Kg και το σύστημα ισορροπεί.Την χρονική στιγμή t=0 εκτοξεύουμε  

   M2 

 M1 

 K2 

ταυτόχρονα  και κατακόρυφα το σώμα μάζας m1 αλλά και το δεύτερο σώμα μάζας m2=m1 

με αρχικές ταχύτητες U1=0,5 m/sec και φορά προς τα κάτω  το m1 και U2=0,5m/sec με φορά 

προς τα πάνω το m2.Στην οριζόντια ελαστική χορδή που είναι δεμένη στο σώμα μάζας m1 

μπορούν να διαδίδονται αρμονικά κύματα με ταχύτητα διάδοσης U=10m/sec.Aν όλες οι 

κρούσεις μεταξύ των σωμάτων που θα ακολουθήσουν είναι κεντρικές και ελαστικές να 

βρεθούν: 

Α)  Η περίοδος και η θέση των κρούσεων των δύο σωμάτων. 

Β)  Το σχήμα της ελαστικής χορδής τη  χρονική στιγμή που έγινε η 5η κρούση. 

AΠΑΝΤΗΣΗ 

Α)Η εξίσωση κίνησης του δεύτερου σώματος δίνεται από την σχέση ψ2=U2.t-1/2.g.t
2
=0,5t-

5t
2
. H εξίσωση κίνησης του πρώτου σώματος είναι ψ1=Αημ(ωt+φ0) και επειδή 

ω=√Κ/m1=10π r/sec   U1=ω.Α  το Α=0,05/π m η εξίσωση ψ1=0,05/π ημ(10πt+π) (S.I.).Η 

κρούση θα γίνει στην θέση όπου ψ1=ψ2   άρα 0,5t-5t
2
=0,05/π ημ(10πt+π) (1).Η εξίσωση (1)

μπορεί να λυθεί μόνο γραφικά και μόνο με την βοήθεια του mathematica.Mπορούμε όμως 

να παρατηρήσουμε ότι την στιγμή t=0,1sec το σώμα m2 φτάνει στο ψ2=0 αλλά και το σώμα 

m2 φτάνει για πρώτη φορά στη θέση ισορροπίας αφού T1/2=0,1sec.Eτσι η κρούση των δύο 

σωμάτων θα γίνει για πρώτη φορά στην θέση ισορροπίας του σώματος m1.H κρούση των 

δύο σωμάτων είναι κεντρική και ελαστική άρα τα δύο σώματα κατά την κρούση τους θα 

ανταλλάξουν ταχύτητες.Το φαινόμενο θα παρουσιάζει περίοδο Τ=Τ1/2=0,1sec. 

B)H  πέμπτη κρούση θα γίνει την χρονική στιγμή t2=5.0,1=0,5sec και το κύμα θα έχει

διαδοθεί μέχρι τη θέση χ=U.t2=5m.Aν η ταλάντωση γινόταν κανονικά το μήκος κύματος της 

χορδής θα  ήταν U=λ.f  άρα λ=2m.H μορφή της ελαστική χορδής θα είναι η παρακάτω 





Κρούσεις τριών ελαστικών σφαιρών. 

Τρεις  τέλεια ελαστικές και ίδιας ακτίνας R=0,2m σφαίρες  βρίσκονται πάνω σε λείο οριζόντιο επίπεδο όπως 

φαίνονται στο παρακάτω σχήµα. Με κάποιον τρόπο αναγκάζουµε την µεσαία σφαίρα να κυλίσει χωρίς να 

ολισθαίνει πάνω στο λείο επίπεδο µε αρχική ταχύτητα του κέντρου µάζας του υcm=10m/s έτσι ώστε να 

πλησιάζει προς την δεξιά σφαίρα όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. 

Οι σφαίρες έχουν µάζες Μ1=Μ2=1Κg,  ενώ η τρίτη σφαίρα έχει µάζα   Μ3=4Κg. Οι σφαίρες  µε µάζα Μ1 και 

Μ3  είναι αρχικά ακίνητες. Αν όλες οι κρούσεις που θα πραγµατοποιηθούν είναι ελαστικές και γίνονται 

ακαριαία να βρεθούν: 

Α) Τα µέτρα των τελικών ταχυτήτων  των κέντρων µάζας όλων των σφαιρών 

Β) Το ποσοστό της αρχικής κινητικής ενέργειας της σφαίρας µε µάζα Μ2 που µεταφέρθηκε στην σφαίρα 

µε µάζα Μ3. 

Γ) Το ποιοτικό διάγραµµα της ταχύτητας του χαµηλότερου σηµείου της σφαίρας µε µάζα Μ2. 

Για τη σφαίρα δίνεται Ιcm=0,4MR2. 

Aπάντηση: 

Α)Για να κυλίεται η σφαίρα θα πρέπει να έχει γωνιακή ταχύτητα 
R
cmυ

ω = =50r/s 

Kατά την διάρκεια της κρούσης οι δυνάµεις που αναπτύσσονται είναι κεντρικές   που δεν µπορούν να 

προκαλέσουν ροπές. Έτσι η γωνιακή ταχύτητα της µεσαίας σφαίρας θα είναι συνεχώς σταθερή. Έτσι 

για την πρώτη  ελαστική κρούση µεταξύ των δύο σφαιρών Μ2 και Μ3 µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε 

τους τύπους της ελαστικής κρούσης ακίνητης µε κινούµενη σφαίρα. Έτσι 
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H δεύτερη σφαίρα επιστρέφει µε ταχύτητα µέτρου 6m/s και ταυτόχρονα περιστρέφεται δεξιόστροφα µε 

σταθερή γωνιακή ταχύτητα ω=50r/s. 

Η δεύτερη σφαίρα πέφτει µε ταχύτητα του κέντρου µάζας του πάνω στην πρώτη σφαίρα που όµως έχει 

την ίδια µάζα µε την δεύτερη σφαίρα. Έτσι οι δύο σφαίρες θα ανταλλάξουν ταχύτητες µε την πρώτη 

σφαίρα να αποκτά ταχύτητα  µέτρου υ1=6m/s. 

Η µεσαία σφαίρα έχει µετά την δεύτερη κρούση µόνο γωνιακή ταχύτητα περιστροφής µιας η γραµµική 

ταχύτητα του κέντρου µάζας του µηδενίστηκε εξαιτίας της δεύτερης κρούσης µε την σφαίρα µάζας Μ1. 



Β)  Η αρχική κινητική ενέργεια της µεσαίας σφαίρας ήταν Κολ= ½ Μυcm2 + ½ Iω2=70J 

H κινητική ενέργεια της τρίτης σφαίρας είναι Κ3= ½ Μ3υ3
2=32J  άρα το ποσοστό θα είναι 

Π=32·100/70=45,7% 

Γ) Η µεσαία σφαίρα αρχικά κυλίεται  χωρίς να ολισθαίνει άρα και η ταχύτητα του χαµηλότερου της 

σηµείου θα είναι µηδενική µέχρι την στιγµή της πρώτης κρούσης. Μετά την πρώτη κρούση η σφαίρα 

κινείται προς τα αριστερά αλλά περιστρέφεται δεξιόστροφα άρα η συνολική της ταχύτητα θα είναι µε 

βάση το σχήµα 

 θα είναι υολ= υ2΄+υπερ=6m/s+10m/s= 16m/s 

Mετά και τη δεύτερη κρούση  η µεσαία σφαίρα µόνο περιστρέφεται άρα η µοναδική ταχύτητα που έχει 

το κατώτερο σηµείο της σφαίρας είναι η  υπερ=10m/s 

Έτσι  το µέτρο της ταχύτητας του χαµηλότερου σηµείου της µεσαίας σφαίρας θα δίνεται ποιοτικά από 

το παρακάτω σχήµα µε την προϋπόθεση ότι η πρώτη κρούση έγινε την στιγµή t1 και η δεύτερη κρούση 

έγινε την χρονική στιγµή t2. 

16

υκατ (m/s)

10

t2t1 t



Κίνηση σφαίρας σε κατακόρυφο τοίχο 

Σφαίρα μάζας Μ=5Κg και ακτίνας R=0,1m ισορροπεί σε οριζόντιο επίπεδο έχοντας 

τυλιγμένο λεπτότατo αβαρές νήμα που βρίσκεται μέσα σε ένα κατακόρυφο  λεπτότατο 

αυλάκι που είναι χαραγμένο στην επιφάνεια της σφαίρας. Η σφαίρα είναι επίσης σε επαφή 

με κατακόρυφο τοίχο που παρουσιάζει συντελεστή τριβής μ=0,18.  

Ασκούμε την στιγμή t=0 στο κέντρο της σφαίρας σταθερή δύναμη F=100√2N  που 

σχηματίζει γωνία φ=45
ο
 όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα με αποτέλεσμα η σφαίρα να 

αρχίσει να ανεβαίνει κυλιόμενη και το σχοινί που είναι συνεχώς τεντωμένο  να ξετυλίγεται 

κατακόρυφα. 

Tη χρονική στιγμή t1=0,65sec  κόβουμε το νήμα. Να βρεθούν: 

Α)  Πόση η ανύψωση του κέντρου μάζας της σφαίρας την στιγμή που κόπηκε το νήμα και 

πόση  η κινητικής ενέργεια  της σφαίρας εκείνη τη στιγμή. 

Β)  Ποια στιγμή θα αρχίσει η κύλιση στον κατακόρυφο τοίχο. 

Β)   Πόση θερμότητα θα παραχθεί συνολικά . 

Ιcm=0,4M.R
2
.

AΠΑΝΤΗΣΗ 

Α)Απο τους νόμους του Νεύτωνα για την μεταφορική και στροφική κίνηση της σφαίρας θα 

έχουμε 

φ

F
→

T
→

T
→

ολ

→
w

Fσυνφ-M.g-T-Toλ=M.a (1) 



T.R-Toλ.R=0,4.M.R
2
.αγων (2)

Επειδή το σημείο επαφής με τον κατακόρυφο τοίχο έχει συνεχώς (πριν κοπεί το νήμα) 

ταχύτητα 2 Ucm θα δέχεται δύναμη τριβής ολίσθησης: 

Τολ=μ.Ν=μ.Fημφ=18Ν  (3) 

Από τις σχέσεις (1) ,(2) και (3) θα βρούμε  μετά από πράξεις a=2m/sec
2
. 

Από τον νόμο του διαστήματος για την επιταχυνόμενη μεταφορική κίνηση : 

ΔΗ1=1/2.a.t
2
=0,4225m

Από το νόμο της ταχύτητας για την επιταχυνόμενη μεταφορική κίνηση: 

Uοcm=a.t1=1,3m/sec. 

Άρα   Κολ=1/2Μ.Ucm
2
 +1/2.I.ω

2
=6,3375J 

B)Tην στιγμή που κόβεται το νήμα η ταχύτητα του σημείου επαφής της σφαίρας  με τον

τοίχο είναι 2,6m/sec με φορά προς τα πάνω. Έτσι τώρα η σφαίρα αρχίζει να ολισθαίνει 

ανεβαίνοντας προς τα πάνω. Η καθαρή κύλιση θα ξεκινήσει όταν  το σημείο επαφής της 

σφαίρας με τον τοίχο αποκτήσει συνολική ταχύτητα 0. 

Από του νόμους τώρα της κίνησης για την περιστροφική και μεταφορική κίνηση θα έχουμε 

Fσυνφ-M.g-Toλ=M.a2 (4) 

Toλ.R=0,4.M.R
2
.αγων2 (5)

μετά από πράξεις  a2=6,4m/sec
2
 και αγων2=90r/sec

2
.

Θα πρέπει    Uμετ=Uπερ     άρα  Uo+a2.t2=(-ω0+αγων2.t2).R  άρα t2=1sec. H καθαρή κύλιση θα 

αρχίσει 1sec μετά το κόψιμο του νήματος. 

Πρέπει όμως να δούμε αν ισχύει και η συνθήκη κύλισης της σφαίρας δηλαδή Τστ<μ.Ν. 

Από του νόμους τώρα της κίνησης για την περιστροφική και μεταφορική κίνηση  αν υπήρχε 

κύλιση θα έχουμε 

Fσυνφ-M.g-Tστ=M.a3 (6)    Tστ.R=0,4.M.R
2
.αγων3 (7)

θα προκύψει  a3=50/7m/sec
2
  και Τστ=100/7Ν που είναι μικρότερη από την Τολ=18Ν. Ετσι η

σφαίρα θα κυλίεται ανερχόμενη στον κατακόρυφο τοίχο. 

Τελικά τη χρονική στιγμή  t3=t1+t2=1,65sec  θα αρχίσει η καθαρή κύλιση. 

Γ)Θερμότητα θα αναπτύσσεται μέχρι την στιγμή που θα αρχίσει η καθαρή κύλιση δηλαδή 

μέχρι την χρονική στιγμή t3. Eτσι με την βοήθεια της ΑΔΕ από την στιγμή 0 μέχρι την t3  θα 

έχουμε 



WF=Kπ+Κμετ+UW+Q  (8) 

Από τον νόμο του διαστήματος για την επιταχυνόμενη μεταφορική κίνηση : 

ΔΗ2=Uo.t2+1/2.a2.t2
2
=4,5m

Από το νόμο της ταχύτητας για την επιταχυνόμενη μεταφορική κίνηση: 

U2cm=Uo+a2.t2=7,7m/sec 

Με αντικατάσταση στην σχέση (8): 

F.(ΔΗ1+ΔΗ2).συνφ=1/2.Μ.Ucm2
2
+1/2.I.ωτελ

2
 +Q

Μετά από πράξεις Q=23,7875J 



Κίνηση δύο σφαιρών

∆ύο όµοιες λείες σφαίρες µε µάζες m1=m2=1kg έχουν ίσες ακτίνες R1=R2  βρίσκονται

σε επαφή πάνω σε οριζόντιο επίπεδο όπως στο παρακάτω σχήµα. 

F
→

Aσκούµε την χρονική στιγµή t=0  οριζόντια  δύναµη  F=28N που ο φορέας της περνά 

από το κέντρο της 1ης σφαίρας και οι σφαίρες αρχίζουν αµέσως  να περιστρέφονται χω-

ρίς να ολισθαίνουν πάνω στο οριζόντιο επίπεδο βρισκόµενες συνεχώς σε επαφή. 

Kάποια  χρονική στιγµή η οριζόντια δύναµη F καταργείται. 

Α) Να σχεδιασθούν  όλες οι δυνάµεις που ασκούνται στις δύο σφαίρες αρχικά 

Β) Να βρεθεί η αρχική επιτάχυνση του κέντρου µάζας των δύο σφαιρών. 

Γ) Να περιγραφεί η κίνηση των δύο σφαιρών µετά την κατάργηση της δύναµης F αν 

υποθέσουµε ότι  οι σφαίρες συνεχίζουν να κυλίονται χωρίς να ολισθαίνουν. 

∆) Αν την στιγµή της κατάργησης της δύναµης η δεύτερη σφαίρα συγκρουστεί τέλεια

ελαστικά µε λείο κατακόρυφο τοίχο και η κρούση διαρκέσει ελάχιστα ποια η ταχύ-

τητα του ανώτερου σηµείου της 1ης σφαίρας και ποια η ταχύτητα του κατώτερου 

σηµείου της δεύτερης σφαίρας αµέσως µετά την κρούση των δύο σφαιρών; 

Ιcm=0,4.m.R2

Aπάντηση: 

Α) Οι δυνάµεις εµφανίζονται στο παρακάτω σχήµα. 

Β) Αν εφαρµόσουµε του νόµους για την µεταφορική και την περιστροφική κίνηση της 

κάθε σφαίρας θα έχουµε 

F-T1στ-F1=m1.α      (1) 

F2-Τ2στ=m2.α         (2) 

Τ1.R1=0,4m1.R1
2.αγων1 (3) 

Τ2.R2=0,4m2.R2
2.αγων2 (4) 



Με την βοήθεια των  παραπάνω σχέσεων α=10m/s2. 

Γ) Aν υποθέσουµε ότι οι σφαίρες µετά την κατάργηση της δύναµης F  βρίσκονται ακό-

µη σε επαφή θα έπρεπε να έχουν ίδια επιτάχυνση-επιβράδυνση του κέντρου µάζας 

τους και ίδια γωνιακή επιτάχυνση-επιβράδυνση. Οι στατικές τριβές θα έπρεπε να έ-

χουν τα ίδια µέτρα και οι σχέσεις για τις µεταφορικές κινήσεις θα έπρεπε να είναι  

F -Τστ=m.a (5) 

για την πρώτη σφαίρα  και 

Τστ+F=m.a (6) 

για την δεύτερη σφαίρα. Από τις σχέσεις (5) και (6) καταλήγουµε σε άτοπο. Άρα δεν 

µπορεί οι σφαίρες να βρίσκονται σε επαφή. Ετσι οι σφαίρες θα κινούνται οµαλά µε-

ταφορικά και στροφικά και µόλις που  δεν θα βρίσκονται σε επαφή. 

∆) Επειδή οι δυνάµεις που αναπτύσσονται κατά την κρούση είναι κεντρικές και η

κρούση διαρκεί απειροελάχιστα η στροφική κατάσταση των δύο σφαιρών δεν µπορεί 

να αλλάξει. Η πρώτη λοιπόν ελαστική κρούση της δεύτερης σφαίρας µε τον τοίχο θα 

αλλάξει την φορά της ταχύτητας του κέντρου µάζας χωρίς όµως να αλλάξει ούτε την 

στροφική κατάσταση της σφαίρας αλλά ούτε και το µέτρο της ταχύτητας του κέ-

ντρου µάζας. Η δεύτερη ελαστική κρούση της δεύτερης σφαίρας µε την πρώτη 

σφαίρα θα επιφέρει ανταλλαγή των ταχυτήτων των κέντρων µάζας των δύο σφαιρών 

χωρίς όµως και πάλι να αλλάξει την στροφική κατάσταση των δύο σφαιρών. 

Ετσι οι σφαίρες θα  συνεχίσουν να περιστρέφονται δεξιόστροφα όπως στην αρχή 

αλλά η πρώτη σφαίρα θα τείνει να αποµακρυνθεί από τον τοίχο ενώ η δεύτερη σφαί-

ρα θα τείνει να πλησιάσει προς τον τοίχο. Έτσι το ανώτερο σηµείο της 1ης σφαίρας 

θα έχει ταχύτητα 0 όπως ακριβώς και το κατώτερο σηµείο της 2ης σφαίρας. 



Κεκλιµένο επίπεδο και µεταβλητή δύναµη 

Κύλινδρος µάζας m=2Kg αρχίζει να ανέρχεται κυλιόµενος χωρίς να ολισθαίνει πάνω 

σε κεκλιµένο επίπεδο γωνίας κλίσης φ=30ο µε την βοήθεια µεταβλητής δύναµης της 

µορφής F=20-10x (S.I.) όπου x η µετατόπιση του κέντρου µάζας πάνω στο κεκλιµένο 

επίπεδο. Η δύναµη ασκείται στο κέντρο του κυλίνδρου στην θέση x=0 την στιγµή t=0 

και είναι παράλληλη προς το κεκλιµένο επίπεδο. Η δύναµη  παύει να ασκείται στον 

κύλινδρο µετά τον µηδενισµό της. 

F
→

φ

Να βρεθούν: 

Α)   Η ταχύτητα του κέντρου µάζας του κυλίνδρου την στιγµή που η δύναµη που 

δέχεται ο κύλινδρος από το κεκλιµένο επίπεδο είναι κάθετη προς το κεκλιµένο 

επίπεδο. Είναι κάποια ειδική ταχύτητα η ταχύτητα του κέντρου µάζας εκείνη 

την στιγµή; 

Β)  Να αποδειχθεί ότι τη στιγµή που µηδενίζεται η δύναµη ο κύλινδρος φτάνει στο 

µέγιστο ύψος  από την αρχική του θέση και να βρεθεί το µέγιστο ύψος που θα 

φτάσει το κέντρο µάζας του κυλίνδρου σε σχέση µε την αρχική θέση του. 

Γ)   Να βρεθεί η ταχύτητα του κέντρου µάζας του κυλίνδρου όταν αυτός επιστρέψει 

στην θέση όπου βρισκόταν την στιγµή t=0. 

∆ίνεται ότι η ροπή αδράνειας του κυλίνδρου είναι Ιcm=0,5MR2. 

Aπάντηση: 

A) Από τους νόµους για την µεταφορική και περιστροφική κίνηση θα έχουµε:



F-m·g·ηµφ-Τστ=m.a (1) 

Τστ·R=0,5m·R2·αγων (2) 

20-10·x –mgηµφ- 0,5·m·a=m·a 

άρα  a=(10-10x)/3  (S.I.)  (3) 

Και από την σχέση (2): 

Τστ=(10-10x)/3  (S.I.) 

Η συνολική δύναµη που δέχεται ο κύλινδρος από το κεκλιµένο επίπεδο είναι 

το διανυσµατικό άθροισµα της στατικής τριβής και της κάθετης αντίδρασης 

του δαπέδου. Για να είναι λοιπόν κάθετη η δύναµη από το δάπεδο θα πρέπει η 

Τστ να γίνει ίση µε το 0. Αυτό θα συµβεί όταν x=1m. 

Εφαρµόζοντας την Α∆Ε για την κίνηση του κυλίνδρου από την θέση x=0 

µέχρι την θέση x=1m θα έχουµε  

WF=Kπερ+Κµετ + Uw     το έργο της δύναµης F θα βρεθεί από την παρακάτω 

γραφική παράσταση   

15=1/2 .2.Ucm2 +1/2 .1/2 .2.Ucm2 +2.10.1/2 

άρα Ucm=√10/3 m/sec. 

Παρατηρούµε από την σχέση  (3)  ότι η επιτάχυνση ήταν θετική  εκείνη την 

στιγµή γίνεται 0 και στην συνέχεια  θα γίνει αρνητική. Έτσι εκείνη την στιγµή ο 

κύλινδρος έχει µέγιστη ταχύτητα. 

B) To σώµα θα φτάσει στο µέγιστο ύψος όταν η ταχύτητα του  θα µηδενισθεί. Με

εφαρµογή της Α∆Ε  και µε την υπόθεση ότι η ταχύτητα δεν θα έχει  µηδενισθεί

πριν µηδενισθεί η δύναµη θα έχουµε  WF́ = Uw΄   το έργο της δύναµης θα

βρεθεί από την γραφική παράσταση



20=2.10.Ηmax    άρα Ηmax=1m. 

Το Ηmax αντιστοιχεί στο x=2m αφού  ηµ30ο=Ηmax/x.  

Παρατηρούµε λοιπόν ότι την στιγµή που µηδενίζεται η δύναµη µηδενίζεται 

ταυτόχρονα και η ταχύτητα του κέντρου µάζας του κυλίνδρου. 

Γ)  Με εφαρµογή της Α∆Ε  θα έχουµε: 

Uw=Kπερ΄+Κµετ΄   άρα 

m.g.Hmax=1/2 m.Ucmτελ2 +1/2Iω2 

θα πάρουµε Ucmτελ=√40/3 m/sec. 



Και γιατί μόνο ένα καρφί και όχι δύο; 

H ράβδος του παρακάτω σχήματος έχει μάζα Μ=3kg  και μήκος L=0,6m. Η ράβδος μπορεί 

να κινείται χωρίς τριβές γύρω από οριζόντιο καρφί που βρίσκεται στο σημείο Ο1. Η ράβδος 

αφήνεται  ελεύθερη από οριζόντια θέση. Όταν διαγράψει γωνία 30
o
  η ράβδος συγκρούεται 

με  ακλόνητο  οριζόντιο καρφί που βρίσκεται σε απόσταση 0,6m  από το πρώτο καρφί στο 

σημείο Ο2. 

Ο

Ο2

1

Ελάχιστα πριν την κρούση  το καρφί στο Ο1 αφαιρείται ακαριαία ενώ η ράβδος συγκρούεται 

με το καρφί Ο2 επίσης ακαριαία  και στην συνέχεια συνεχίζει  να περιστρέφεται γύρω από 

το  δεύτερο καρφί  Ο2  χωρίς τριβές. Aν η  ελάχιστη ενέργεια  πρέπει να δαπανήσει  ο 

Μπαρμα-Γιάννης ο σιδεράς  για να κάνει μία αντίστοιχη τρύπα  με  αυτή που έκανε το  

δεύτερο καρφί  στη ράβδο είναι Emin=0,375J. 

Να βρεθούν: 

Α)  Η γωνιακή ταχύτητα της ράβδου πριν  και μετά την κρούση με το δεύτερο καρφί. 

Β)  Πόση  θερμότητα θα παραχθεί κατά την κρούση στο δεύτερο καρφί Ο2. 

Β)  Η κινητική ενέργεια της ράβδου  όταν η ράβδος θα γίνει κατακόρυφη για πρώτη φορά. 

Για την ράβδο Ιcm=1/12∙M∙L
2
. 

AΠΑΝΤΗΣΗ 

A)Με την βοήθεια της ΑΔΕ από την αρχική θέση μέχρι τη θέση της κρούσης με το καρφί O2

Μ.g.Lημφ/2=1/2 .1/3 .Μ.L
2
.ω1

2
   άρα  ω1=5r/sec.

Tην στιγμή που βγαίνει το καρφί Ο1 μπορούμε να θεωρήσουμε την κίνηση της ράβδου 

σύνθετη με μεταφορική ταχύτητα του κέντρου μάζας  Ucm=ω1.L/2=1,5m/sec  και στροφική 

γύρω από το κέντρο μάζας της ράβδου. Αν υποθέσουμε ότι η κρούση διαρκεί ελάχιστα 

μπορούμε να εφαρμόσουμε ΑΔΣ ως προς τον άξονα που περνάει από το δεύτερο καρφί Ο2. 

Ιcm.ω1 –Μ.Ucm.L/2 = -I2.ω2  μετά από τις πράξεις  ω2=2,5r/s. 



B)Mε την βοήθεια της ΑΔΕ για τη κρούση της ράβδου με το καρφί θα έχουμε

Κ1=Κ2+Εmin +Q    άρα ½.1/3.Μ.L
2
.ω1

2
=½.1/3.Μ.L

2
.ω2

2
 +Emin +Q   άρα  Q=3J

Γ)Με την βοήθεια της ΑΔΕ μετα την κρούση και μέχρι την κατακόρυφη θέση της ράβδου 

Μ.g.(L/4 +L/2) + ½.1/3.M.L
2
.ω2

2
=Κτελ   άρα Κτελ=14,625J.



Και αν αφαιρεθεί το καρφί; 

Ομογενής και ισοπαχής ράβδος μάζας Μ=3Κg και μήκους  L=1m μπορεί να 

στρέφεται χωρίς τριβές γύρω από οριζόντιο  καρφί   Ο που βρίσκεται στο ένα του 

άκρο όπως στο παρακάτω σχήμα 

Στο άλλο άκρο της ράβδου ασκείται  μεταβλητή  δύναμη F κάθετη πάντα στην 

ράβδο της οποίας το μέτρο μεταβάλλεται σύμφωνα με την σχέση F=112θ/π
2
 (S.I.) 

όπου θ η γωνία που θα διαγράφει η ράβδος σε σχέση με την αρχική  οριζόντια 

θέση.Αν η ράβδος αφεθεί ελεύθερη από την οριζόντια θέση να βρεθούν: 

Α)  Η γωνιακή ταχύτητα  της ράβδου όταν η ράβδος έχει διαγράψει γωνία 90
ο
  σε 

σχέση με την αρχική της θέση. 

 Β) Ποια η σχέση που θα μπορούσε να δίνει τη  γωνία για την οποία η ράβδος έχει 

αποκτήσει μέγιστη κινητική ενέργεια για πρώτη φορά μετά την εκκίνησή της. 

Την στιγμή  t=0 που η ράβδος γίνεται κατακόρυφη η δύναμη F καταργείται και 

αφαιρείται  ακαριαία το οριζόντιο καρφί που βρίσκεται στο σημείο Ο. 

Γ)  Πόση είναι  το μέτρο της   γωνιακής ταχύτητας  της ράβδου μετά την αφαίρεση 

του καρφιού. 

Δ)  Τι είδους κίνηση θα εκτελέσει η ράβδος και πόση η συνολική του κινητική 

ενέργεια την στιγμή t=1sec. 

Για την ράβδο Ιcm=1/12 .M.L
2
 

AΠΑΝΤΗΣΗ 

Α)Με την βοήθεια της ΑΔΕ για την αρχική θέση και την τελική θέση της ράβδου θα 

έχουμε : 

Ww –WF=Kτελ    (1) 

το έργο της δύναμης θα υπολογιστεί με την βοήθεια του εμβαδού μιας και η 

δύναμη είναι μεταβλητή 



Aπό την (1)   θα βρούμε  Μ.g.L/2 –WF=Kτελ   άρα Κτελ=1J άρα ω1=√2r/sec. 

Β)Για  την κίνηση της ράβδου όσο η ροπή του βάρους της είναι μεγαλύτερη από τη 

ροπή της εξωτερικής δύναμης F τόσο θα αυξάνει η κινητική ενέργεια της ράβδου. Η 

ροπή του βάρους μειώνεται αφού μειώνεται το απόστημα της ενώ η ροπή της 

εξωτερικής δύναμης λόγω της μορφής της δύναμης αυξάνει συνεχώς. Ετσι κάποια 

στιγμή οι δύο ροπές θα γίνουν ίσες. Τότε η ράβδος θα αποκτήσει μέγιστη  κινητική 

ενέργεια. 

Μ.g.L.συνθ/2 -112θ.L/π
2
 =0 άρα  συνθ/θ =112/15.π

2
 

Γ)Kατά το πολύ μικρό χρόνο Δt που αφαιρείται το καρφί η στροφορμή της ράβδου 

ως προς το άκρο της Ο  διατηρείται, γιατί  η ροπή του βάρους της και της δύναμης 

από το καρφί ως προς το σημείο αυτό είναι μηδενική. Aπό αυτό θα προκύψει ότι η 

γωνιακή ταχύτητα ω1 της ράβδου ως προς το Ο λίγο πριν την αφαίρεση του καρφιού 

είναι ίση με την αντίστοιχη γωνιακή της ταχύτητα ω2 αμέσως μετά την αφαίρεση, 

δηλαδη ω1=ω2. 

Δ)Η κίνηση της ράβδου μετά την αφαίρεση του καρφιού  είναι  σύνθετη και 

αποτελείται από μία ομαλή στροφική με σταθερή γωνιακή ταχύτητα ω2 και μία  

οριζόντια βολή για το κέντρο μάζας της ράβδου με αρχική ταχύτητα Ucm=ω2.L/2= 

√2/2 m/sec  εξαιτίας της δύναμης του βάρους.Η κατακόρυφη απόσταση του

κέντρου μάζας θα δίνεται από την σχέση Η=1/2.g.t
2
=5m. 

Mε την βοήθεια της ΑΔΕ από την αρχική κατάσταση μετά την αφαίρεση του 

καρφιού μέχρι και την στιγμή t=1sec θα έχουμε  

Καρχ+Ww=Kτελ    άρα    Κτελ=151J 



Και αν αλλάζει η θέση ισορροπίας της ταλάντωσης. 

Σώµα µάζας Μ=1Κg είναι φορτισµένο µε φορτίο Q=1mC και είναι κρεµασµένο από ένα κατακόρυφο 

ελατήριο σταθεράς Κ=100π2
Ν/m και ισορροπεί κατακόρυφα. Την στιγµή t=0 δηµιουργούµε ένα 

κατακόρυφο  οµογενές ηλεκτρικό πεδίο µε θετική φορά προς τα κάτω και µορφή που δίνεται από το 

παρακάτω σχήµα 

Α)Να εξηγηθεί η κίνηση του σώµατος 

Β)Να γίνει  η γραφική παράσταση της δύναµης του ελατηρίου σε συνάρτηση µε το χρόνο 

Γ)Ποια η συνολική ενέργεια που πήρε ο ταλαντωτής από το ηλεκτρικό πεδίο; 

Απάντηση: 

Α)H αρχική επιµήκυνση του ελατηρίου  θα βρεθεί από την αρχική ισορροπία του σώµατος Μg=Kx1  άρα 

x1=1/10π2 m. Mετά την χρονική στιγµή t=0 και για χρόνο t=0,2s θέση ισορροπίας αλλάζει για πρώτη 

φορά. Για την νέα θέση ισορροπίας θα ισχύει  Μg +Eq=Kx2    άρα x2=2/10π2 m.Aν αποµακρύνουµε 

λίγο το σώµα προς τα κάτω και θεωρήσουµε θετική τη φορά της αποµάκρυνσης θα έχουµε 

ΣF=Mg +Eq –K(x2+x) =-Kx 

∆ηλαδή το φορτίο εκτελεί γ.α.τ µε D=K και περίοδο 
K

M
T π2=  =0,2sec. 

To σώµα την στιγµή t=0 δεν έχει ταχύτητα και στην συνέχεια εκτελεί γ.α.τ άρα θα βρίσκεται σε 

ακραία θέση µε πλάτος Α=x2-x1=1/10π2 m.Την χρονική στιγµή t=0,2s το σώµα θα έχει επιστρέψει 



στην αρχική θέση έχοντας εκτελέσει µία πλήρη ταλάντωση. Εκείνη βέβαια την στιγµή ακαριαία 

αλλάζει φορά  το ηλεκτρικό πεδίο µε  αποτέλεσµα να αλλάξει και πάλι η θέση ισορροπίας. Για την 

νέα θέση ισορροπίας θα ισχύει 

Μg-Eq-Kx3=0 

 και από τη σχέση αυτή θα βρούµε x3=0m. ∆ηλαδή η νέα θέση ισορροπίας µεταφέρεται τώρα στην 

θέση του φυσικού µήκους του ελατηρίου. Αν αποµακρύνουµε τώρα λίγο το σώµα από την νέα θέση 

ισορροπίας θα έχουµε 

ΣF=Mg-Eq-Kx=-Kx 

 άρα και πάλι το σώµα θα εκτελεί γ.α.τ και πάλι µε D=K και µε περίοδο και  πάλι Τ=0,2s.To νέο 

πλάτος ταλάντωσης θα είναι τώρα το Α΄=x1=1/10π2 m.Tην χρονική στιγµή t=0,4s το σώµα θα 

βρίσκεται και πάλι εκεί που βρισκόταν την στιγµή t=0,2s έχοντας και πάλι εκτελέσει µία ολόκληρη 

περίοδο γύρω από νέα θέση ισορροπίας. Εκείνη τη στιγµή καταργείται το ηλεκτρικό πεδίο άρα 

αλλάζει και πάλι η θέση ισορροπίας του συστήµατος. Τώρα όµως το σώµα βρίσκεται στην αρχική 

του θέση και δεν έχει ταχύτητα. Αρα το σώµα από την χρονική στιγµή t=0,4s και µετά θα παραµένει 

ακίνητο. 

Β)Αν θεωρήσουµε θετική την φορά της δύναµης του ελατηρίου την φορά προς τα πάνω για µία τυχαία 

θέση για την πρώτη ταλάντωση του φορτίου θα έχουµε 

ΣF=-Kx  άρα  Fελ-Μg-Eq=-KAηµ(ωt+π/2)   άρα Fελ=20-10ηµ(10πt+π/2)  0<t<0,2   (S.I) 

Για την δεύτερη ταλάντωση θα ισχύει αν και πάλι θεωρήσουµε θετική την προς τα πάνω φορά της 

δύναµης του ελατηρίου 

ΣF=-Kx΄  άρα Fελ+Εq-Mg=-Kx΄      άρα Fελ=-10ηµ{ 10π(t-0,2)+3π/2}      0,2<t<0,4  (S.I) 

Γ)Το φορτίο είναι αρχικά και τελικά ακίνητο άρα η συνολική ενέργεια που πήρε από το ηλεκτρικό πεδίο 

είναι ίση µε το 0. 

Fελ (Ν)
30

10

-10
0,40,2 t(s)



Ισορροπία δοκού, ελαστική κρούση µε ταλαντώσεις. 

Ένα οριζόντιο  δοκάρι ΑΓ µήκους l=4m και µάζας M=4kg στηρίζεται σε δύο 
κατακόρυφους στύλους που απέχουν 1m από το κάθε άκρο του δοκαριού. Στο κάθε 
άκρο του δοκαριού στερεώνουµε από ένα  κατακόρυφο ελατήριο σταθεράς 
Κ=100N/m και πάνω στο κάθε ελατήριο στερεώνουµε από ένα σώµα µάζας m=1kg 
όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. 

Από ύψος H=0,05m  πάνω από τα σώµα που βρίσκεται στην άκρη Α αφήνουµε άλλο 
σώµα µάζας m=1kg και συγκρούεται µετωπικά και ελαστικά µε το σώµα m. Mετά 
από χρόνο ∆t=π/10 sec  από την στιγµή που αφήσαµε το πρώτο σώµα  αφήνουµε και 
ένα δεύτερο σώµα µάζας m που βρίσκεται και πάλι σε ύψος Η=0,05m πάνω από το 
σώµα m που βρίσκεται πάνω από το άκρο Γ. Μετά τις ελαστικές κρούσεις των 
σωµάτων m,µε τα σώµατα που είναι δεµένα µε τα ελατήρια, αποµακρύνονται µε 
κατάλληλο µηχανισµό. Αν t=0 θεωρηθεί η στιγµή της δεύτερης ελαστικής κρούσης 
να βρεθούν:  

Α)  Οι εξισώσεις  των δυνάµεων που δέχεται το δοκάρι από τα υποστηρίγµατα αν 
θεωρήσουµε θετική φορά προς τα πάνω. Oι α.α.τ.  θα εξελιχθούν οµαλά ή όχι; 

Β)  Αν οι δύο σφαίρες έπεφταν  ταυτόχρονα ποιο θα έπρεπε να ήταν το Hmin  και 
για τις δύο µπάλες έτσι ώστε µόλις το δοκάρι να µην  χάσει  την επαφή του και 
µε τα δύο υποστηρίγµατά του; 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Α)Το κάθε ελατήριο είναι συσπειρωµένο εξαιτίας του  βάρους του σώµατος m. Για 
αυτή την ισορροπία θα έχουµε  m.g=K.x1  άρα x1=0,1m.  

Λίγο πριν την κάθε κρούση τα σώµατα m θα έχουν ταχύτητα U που θα την βρούµε 
από την Α∆Ε .Για την πτώση των σωµάτων m   έχουµε  

m.g.H=1/2m υ2 

άρα  υ=1m/sec. 



Eπειδή τα δύο σώµατα που θα συγκρουστούν ελαστικά έχουν τις ίδιες µάζες θα 
ανταλλάξουν ταχύτητες. Οι ταχύτητες αυτές τώρα θα είναι µέγιστες για την α.α.τ. που 
θα ακολουθήσει. U=ω.Α  άρα  Α=0,1m. Παρατηρώ ότι το Α=x1 άρα το σώµα m δεν 
θα ξεπεράσει τη ΘΦΜΕ. 

Κατά την ταλάντωση  του πρώτου µόνο σώµατος είναι  πιθανόν να χαθεί η επαφή µε 
το δεύτερο υποστήριγµα. Αν το σύστηµα ισορροπούσε στην κατώτερη θέση της 
ταλάντωσης τότε θα ισορροπούσε και σε όλη την διάρκεια της ταλάντωσης της.  

ΣFψ=0   άρα Ν1+Ν2=Fελ1+Fελ2+Wρ άρα  Ν1+Ν2=20+10+40=70N 

Και από την  Στ(∆)=0 : 

20-40+2Ν2-10.3=0 άρα 

 Ν2=25Ν   άρα Ν1=45Ν 

Παρατηρώ ότι  η επαφή δεν χάνεται κατά την  διάρκεια της ταλάντωσης µόνο 
του  ενός σώµατος.  

O χρόνος ∆t=π/10 sec  αντιστοιχεί σε χρόνο Τ/2  για την ταλάντωση των σωµάτων. 
Ετσι όταν το ένα σώµα m έχει κάνει µισή α.α.τ. τότε αρχίζει και η δεύτερη 
ταλάντωση. Το πρώτο λοιπόν σώµα βρίσκεται στην ΘΙΤ και πάει προς τα πάνω ενώ 
το δεύτερο βρίσκεται επίσης στην ΘΙΤ αλλά πάει προς τα κάτω. Έτσι οι δύο 
εξισώσεις των αποµακρύνσεων των ταλαντώσεων θα έχουν εξισώσεις   

Ψ1=0,1ηµ10t     και Ψ2=0,1ηµ(10t+π)     (S.I) 

Για την κάθε δύναµη του ελατηρίου θα ισχύει  Fελ-m.g=-K.Ψ. 

Άρα η δύναµη του ελατηρίου θα είναι: 

Fελ1=10-10ηµ10t  (S.I.)   ενώ 

Fελ2=10-10ηµ(10t+π) =10+10ηµ10t (S.I.). 

Οι δυνάµεις αυτές µεταφέρονται µέσω 
του ελατηρίου και στο άκρο Α και στο 
άκρο  Γ και έχουν πάντοτε φορά προς τα 
κάτω αφού το ελατήριο δεν ξεπερνάει 
ποτέ τη ΘΦΜΕ.  

Για την ισορροπία  του δοκαριού θα 
έχουµε  ΣFψ=0   άρα   

    Ν1 +Ν2-Wδ-Fελ1-Fελ2=0   (1) 

Στ(∆)=0    άρα  



 -Wδ.(Μ∆) +Ν2(∆Ν)–Fελ2(∆Γ)+Fελ1(Α∆)=0   άρα 

-40+Ν2.2 –(10+10ηµ10t).3 +10-10ηµ10t=0 

άρα Ν2=30+20ηµ10t (S.I). 

και από την (1)  θα πάρουµε΅ 

Ν1=30-20ηµ10t (S.I) 

Παρατηρούµε λοιπόν ότι και το Ν1>0 και το Ν2>0.Ετσι οι α.α.τ εξελίσσονται 
κανονικά . (Ευτυχώς εδώ ο ιός Η1Ν1 δεν έκανε την ζηµιά του στην Ν1 ή στην Ν2) 

Β)Στην περίπτωση που θα αφήσουµε ταυτόχρονα τα δύο σώµατα οι ταλαντώσεις των 
δύο σωµάτων m θα είναι συµφασικές και οι δυνάµεις των ελατηρίων στα δύο άκρα 
θα είναι συνεχώς ίσες κατά φορά και µέτρο. Για να µην χαθεί η επαφή του δοκαριού 
µε τα υποστηρίγµατα θα πρέπει η δύναµη από το κάθε υποστήριγµα να είναι: 

Ν1=Ν2≥0. 

Για να συµβεί  οριακά Ν=0 θα πρέπει τα ελατήρια να επιµηκυνθούν τόσο ώστε οι 
δυνάµεις των ελατηρίων να εξουδετερώσουν το βάρος του δοκαριού. Ετσι στην 
οριακή αυτή κατάσταση  Wδ=Fελ1+Fελ2   άρα 40=2.Κxελ άρα  xελ=0,2m. 

To νέο πλάτος  της νέας α.α.τ. θα είναι Α΄=0,3m  Aρα η νέα Umax=3m/sec και το νέο 
ύψος θα βγει από την Α∆Ε  m.g.H́=1/2m Umax2  άρα Η΄=0,45m. 



ΘΕΜΑ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ ΤΕΚΝΩΝ ΕΛΛΗΝΩΝ ΤΟΥ ΕΞΩΤΕΡΙΚΟΥ 2005 

Το σώµα του σχήµατος έχει µάζα m2=2Kg είναι δεµένο στο ένα άκρο οριζόντιου ελατηρίου, 

σταθεράς Κ, του οποίου το άλλο άκρο είναι ακλόνητο. Το σώµα  Σ2 ταλαντώνεται οριζόντια 

πάνω σε λείο επίπεδο ΠΠ΄ µε πλάτος Α=0,1m και περίοδο Τ=π/5sec. 

Α.Να υπολογίσετε :1.Tην τιµή της σταθεράς Κ του ελατηρίου. 

 2.Τη µέγιστη ταχύτητα της ταλάντωσης του σώµατος Σ2. 

Β.Το σώµα Σ1 του σχήµατος µε µάζα  m1=2Kg αφήνεται  ελεύθερο να ολισθήσει πάνω σε 

λείο πλάγιο επίπεδο, από τη θέση Γ. Η κατακόρυφη απόσταση της θέσης Γ από το οριζόντιο 

επίπεδο είναι Η=1,8m.To σώµα Σ1,αφού φθάσει στη βάση του πλάγιου επιπέδου, συνεχίζει να 

κινείται, χωρίς να αλλάξει µέτρο ταχύτητας, πάνω στο οριζόντιο επίπεδο ΠΠ΄. Το Σ1 

συγκρούεται µετωπικά (κεντρικά) και ελαστικά µε το Σ2 τη στιγµή που το Σ2 έχει την µέγιστη 

ταχύτητά του και κινείται αντίθετα από το Σ1. 

1. Να υπολογίσετε τη µέγιστη συσπείρωση του ελατηρίου µετά από αυτή την κρούση.

2. Να δείξετε πως στη συνέχεια το σώµα Σ2  θα προλάβει το σώµα Σ1 και θα συγκρουστούν

πάλι πριν το σώµα φτάσει στη βάση του πλάγιου επιπέδου. Η απόσταση από τη βάση του 

πλάγιου επιπέδου µέχρι το κέντρο της ταλάντωσης του Σ2 είναι αρκετά µεγάλη. Η 

διάρκεια της κρούσης θεωρείται αµελητέα. 

3. Να βρεθεί η θέση της  κρούσης των δύο σωµάτων.

∆ίνεται το g=10m/sec2

ΛΥΣΗ 

Α. 1 Τ=2π√Μ/Κ   άρα Κ=200Ν/m 

2.Umax=ω.Α=10.0,1=1m/sec



B. A.∆.Ε.   m.g.H=1/2 m.U2   άρα  U=6m/sec  . 

Tα σώµατα  που συγκρούονται ελαστικά  έχουν την ίδια µάζα άρα θα ανταλλάξουν ταχύτητες. 

Ετσι το σώµα που είναι δεµένο στο ελατήριο θα αποκτήσει ταχύτητα µέτρου V=6m/sec και 

το σώµα Σ1 θα φύγει µε ταχύτητα µέτρου u=1m/sec. 

Tώρα το σώµα Σ2 θα κάνει γ.α.τ. και  θα έχει µέγιστη ταχύτητα V=6m/sec. 

V=ω.Α2 άρα Α2=0,6m.Tόση θα είναι φυσικά και η µέγιστη συσπείρωση του ελατηρίου. 

Το σώµα Σ2 θα κάνει γ.α.τ. µε πλάτος Α2=0,6m ενώ το Σ1 θα κινείται οµαλά µε ταχύτητα  u=-

1m/sec θεωρώντας θετική τη φορά κίνησης του σώµατος Σ2 µετά την κρούση.Το σώµα Σ2  

µπορεί να φτάσει µέχρι και τη θέση –0,6m  δηλαδή µέχρι τη θέση  

 -0,6m.Για να φτάσει εκεί θα χρειασθεί χρόνο 3Τ/4 δηλαδή  3π/20 sec=0,471sec.Στον ίδιο 

αυτόν χρόνο το σώµα θα είχε φτάσει στη θέση x=-1.0,471=-0,471m.Aυτό σηµαίνει ότι το Σ2 

θα είχε χτυπήσει το σώµα Σ1 πριν αυτό φτάσει στη θέση –0,6m. 

3. Για να βρεθεί η θέση της σύγκρουσης θα πρέπει να ισχύει  χ1=χ2

  άρα  0,6ηµ10t=-1.t    άρα   0,6ηµ10t  + t  =0.  Η λύση αυτής της εξίσωσης µπορεί να βρεθεί 

µόνο (;) µε τη βοήθεια του προγράµµατος Mathematica και βρίσκω λύση προσεγγιστικά  

t=0,3835008768690428sec. 

Aρα η θέση είναι  x=-0,3835008768690428m.



Θέµα εξετάσεων Κύπρου 1994. 

Το σχήµα δείχνει ένα κουτί µάζας Μ και εσωτερικού ύψους h, κρεµασµένο στο ένα άκρο ελα-
τηρίου κατακόρυφου ελατηρίου σταθεράς Κ. Αρχικά το σύστηµα βρίσκεται σε ισορροπία. Ένα 
κοµµάτι πλαστελίνης µάζας m είναι προσκολληµένο στο εσωτερικό του κουτιού και στο πάνω 
µέρος του κουτιού. Ξαφνικά, η πλαστελίνη αποκολλάται και πέφτει ελεύθερα προς τα κάτω. Η 
πλαστελίνη κτυπά στο κάτω µέρος του κουτιού και προσκολλάται σε αυτό, ακριβώς τη στιγµή 
που το κουτί βρίσκεται στο ανώτερο σηµείο της ταλάντωσής του. 

α)Να δείξετε ότι το εσωτερικό ύψος του κουτιού είναι:  h=2mg/K  + π2Mg/2K 
β)Να δείξετε ότι το νέο πλάτος της ταλάντωσης του συστήµατος µετά την πλαστική κρούση, 
δίνεται από την σχέση: 

Ao΄=(mg/K)(4+π2
Μ/(Μ+m) )1/2

Απάντηση: 

Για την αρχική θέση ισορροπίας και για το σύστηµα πλαστελίνη-κουτί  ισχύει: 
ΣF=0 άρα Fελ=Woλ άρα  Κ.x1=(M+m).g (1), 

όπου x1 η απόσταση της αρχικής θέσης ισορροπίας από την θέση φυσικού µήκους του ελατηρί-
ου. 

Για τη θέση ισορροπίας του κουτιού ισχύει: 
ΣF=0 άρα Fελ=Wκουτιού   άρα  Κ.x2=M.g  (2) 

όπου x2 η απόσταση της θέσης ισορροπίας του κουτιού από τη θέση φυσικού µήκους του ελα-
τηρίου. 
Το εσωτερικό ύψος του κουτιού µπορεί να βρεθεί αν προσθέσω στην ανύψωση του κουτιού την 
κατακόρυφη απόσταση που διανύει η πλαστελίνη πέφτοντας ελεύθερα. Όταν όµως αποκολλά-



ται η πλαστελίνη το κουτί είναι ακίνητο και εξαιτίας της αποκόλλησης της πλαστελίνης έχουµε 
αλλαγή θέσης ισορροπίας. Η αρχική θέση για το κουτί είναι και θέση ελάχιστης αποµάκρυνσης 
(u=0) για την ταλάντωση του κουτιού ενώ η τελική θέση είναι η θέση µέγιστης αποµάκρυνσης 
για την ταλάντωση του κουτιού από την εκφώνηση. Έτσι αυτές οι δύο θέσεις απέχουν µεταξύ 
τους 2Ακουτιού.  

Όµως το Ακουτιού=x1-x2=mg/K. 
H πτώση της πλαστελίνης διαρκεί όσο και η ταλάντωση του κουτιού από την Θ.Ε.Α µέχρι 
Θ.Μ.Α. δηλαδή Τκουτιού/2.  
Άρα για την ελεύθερη πτώση yπλαστελίνης= ½ g·t2  άρα: 

yπλαστελίνης= ½ g·(Tκουτιού/2)2    άρα yπλαστελίνης = ½ g ·(π2
Μ/Κ) 

Άρα  h=2Aκουτιού  + yπλαστελίνης =2mg/K  + π2Μg/2K 
Η ταχύτητα της πλαστελίνης την στιγµή της κρούσης µε το κουτί είναι: 

V=g·t=g·Tκουτιού/2=g·π(Μ/Κ)1/2

Εφαρµόζοντας την Α∆Ο για την πλαστική κρούση θα βρούµε την ταχύτητα κουτιού-
πλαστελίνης µετά την κρούση: 

m.V=(M+m)Vσυσ. (3)
Μετά την κρούση έχουµε πάλι αλλαγή της θέσης ισορροπίας για την ταλάντωση αυτή τη φορά 
του κουτιού-πλαστελίνης. Η νέα θέση ισορροπίας είναι  η αρχική θέση ισορροπίας κουτιού 
πλαστελίνης. Η θέση της κρούσης από την τελική θέση ισορροπίας κουτιού πλαστελίνης απέχει 
κατακόρυφη απόσταση 2Ακουτιού. 
Έτσι αν εφαρµόσουµε την Α∆ΕΤ για την ταλάντωση µετά την κρούση θα έχουµε: 

½ Κ(2Ακουτιού)
2 + ½ (Μ+m)·V2

συσ  = ½ Κ (Αο΄)2   (4) 
Αν αντικαταστήσουµε την Vσυσ από την (3) στην (4) και κάνουµε πράξεις µε υποµονή θα φτά-
σουµε: 

Ao΄=(mg/K)(4+π2
Μ/(Μ+m))1/2 



ΘΕΜΑ 2
ο
  : 

Ενα απομονωμένο ομογενές άστρο περιστρέφεται γύρω από μία διάμετρό του έχοντας 

κινητική ενέργεια λόγω περιστροφής  Κ.Αν λόγω βαρυτικής κατάρρευσης η ακτίνα του 

άστρου ελλατωθεί στο μισό της αρχικής της τιμής  τότε το έργο των βαρυτικών δυνάμεων 

κατάρρευσης είναι  

Α. Κ  Β.2Κ  Γ.3Κ 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Οι δυνάμεις κατάρρευσης είναι δυνάμεις εσωτερικές του συστήματος το άστρο μπορεί να 

θεωρηθεί μονωμένο σύστημα.Ετσι η  στροφορμή του  άστρου θα παραμείνει σταθερή. 

Με την βοήθεια της σχέσης για την κινητική ενέργεια  Κ=L
2
/2I   και με διαίρεση κατά μέλη 

για  την αρχική και τελική κατάσταση του άστρου θα έχουμε 

Κτελ/Κ= L
2
/2Iτελ/L

2
/2I   άρα Κτελ/Κ=Ι/Ιτελ    άρα  Κτελ/Κ= λ.Μ.R

2
/λ.Μ.(R/2)

2
   άρα Κτελ=4Κ 

Με την βοήθεια της ΑΔΕ  Κ + Wfκατ=4Κ    άρα  Wfκατ=3Κ    άρα  σωστή απάντηση η Γ. 

ΘΕΜΑ 2
ο
  : 

Δύο ομογενείς  ράβδοι  ίδιου μήκους  L   με μάζες Μ και 2Μ αντίστοιχα αφήνονται 

ταυτόχρονα να περιστραφούν από οριζόντια θέση γύρω από οριζόντιο κοινό  άξονα  Ο  

όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα.Αν η κρούση των δύο ράβδων είναι πλαστική  τότε: 

 Μ,L  O  2M.L 

 Περιοχή  Ι  Περιοχή ΙΙ 



1)H κρούση θα συμβεί στην περιοχή  Α.Ι  Β.ΙΙ    Γ.ακριβώς στην κατακόρυφη 

2)Μετά την πλαστική κρούση οι ράβδοι:    A.Θα φτάσουν στην οριζόντια θέση

 Β.Δεν θα φτάσουν στην οριζόντια θέση 

AΠΑΝΤΗΣΗ 

1)Οι ράβδοι εκτελούν επιταχυνόμενη στροφική κίνηση με συνεχώς μειούμενη γωνιακή

επιτάχυνση μέχρι την κατακόρυφη θέση τους γιατί το απόστημα του βάρους συνεχώς 

μειώνεται..Aπό την σχέση Στ=Ιαγων και με αντικατάσταση M.g.d=λ.Μ.L
2
. αγων θα προκύψει 

αγων=g.d/λ.L
2
.  Παρατηρώ ότι η επιτάχυνση είναι ίδια κάθε στιγμή για τις δύο 

ράβδους.Σωστή απάντηση το Γ. 

2)Η κρούση των δύο ράβδων είναι πλαστική άρα ένα μέρος της αρχικής τους ενέργειας θα

πάει στο περιβάλλον εξαιτίας της  κρούσης.Ετσι το σύστημα δεν μπορεί να έχει και πάλι την 

αρχική του δυναμική ενέργεια.Αρα δεν μπορεί να φτάσει στην κατακόρυφη θέση.Αρα 

σωστή απάντηση το Β. 

ΘΕΜΑ 2
ο
: 

Στο παρακάτω κύκλωμα ο διακόπτης βρίσκεται σε μόνιμη κατάσταση στη θέση Α.Κάποια 

στιγμή μεταφέρουμε τον διακόπτη στη θέση Β. 

 Α  Β 



Α)Ποιος οπλισμός του πυκνωτή  θα φορτιστεί πρώτος με θετικό φορτίο 

Α.Ο κάτω     Β.Ο πάνω 

Β)Η εξίσωση του  ρεύματος που διαρρέει το κύκλωμα LC μετά την μεταφορά του διακόπτη 

στην θέση Β μπορεί να έχει εξίσωση αν την στιγμή t=0 o μεταγωγέας πάει ακαριαία από την 

θέση Α στην θέση Β  

A.i=-Iημωt  B.i=-Ιημ(ωt+π/4)  Γ.i=-Iημ(ωt+3π/2) 

Γ)Αν ο πυκνωτής μπορεί να “αντέξει”  διπλάσια  τάση της μέγιστης  αρχικής  πόσες 

συνολικά φορές   ο μεταγωγέας μπορεί να πάει από την θέση Α στη θέση Β για να μην 

καταστραφεί ο πυκνωτής.Να θεωρηθεί  κάθε φορά που ο  μεταγωγέας πάει από την θέση Β 

στην θέση Α το πηνίο δεν διαρρέεται από ρεύμα. 

Α. Τέσσερις φορές  Β.Δύο φορές  Γ.τρεις φορές 

Θα πρέπει να υποθέσουμε ότι σε κάθε εναλλαγή από την θέση Α στην  Β και από την Β στην 

Α περνάει κάποιο χρονικό διάστημα έτσι ώστε στην θέση Α το ρεύμα να έχει 

αποκατασταθεί και στην θέση  Β το  L-C να έχει προλάβει να έχει εκτελέσει κάποιες 

ταλαντώσεις. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Α) Οταν ο διακόπτης βρίσκεται στην θέση Α αρχικά το πηνίο διαρρέεται από ρεύμα που έχει 

φορά προς τα κάτω εξαιτίας  της πολικότητας  της πηγής.Ετσι μόλις ο διακόπτης πάει από 

την θέση Α στην Β η τιμή  και η φορά της έντασης του ρεύματος στιγμιαία δεν θα  

αλλάξει.Ετσι αρχικά θα φορτιστεί  θετικά ο κάτω  οπλισμός του πυκνωτή.Αρα σωστή 

απάντηση το Α 

Β)Την στιγμή που ο διακόπτης πάει στη θέση Β το ρεύμα που διαρρέει το πηνίο είναι το 

μέγιστο Ι  .Aρα η μοναδική σχέση που μας δίνει μέγιστη ένταση ρεύματος είναι η εξίσωση 

στην απάντηση Γ . 



Γ)Για κάθε εναλλαγή του διακόπτη από την θέση Α στην θέση Β η ενέργεια του κυκλώματος 

L-C αυξάνει κατά Ε όπου Ε =1/2.L.I
2
  με Ι=Ε/R.Επειδή όταν ο διακόπτης γυρνάει από το Β στο 

Α το πηνίο δεν διαρρέεται από ρεύμα όλη η ενέργεια του LC  βρίσκεται πάντα στον 

πυκνωτή.Ετσι με κάθε εναλλαγή του διακόπτη η ενέργεια του LC  αυξάνει κατά Ε.Η ενέργεια 

του πυκνωτή δίνεται από την σχέση  Uε=1/2.C.V
2
.   H τάση δεν μπορεί να γίνει μεγαλύτερη 

από 2V.Aρα η ενέργεια του πυκνωτή δεν μπορεί να γίνει μεγαλύτερη από 4Ε .Αρα μόνο 4 

φορές μπορεί ο  διακόπτης να πάει από την θέση Α στην Β. Αρα σωστή απάντηση το Α. 



Θέµα Β: Σύνθεση τριών ταλαντώσεων 

Μικρό σώµα εκτελεί ταυτόχρονα τρεις απλές αρµονικές ταλαντώσεις που εξελίσσονται στην ίδια 

διεύθυνση και γύρω από την ίδια θέση ισορροπίας σύµφωνα µε τις παρακάτω εξισώσεις: 

a) x1=0,1ηµ100πt

b) x2=0,05ηµ(100πt+π)  (S.I) 

c) x3=0,05ηµ102πt

Ποια η εξίσωση που περιγράφει την συνισταµένη ταλάντωση που εκτελεί το σώµα; 

Απάντηση: 

Παρατηρώ ότι οι δύο πρώτες εξισώσεις έχουν διαφορά φάσης π. Ετσι το άθροισµα των δύο αυτών 

εξισώσεων θα είναι x 1,2=0,05ηµ100πt (SI). 

H εξίσωση τώρα x 1,2 µαζί µε την εξίσωση x3 θα δηµιουργήσουν διακρότητα µε εξίσωση 

xoλ=0,1συνπt.ηµ101πt   (S.I) 



Ηλεκτρική ταλάντωση µε µέγιστους ρυθµούς. 

∆ίνεται το παρακάτω κύκλωµα

Oι πηγές είναι όµοιες και έχουν ΗΕ∆ Ε=120V και εσωτερική αντίσταση r=12Ω, ο 

πυκνωτής έχει χωρητικότητα C=1µF, το πηνίο είναι ιδανικό και έχει συντελεστή αυ-

τεπαγωγής L=144µΗ. Οι διακόπτες ∆1 και ∆2 κλείνουν ταυτόχρονα ενώ ο διακόπτης 

∆3 µένει ανοιχτός. Την χρονική στιγµή που οι ρυθµοί  αποταµίευσης της ενέργειας

στο πηνίο και στον πυκνωτή γίνουν ταυτόχρονα µέγιστοι ανοίγουµε τους διακόπτες 

∆1 και ∆2 και κλείνουµε τον διακόπτη ∆3. Να βρεθούν:

Α)  Η εξίσωση του φορτίου του πυκνωτή σε συνάρτηση µε τον χρόνο θεωρώντας

t=0 την χρονική στιγµή που κλείνουµε τον διακόπτη ∆3. 

Β)  Ο µέγιστος ρυθµός αποθήκευσης της ενέργειας στο ηλεκτρικό πεδίο του πυκνω-

τή µετά το κλείσιµο του ∆3. 

Την χρονική στιγµή t1=15π.10-6sec µετά το κλείσιµο του διακόπτη ∆3 αποµακρύνου-

µε ακαριαία την απόσταση των οπλισµών του πυκνωτή τετραπλασιάζοντας την αρχι-

κή τους απόσταση.  

Να βρεθούν: 

Γ)  Το έργο που δαπανήθηκε για να αποµακρυνθούν οι οπλισµοί του πυκνωτή. 

∆)  Η γραφική παράσταση του φορτίου του πυκνωτή σε συνάρτηση µε τον χρόνο

µετά το κλείσιµο του διακόπτη ∆3. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

A)Με την βοήθεια της Α∆Ε για το κύκλωµα µε τον πυκνωτή θα έχουµε 

Ε.Ι.t=I2.r.t + Pc.t      θα πάρουµε την δευτεροβάθµια ως προς Ι 

Ι2.r –E.I +Pc=0 



που θα πρέπει να έχει θετική διακρίνουσα  άρα Pc≤E2/4r και για µέγιστο ρυθµό απο-

θήκευσης στον πυκνωτή  το Ι=Ε/2r=5A    

Η πολική τάση της πηγής είναι ίση µε  την τάση στα άκρα του πυκνωτή  Vπολ=Vc  

άρα  Ε-Ι.r=Vc    άρα Vc=E/2=60V   άρα το φορτίο του πυκνωτή  εκείνη την στιγµή 

θα είναι: 

q=C.Vc=6.10-5C. 

Με την βοήθεια της Α∆Ε για το κύκλωµα µε το πηνίο  θα έχουµε 

Ε.Ι.t=I2.r.t + PL.t      θα πάρουµε την δευτεροβάθµια ως προς Ι 

Ι2.r –E.I +PL=0 

που πρέπει να έχει θετική διακρίνουσα  άρα PL≤E2/4r και  για µέγιστο ρυθµό αποθή-

κευσης ενέργειας στο πηνίο το Ι=i=Ε/2r=5A    

Tην στιγµή λοιπόν που κλείνουµε  τον διακόπτη ∆3 και ο πυκνωτής είναι φορτισµέ-

νος  µε τον κάτω οπλισµό θετικά φορτισµένο αλλά και το πηνίο διαρρέεται από ρεύ-

µα µε φορά προς τα επάνω. 

Με την βοήθεια της Α∆ΕΤ για το κύκλωµα L-C θα έχουµε 

½  q2/C +1/2 L.i2=1/2 Q2/C   θα βρούµε Q=6√2.10-5C. 

Eτσι η εξίσωση του φορτίου θα δίνεται από την σχέση: 

q=Qσυν(ωt+φ) για t=0 

 συνφ=√2/2 και επειδή το i<0   φ=π/4. Το ω=1/√L.C=106/12r/s. 

Aρα  q=6√2.10-5συν(106t/12+π/4) (S.I.)  (1) 

B) O ρυθµός µεταβολής της ενέργειας του πυκνωτή µετά το κλείσιµο του διακόπτη

∆3  θα δίνεται από την σχέση

Pc=Vc.i=q.i/C=Qσυν(ωt+π/4).(-Ιηµ(ωt+π/4)=-Q.I.ηµ(2ωt+π/2)/2C 

και θα έχει µέγιστη τιµή Pcmax=Q.I/2C=3600J/s. 

Γ)   Με αντικατάσταση στην (1) του χρόνου t1  θα έχουµε q=0C  δηλαδή ο πυκνω-

τής την παραπάνω χρονική στιγµή είναι αφόρτιστος. Αρα δεν θα δαπανηθεί έρ-



γο για να αποµακρυνθούν οι οπλισµοί σε τετραπλάσια απόσταση της αρχικής 

απόστασης. Ετσι λοιπόν  η ενέργεια της ταλάντωσης θα διατηρηθεί σταθερή. 

∆)  Η χωρητικότητα του πυκνωτή δίνεται από την σχέση C=εοS/l  άρα  C΄=C/4

Aπό την σχέση της ολικής ενέργεια ταλάντωση  Ε=Q2/2C   το νέο 

Q΄ =Q/2=3√2.10-5C 

ενώ από την σχέση της περιόδου Τ=2π√L.C  η νέα περίοδος θα γίνει : 

Τ΄=Τ/2=12π.10-6s 

έτσι η γραφική παράσταση θα είναι 

Υστερόγραφο για τους λάτρεις των χρονοκυκλωµάτων  R-C & R-L 

Aπό την σχέση για το ρεύµα στην φόρτιση του πυκνωτή Ι=Ε/r. e-t/r.C θα βρίσκαµε ότι 

ο χρόνος που χρειάζεται το χρονοκύκλωµα για να φτάσει το ρεύµα στο I=E/2r θα ή-

ταν t=r.C.lη2=12.10-6.lη2 sec 

Eνώ για την αποκατάσταση του κυκλώµατος R-L και από την σχέση του ρεύµατος 

Ι=Ε/r.(1-e-rt/L)    για να φτάσει το ρεύµα στην τιµή Ι=Ε/2r  θα χρειαζόταν  και πάλι 

χρόνος : 

 t=L/r.lη2=12.10-6lη2sec. 

Aρα ταυτόχρονα και τα δύο κυκλώµατα πετυχαίνουν µέγιστο ρυθµό αποθήκευσης 

ενέργειας και στον πυκνωτή αλλά και στο πηνίο. 



Μηχανική- Ηλεκτρική Ταλάντωση. 

Το παρακάτω σχήμα δείχνει ένα ελατήριο με σταθερά Κ=10Ν/m που ταυτόχρονα όταν έχει 

το φυσικό του μήκος  συμπεριφέρεται και σαν ιδανικό πηνίο  με συντελεστή αυτεπαγωγής 

L=10mH.To ελατήριο-πηνίο είναι ακλόνητα στερεωμένο σε αγώγιμο μηδενικής αντίστασης 

ταβάνι.Ο πυκνωτής  χωρητικότητας C=2μF του σχήματος  συνδέεται μέσω άκαμπτων χωρίς 

αντίσταση αγωγών και είναι αρχικά φορτισμένος με φορτίο Q. Σημειακό  αγώγιμο χωρίς 

αντίσταση σώμα μάζας Μ= 0,1 kg συνδέεται με το ελατήριο-πηνίο ενώ αυτό έχει το φυσικό 

του μήκος  Lo=0,3m. 

Eκτοξεύουμε το σημειακό σώμα μάζας Μ με κατακόρυφη αρχική ταχύτητα Uo έτσι ώστε ο 

ελατήριο μόλις και να φτάσει στην κάτω αγώγιμη και ακλόνητη ράβδο διπλασιάζοντας το 

φυσικό του μήκος. Εκείνη τη στιγμή ο σημειακό σώμα κολλάει στην κάτω ράβδο και έτσι 

αρχίζουν ηλεκτρικές ταλαντώσεις.Να βρεθούν: 

A) Το μέτρο της αρχικής ταχύτητα  Uo.

B) H περίοδος των ηλεκτρικών ταλαντώσεων

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Α)Από τη  συνθήκη ισορροπίας 

Μ.g=K.x1    άρα x1=0,1m 

H ταλάντωση ξεκινάει από τη θέση φυσικού μήκους του ελατήριου και το σημειακό σώμα 

σταματάει μόλις το ελατήριο  διπλασιάσει το φυσικό του μήκος. Αρα το πλάτος  της 

ταλάντωσης θα είναι Α=Lo-x1=0,3-0,1=0,2m. 

Mε την βοήθεια της ΑΔΕΤ θα έχουμε   ½.Μ.Uo
2
 +1/2.K.x1

2
=1/2.KA

2
   άρα μετά τις πράξεις

U0=√3m/sec. 



B)Oπως γνωρίζουμε από την ύλη της Β Λυκείου ο συντελεστής αυτεπαγωγής δίνεται από τη

σχέση L=μ.μ0.Ν
2
Α/l  .Ετσι αφού το μήκος του ελατηρίου έχει διπλασιασθεί σε σχέση με το 

φυσικό του μήκος ο συντελεστής αυτεπαγωγής θα έχει μειωθεί στο μισό.Αρα L΄=L/2=5mH. 

Ετσι η περίοδος των ηλεκτρικών ταλαντώσεων θα δίνεται από τη σχέση 

Τ=2π.√L΄.C=2π.10
-4

sec. 



Ηλεκτροµαγνητικό κύµα 

Πηγή Π1  παράγει Η/Μ κύµα που όταν διαδίδεται σε γυάλινο πλακίδιο έχει εξίσωση 

ηλεκτρικού πεδίου: 

Ε=0,02ηµ2π(1,5.108t-x)  (S.I). 

To πλακίδιο δένεται από κατακόρυφο ελατήριο σταθερά Κ=100Ν/m όπως στο σχήµα. 

Η πηγή συνεχίζει να εκπέµπει Η/Μ κύµατα τα οποία φτάνουν σε ένα σηµείο Μ είτε 

απευθείας είτε µέσω ανάκλασης πάνω στο πλακίδιο. Το κατακόρυφο ελατήριο 

βρίσκεται πάνω στην µεσοκάθετο του ευθύγραµµου τµήµατος Π1Μ   που  έχει µήκος 

12m.To πλακίδιο αρχίζει  να εκτελεί α.α.τ.  µε το κατώτερο σηµείο της ταλάντωσης 

του να απέχει ελάχιστη απόσταση από το ευθύγραµµo τµήµα Π1Μ 8m. 

Όταν το πλακίδιο βρίσκεται στις ακραίες θέσεις της ταλάντωσης του στο σηµείο Μ 

παρατηρούµε ενισχυτική συµβολή χωρίς να ανιχνεύουµε άλλο σηµείο ενίσχυσης στην 

διάρκεια της ταλάντωσης του πλακιδίου.  

Να βρεθούν: 

Α)   Ο δείκτης διάθλασης του πλακιδίου και το µήκος κύµατος στο κενό. 

Β)   Η ενέργεια της ταλάντωσης του πλακιδίου. 

Να θεωρηθεί √85=9,2 . Η ανάκλαση δεν επηρεάζει την κίνηση του πλακιδίου ούτε η 

κίνηση του πλακιδίου επηρεάζει την διάδοση του ΗΜ κύµατος. 

ΛΥΣΗ 



A) Από την εξίσωση του ηλεκτρικού πεδίου f=1,5.108 Hz ενώ το µήκος κύµατος

στο γυαλί  είναι λ=1m.To µήκος κύµατος στο κενό θα είναι 3.108=λ.1,5.108

άρα λο=2m.

n=λο/λ   άρα n=2 

Β)  Στο σηµείο Μ επιτυγχάνεται ενίσχυση άρα µε βάση την συνθήκη ενίσχυσης για 

την περίπτωση που ο ανακλαστήρας βρίσκεται στην ΘΕΑ θα πάρουµε 

 2R-R1=kλo  (1) 

Ενώ όταν ο ανακλαστήρας  βρίσκεται στην ΘΜΑ θα έχουµε 

       2Ŕ-R1=(k+1)λo   (2) αφού η διαδροµή 2Ŕ >2R   και δεν 

υπάρχει άλλο σηµείο ενίσχυσης µέχρι ο ανακλαστήρας να φτάσει στην ΘΜΑ. 

Αν αφαιρέσουµε την  σχέση (2) από την (1) θα πάρουµε  2Ŕ -2R=λo  Από Π.Θ. θα 

πάρουµε R=10m    άρα  R΄=11m. 

 Από το Π.Θ.  Το  Ŕ =√62+(8+2Α)2 Αρα Α=0,6m 

Eτσι η ενέργεια ταλάντωσης του πλακιδίου θα είναι Ε= ½ KA2=18 J 



Η γέφυρα των Σερβίων

O ∆ήµαρχος Σερβίων-Βελβεντού αποφασίζει να εκµεταλλευτεί  την  πανέµορφη υψηλή γέφυρα Σερβίων  

φτιάχνοντάς τη, χώρο για όλους τους λάτρεις των extreme sports, πίστα για bangee jumping. H υψηλή 

γέφυρα Σερβίων έχει ύψος τώρα το φθινόπωρο 51,8m από την επιφάνεια του νερού.  Ενας αγανακτισµένος  , 

από τα νέα µέτρα της κυβέρνησης και της ∆ηµοτικής αρχής,  Σερβιώτης θέλει να δοκιµάσει την τύχη του και 

τις αντοχές του κάνοντας bangee jumping. O θαρραλέος Σερβιώτης  που  έχει ύψος 1,80m µέχρι τον σβέρκο 

του ονόµατι Λαός  έχει µάζα 0,1tn (για να πλησιάζει τα κιλά του προέδρου του ∆ηµοτικού Συµβουλίου) 

δένεται από ελαστικό σκοινί που παίζει το ρόλο ενός ιδανικού ελατηρίου σταθεράς Κ=1000Ν/m και 

φυσικού µήκους L=40m. Aπό λάθος (µπορεί και επίτηδες) όµως περνάει την θηλιά του σκοινιού όχι στην 

µέση του αλλά στον σβέρκο του. Ο Λαός πηδάει χωρίς αρχική ταχύτητα όρθιος και χωρίς να περιστρέφεται  

προς την επιφάνεια της λίµνης από τη γέφυρα. Να βρεθούν: 

A) Πόσο θα είναι το πλάτος ταλάντωσης του Λαού κατά την κάθοδο;

B) Yπάρχει η πιθανότητα ο Λαός να πιάσει κάποιο ψάρι κατά την πτώση του; (όποιος δεν βρέξει τον κώλο

του ψάρια  δεν τρώει)

Γ) Αν η µέγιστη δύναµη που µπορεί να δεχθεί ο λαιµός του Λαού χωρίς να σπάσει  είναι Fmax=11.000Ν  ο 

Λαός θα αντέξει τελικά; 

∆)Τι ελάχιστη ενέργεια θα έπρεπε να δώσει η Madame  Μ (που ανέλαβε τελικά διοικητής  της 

επιχείρησης) στον Λαό,  στην αρχική του θέση ώστε να τελειώνουµε µε τον Λαό, αν υποθέσουµε ότι ο 

Λαός µετά την εµφάνιση της Madame Μ φοβήθηκε και µαζεύτηκε κουβάρι κατά την πτώση του. 

Το µήκος της θηλιάς  να θεωρηθεί αµελητέο µπροστά στο µήκος του σκοινιού και το σχοινί δένεται από την 

γέφυρα στο ίδιο ύψος µε το ύψος του σβέρκου του Λαού. 

AΠΑΝΤΗΣΗ 

Α) Η κίνηση του Λαού µέχρι το σχοινί να αποκτήσει το φυσικό του µήκος είναι ελεύθερη πτώση. Ετσι µε 

τη βοήθεια της Α∆Ε θα έχουµε: 

ΜgL= ½ Mυ
2  άρα υ= 800m/s. 

Η θέση ισορροπίας της ταλάντωσης για το σύστηµα θα βρεθεί από την ισορροπία των δυνάµεων: 

Μg=Kx1   άρα x1=1m. 

Mε τη βοήθεια της Α∆ΕΤ για την γ.α.τ που θα ακολουθήσει κατά την κάθοδο θα έχουµε 



½ Κx1
2 + ½ Mυ

2 = ½ KA2  θα βρούµε Α=9m. 

B) O Λαός θα κατέβει ύψος ίσο µε το άθροισµα του µήκους του σχοινιού την επιµήκυνση του σχοινιού

από την θέση φυσικού µήκους του µαζί µε το ύψος  µέχρι το σηµείο πρόσδεσης του σχοινιού και το

πλάτος ταλάντωσης έτσι συνολικά θα είναι Η=L+x1+Α+H1=51,8m.Έτσι τα δάχτυλα των ποδιών του

µόλις και δεν θα ακουµπήσουν στην επιφάνεια της λίµνης. Έτσι ο Λαός δεν υπάρχει πιθανότητα να

τσιµπήσει κάποιο ψάρι.

Γ)  Η µέγιστη δύναµη που θα δεχθεί ο Λαός από το σχοινί θα δίνεται από την σχέση: 

Fmax=Kxmax=K(x1+A)=10.000N. 

Ετσι ο  Λαός, σε  πρώτη φάση, θα την γλιτώσει. 

∆)  Για να  «τελειώνουµε» µε το Λαό θα πρέπει η µέγιστη δύναµη που  θα αναπτυχθεί από το νήµα να 

γίνει: 

Fmax=11000N  άρα Κ(x1+A΄)=11.000  άρα Α΄=10m. 

Έτσι µε τη βοήθεια της Α∆ΕΤ για την στιγµή του τεντώµατος του  νήµατος θα έπρεπε να έχουµε 

½ Κx1
2 +KΛαου= ½ ΚΑ΄

2     ΚΛαου=49.500J 

Mε την βοήθεια της Α∆Ε και της madame Μ για την πτώση του Λαού θα έχουµε 

ΜgL +Eminmadame =KΛαου     άρα Εminmadame=9.500J. 



Ένα σώµα- ∆ύο ταλαντώσεις. 

Σώµα µάζας m=4kg ισορροπεί ανάµεσα σε   δύο οριζόντια  ελατήρια µε σταθερές Κ1=100Ν/m 

και Κ2=300Ν/m. 

Τα δύο ελατήρια έχουν  το φυσικό τους µήκος στη θέση ισορροπίας του σώµατος m και το ελα-

τήριο µε σταθερά Κ1 είναι δεµένο µε το σώµα ενώ το  ελατήριο µε σταθερά Κ2 είναι σε επαφή 

µε το σώµα χωρίς όµως να είναι συνδεδεµένο µε αυτό. ∆ίνουµε στο σώµα αρχική ταχύτητα 

υo=1m/s έτσι ώστε το ελατήριο Κ2 να αρχίσει να συσπειρώνεται. Να βρεθούν: 

α)  Η περίοδος της περιοδικής κίνησης που θα εκτελέσει το σώµα. 

β)  Να σχεδιαστούν οι γραφικές παραστάσεις της αποµάκρυνσης και της ταχύτητας σε συ-

νάρτηση µε το χρόνο  για χρονικό διάστηµα µιας περιόδου της περιοδικής κίνησης. 

 Θετική φορά να θεωρηθεί η φορά της αρχικής ταχύτητα υo. 

Απάντηση: 

α)   Η κίνηση του σώµατος µάζας m µπορεί να χωρισθεί σε δύο ξεχωριστές αλλά διαδοχικές 

κινήσεις.  Η πρώτη είναι "µισή" γ.α.τ. µε σταθερά επαναφοράς D1=K1+K2  ενώ  η δεύτερη 

είναι επίσης "µισή" γ.α.τ. µε σταθερά D2=K1 αφού το ελατήριο  µε σταθερά Κ2 µετά την 

επαναφορά του σώµατος στην αρχική θέση δεν παίζει πλέον κανένα ρόλο. Θα µπορούσαµε 

λοιπόν να χαρακτηρίσουµε την παραπάνω κίνηση σαν µια περιοδική κίνηση η οποία  

αποτελείται από δύο διαδοχικές "µισές" γ.α.τ. µε περίοδο Τ=Τ1/2 +Τ2/2=π/10 +π/5=3π/10 s. 

H µέγιστη κατά µέτρο ταχύτητα είναι κοινή και για τις δύο "µισές" γ.α.τ. και άρα υ0=ω1·Α1 

άρα  

A1=0,1m 

ενώ υ0=ω2· Α2 άρα: 

Α2=0,2m. 

β)  Οι ζητούµενες γραφικές παραστάσεις µε βάση τα παραπάνω, είναι αυτές του σχήµατος: 





Ένας κύλινδρος με μια σφαίρα. 

Στο παρακάτω σχήμα ο κύλινδρος έχει μάζα m1=14Κg και ακτίνα R ενώ η σφαίρα έχει μάζα 

m2=15Kg και ακτίνα επίσης R.To σύστημα  των δύο στερεών   ισορροπεί σε οριζόντιο 

έδαφος  με την βοήθεια ιδανικού οριζόντιου ελατήριου και οριζόντιου νήματος. Το 

ελατήριο έχει  σταθερά Κ=4200Ν/m   είναι συσπειρωμένο κατά x=0,4m  και δεν είναι 

δεμένο σε κάποιο από τα δύο στερεά. Το κέντρα των δύο στερεών και το ελατήριο 

βρίσκονται στο ίδιο οριζόντιο επίπεδο. 

Κάποια στιγμή κόβουμε το νήμα και τα δύο σώματα αρχίζουν να κυλίονται χωρίς να 

ολισθαίνουν. Να βρεθούν: 

A) Oι  τελικές ταχύτητες των κέντρων μάζας των στερεών σωμάτων.

Β) Τι ποσοστό της αρχικής ενέργειας του ελατηρίου πήρε τελικά το κάθε στερεό σώμα; 

Για την σφαίρα Ιcm=0,4MR
2
  και  για τον κύλινδρο  Ιcm=0,5.M.R

2
. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

A) 

Εφαρμόζοντας τους νόμους του Νεύτωνα για την μεταφορική και στροφική κίνηση του 

κάθε στερεού θα έχουμε 

Για τον κύλινδρο   Κ.x-T1=M1.a1  (1)  T1.R=0,5.M1.R.αγων1   άρα  Τ1=0,5.Μ1.a1 (2) 

Από (1) και (2)  Κ.x=M1.a1+0,5.M1.a1  και με αντικατάσταση  100x=21.a1 (3) (S.I.) 

 Για την σφαίρα  Κ.x-T2=M2.a2  (4)  T2.R=0,4.M2.R.αγων2  άρα  Τ2=0,4.Μ2.a2 (5) 

Από (4) και (5)  Κ.x=M2.a2+0,4.M2.a2  και με αντικατάσταση  100x=21.a2 (6) (S.I.) 



Από τις εξισώσεις (5) και (6) παρατηρώ  ότι οι επιταχύνσεις των κέντρων μάζας των δύο 

στερεών είναι συνεχώς ίσες κατά μέτρο. Αρα τα δύο κέντρα μάζας των στερεών  θα έχουν 

συνεχώς την ίδια ταχύτητα. 

Με την βοήθεια της ΑΔΕ για το σύστημα των δύο στερεών θα έχουμε 

Uελ=Κμετκυλ +Κπερκυλ +Κμετσφαιρ+Κπερσφαιρ 

1/2Κx
2
 =1/2M1.U

2
 +1/2 I1.ω1

2
 + 1/2Μ2.U

2
 +1/2.I2.ω2

2

μετά τις πράξεις 

U=4m/sec. 

B)H κινητική ενέργεια της σφαίρα θα είναι:

Κσφ=1/2Μ2.U
2
 +1/2.I2.ω2

2
 =168J

Ενώ η κινητική ενέργεια του κυλίνδρου θα είναι: 

Κκυλ=1/2Μ1.U
2
 +1/2.I1.ω1

2
 =168J

Aρα  το κάθε στερεό πήρε το 50% της αρχικής ενέργειας του ελατηρίου. 



Ένας κύλινδρος και µια σφαίρα µαζί. 

Κύλινδρος µάζας Μ1=2kg είναι δεµένος µε σκοινί µε σφαίρα µάζας Μ2=5kg   ίδιας 

ακτίνας µε τον κύλινδρο. Το σχοινί είναι µε τέτοιο τρόπο περασµένο στο κέντρο της 

σφαίρας και του κυλίνδρου ώστε και η σφαίρα και ο κύλινδρος να µπορούν να 

περιστρέφονται γύρω από το κέντρο τους και το σχοινί να είναι συνεχώς οριζόντιο 

και τεντωµένο. Στο κέντρο της σφαίρας έχουµε στερεώσει  σηµειακή ηχητική πηγή 

που µπορεί να παράγει ήχο συχνότητας Fs=660Hz  ενώ στο κέντρο του κυλίνδρου 

έχουµε στερεώσει σηµειακό ανιχνευτή ήχων. Το σύστηµα ισορροπεί σε οριζόντιο 

δάπεδο µε το σχοινί να είναι τεντωµένο. Την  χρονική στιγµή t=0 εφαρµόζουµε 

οριζόντια  σταθερή δύναµη F=10N στο  κέντρο του κυλίνδρου µε αποτέλεσµα και ο 

κύλινδρος αλλά και σφαίρα να αρχίζουν να κυλίονται χωρίς να ολισθαίνουν. Tην 

στιγµή t=10sec το πειραχτήρι ο µικρός Θανάσης (που γιορτάζει σήµερα) βάζει φωτιά 

στο σκοινί µε αποτέλεσµα αυτό να κοπεί ακαριαία. Η δύναµη F συνεχίζει να ασκείται 

στον κύλινδρο και µετά το κόψιµο του σχοινιού και ο κύλινδρος συνεχίζει να 

κυλίεται χωρίς  να ολισθαίνει. 

Α)  Να βρεθεί η επιτάχυνση του συστήµατος πριν το κόψιµο και µετά το κόψιµο του 

σχοινιού. 

Β)  Να γίνει η γραφική παράσταση της συχνότητας που ανιχνεύει ο ανιχνευτής ήχων 

σε συνάρτηση µε τον χρόνο. 

Γ)  Να βρεθεί το ποσοστό του έργου της δύναµης F που µεταφέρθηκε στην σφαίρα 

µέχρι την στιγµή που κάηκε το νήµα. 

Για την σφαίρα Ιcm=0,4MR2  και για τον κύλινδρο Icm=0,5MR2. 

∆ίνεται η ταχύτητα του ήχου Uηχ=340m/s. 

AΠΑΝΤΗΣΗ 

Aπό τους νόµους  Νεύτωνα για την µεταφορική και περιστροφική κίνηση του 

κυλίνδρου και της σφαίρας θα έχουµε 



Για κύλινδρο: 

F-T-Tστ1=Μ1.α  (1) 

και Τστ1.R=0,5M1R
2
·αγων    άρα 

Τστ1=0,5Μ1.α   (2) 

και από την (1) και (2) 

F-T=1,5M1.α  (3) 

Για την σφαίρα: 

T-Tστ2=Μ2.α  (4)    

 και Τστ2.R=0,4M2R
2
·αγων    άρα 

Τστ2=0,4Μ2.α   (5)    

από (4) και (5) 

Τ=1,4Μ2.α (6) 

Αν αντικαταστήσουµε την (6) στην (3) θα πάρουµε  α=1m/sec2. 

Mετά το κόψιµο του νήµατος  από τους νόµους  Νεύτωνα για την µεταφορική και 

περιστροφική κίνηση του κυλίνδρου θα έχουµε 

 F-Tστ1΄=Μ1.α2 

και Τστ1΄.R=0,5M1R
2
·αγων΄ 

άρα F-0,5M1.α2=Μ1.α2     

άρα  α2=10/3 m/sec2. 

H σφαίρα δεν δέχεται πια την τάση του νήµατος έτσι θα εκτελεί οµαλή  µεταφορική 

και στροφική κίνηση.   

Β)Για όσο χρόνο τα σώµατα ήταν δεµένα µε το σχοινί είχαν και κοινές ταχύτητες .Η 

µεταξύ τους απόσταση ήταν σταθερή άρα η συχνότητα που κατέγραφε ο ανιχνευτής 

ήταν αυτή  της πηγής. Μετά το κόψιµο του σχοινιού η πηγή κινείται µε σταθερή 

ταχύτητα Uπηγής=α.t=10m/sec  ενώ ο ανιχνευτής  κινείται µε ταχύτητα 

Uαν=10+10.t΄/3  (S.I.) όπου t΄ ο χρόνος µετά το κόψιµο του σχοινιού. Με βάση τον 

τύπο για το φαινόµενο Doppler θα έχουµε την συνάρτηση   



Fπαρ=(340-10 -10t΄/3)660/(340-10)= 660 -20t΄/3  ( S.I.) 

Aρα η γραφική παράσταση θα έχει τη µορφή 

f  (Hz)

660

10       t(s)

Γ)Το έργο τη δύναµης µέχρι το κόψιµο του νήµατος  θα δίνεται από την σχέση: 

WF=F·X=10.0,5.1.102=500J 

Η κινητική ενέργεια της σφαίρας θα  είναι: 

Κολ=1/2ΜUcm2 + 1/2I.ω2=350J    άρα το 

Π=350.100%/500=70% 



Ένα µηχανικό σύστηµα µετά από έκρηξη. 

Σώµα µάζας ΜΑ1=6Κg είναι δεµένο σε  oριζόντιο  ελατήριο σταθεράς Κ=100Ν/m.To 

άλλο άκρο του ελατηρίου είναι δεµένο σε δεύτερο σώµα µάζας ΜΑ2=2Κg.To όλο 

σύστηµα ισορροπεί πάνω σε λείο οριζόντιο επίπεδο µεγάλου µήκους. Ξαφνικά και 

εξαιτίας µιας έκρηξης το σώµα ΜΑ1 σπάει σε δύο κοµµάτια που το ένα έχει διπλάσια 

µάζα από το άλλο. Από αυτά το µικρότερο κοµµάτι  µένει δεµένο στο ελατήριο και 

κινείται οριζόντια έτσι ώστε να αρχίζει να συσπειρώνει το ελατήριο. Αν η ενέργεια 

της έκρηξης που µεταφέρθηκε στα κοµµάτια του ΜΑ1  ήταν  6 J να βρεθούν: 

Α)  Τα µέτρα των  ταχυτήτων  των κοµµατιών του ΜΑ1 µετά την έκρηξη 

Β)  Η µέγιστη συσπείρωση του ελατηρίου 

Γ)  Τα µέτρα των ταχυτήτων των σωµάτων όταν το ελατήριο αποκτήσει για πρώτη 

φορά µετά την έκρηξη το φυσικό του µήκος. 

AΠΑΝΤΗΣΗ 

A)Για την έκρηξη και µε την βοήθεια της Α∆Ο θα έχουµε: 

0=m1·υ1-m2·υ2  (1) 

To άθροισµα των δύο µαζών θα είναι  m1+m2=6  (2)   και m1=2m2  και µε την βοήθεια 

της Α∆Ε για την έκρηξη θα έχουµε  Εεκρ=1/2m1.U1
2+1/2m2.U2

2    

Eτσι θα βρούµε m1=4Kg  m2=2Kg  και  υ1=1m/sec και υ2=2m/sec. 

B) To σώµα m2 µένει δεµένο στο ελατήριο και έχει αρχική ταχύτητα υ2=2m/sec. Eτσι

το ελατήριο θα αρχίζει να συσπειρώνεται και το σώµα m2 να εκτελεί 

επιβραδυνόµενη κίνηση. Η άλλη όµως άκρη του ελατηρίου βρίσκεται στο σώµα 

ΜΑ2. Ετσι το σώµα αυτό αρχίζει να επιταχύνεται. Η ελάχιστη απόσταση των δύο 

σωµάτων θα συµβεί όταν τα σώµατα αποκτήσουν την ίδια  κατά µέτρο ταχύτητα. 

Τότε όµως η συσπείρωση του ελατηρίου θα είναι µέγιστη.  Με την βοήθεια της 

Α∆Ο θα έχουµε για το σύστηµα  m2υ2=(MΑ2+m2)υκοινή    άρα υκοινή=1m/sec. 

Mε την βοήθεια της Α∆Ε για το σύστηµα θα έχουµε Κ2=Κσυ + Uελmax    άρα 

xmax=0,2m. 



Στο ίδιο αποτέλεσµα θα µπορούσαµε να καταλήξουµε και µε έναν  άλλον τρόπο 

Από την Α∆Ο για µία τυχαία θέση του συστήµατος   m2.U2=m2.U3+MΑ2.U4  άρα 

4=2U3+2U4  (S.I)  (3) και από την Α∆Ε  Κ2=Κ3+Κ4+ Uελ   άρα 

 4=U3
2+U4

2+50x2 (S.I.) (4) 

 µε αντικατάσταση της (3) στην (4) θα προκύψει η δευτεροβάθµια εξίσωση ως προς 

U3: 

U3
2-2U3+25x2=0  . 

Το U3 δεν µπορεί να πάρει  φανταστικές τιµές άρα η διακρίνουσα  της 

δευτοροβάθµιας εξίσωσης θα πρέπει να είναι θετική.  

Αρα ∆≥0  άρα 4-100x2
≥0   άρα x≤0,2   άρα xmax=0,2m. 

Γ)Αν εφορµόσουµε Α∆Ο και Α∆Ε για το σύστηµα αµέσως µετά την έκρηξη και 

µέχρι την στιγµή που το ελατήριο θα αποκτήσει ξανά το φυσικό του µήκος θα 

πάρουµε  m2·U2=m2·U5+MΑ2·U6   (5)  Κ2=Κ5+Κ6   άρα 

1/2 m2.U2
2=1/2 m2.U5

2+1/2MΑ2.U6
2 

βλέπουµε ότι οι σχέσεις ισοδυναµούν µε τις σχέσεις που θα έδινε  µία  ελαστική 

κρούση κινούµενου µε ακίνητου σώµατος. Επειδή λοιπόν  και επειδή οι µάζες m2 και 

ΜΑ2 είναι ίσες θα ανταλλάξουν ταχύτητες την στιγµή που το ελατήριο θα αποκτήσει 

για πρώτη φορά το φυσικό του µήκος.  

Αρα U5=0 m/sec και U6=2m/sec. 



Ένα κύµα στον.. ιστό της αράχνης 

Σώµα µάζας Μ=4Kg είναι δεµένο σε κατακόρυφο ελατήριο µε σταθερά Κ=100π2Ν/m 

και ισορροπεί  σε ύψος Η=3,2m  το έδαφος. Στο σώµα είναι δεµένος ένας οριζόντιος 

αβαρής ιστός αράχνης µε µεγάλο µήκος. ∆ύο αράχνες βρίσκονται σε αποστάσεις 

0,3m και 0,5m αντίστοιχα από το σώµα κολληµένες στον ιστό. Η ταχύτητα διάδοσης 

του κύµατος στον ιστό είναι V=1m/sec. Ένα δεύτερο σώµα  µάζας Μ=4Kg κινείται 

κατακόρυφα και συγκρούεται κεντρικά και ελαστικά µε το σώµα  που είναι δεµένο 

στο ελατήριο έχοντας ταχύτητα µέτρου 0,5π m/sec.Tην στιγµή που το δεύτερο σώµα 

φτάνει στο έδαφος : 

α) Να σχεδιαστεί η µορφή του ιστού της αράχνης. 

β) Πόσο απέχουν τα ζωύφια.  

γ) Πόσα σηµεία του ιστού έχουν ταχύτητα µέτρου umax/2  όπου umax η µέγιστη 

ταχύτητα ταλάντωσης τους. 

δ) Ποιος ο λόγος των µέτρων των δυνάµεων επαναφοράς που δέχονται τα 

ζωύφια. 

∆ίνεται το g=10m/sec2. 

Απάντηση: 

Η περίοδος της ταλάντωσης του σώµατος και  ταυτόχρονα  και η περίοδος 

ταλάντωσης όλων των σηµείων του ιστού θα δίνεται από τη σχέση  

T=2π√Μ/Κ=0,4sec.Tα σώµατα έχουν την ίδια µάζα και συγκρούονται ελαστικά άρα 

θα ανταλλάξουν ταχύτητες. Ετσι η ταχύτητα του σώµατος που είναι δεµένο στο 

ελατήριο θα  είναι u=0,5π m/sec ενώ το σώµα που ανέβαινε θα αποκτήσει στιγµιαία 

ταχύτητα 0.Το σώµα αυτό θα κάνει ελεύθερη πτώση και θα φτάσει στο έδαφος µετά 

από χρόνο που θα βρεθεί από την σχέση της θέσης στην ελεύθερη πτώση Η=1/2 g.t2  

3,2=1/2 .10.t2  Aρα t=0,8sec. 

Aπό τη θεµελιώδη εξίσωση  της κυµατικής V=λ.f  και µε αντικατάσταση το λ=0,4m. 

Το πλάτος ταλάντωσης του σώµατος θα βρεθεί από τη σχέση  Umax=ω.Α και άρα 

Α=0,1m. 



α)Ο χρόνος πτώσης του σώµατος αντιστοιχεί µε 2Τ άρα το στιγµιότυπου του κύµατος 

θα είναι  

Β)Η σχέση της ταχύτητας ταλάντωσης των  διάφορων σηµείων του ιστού  για την 

στιγµή t=0,8sec  θα δίνεται από τη σχέση  U=ωΑ.συν2π(0,8/0,4 –x/0,4) 

=0,5πσυν2π(2-χ/0,4) (S.I.) 

Aπό την γραφική παράσταση της ταχύτητας ταλάντωσης µε το χ θα βρω τα σηµεία 

που θέλω  

Τα σηµεία λοιπόν όπως φαίνεται στο σχήµα είναι  8. 

Γ)Οι αράχνες όπως φαίνεται και στο στιγµιότυπο βρίσκονται η πρώτη στην θέση +Α 

και η δεύτερη στη θέση –Α  την στιγµή που το δεύτερο σώµα φτάνει στο έδαφος. 

Έτσι µε ένα πυθαγόρειο θεώρηµα θα βρω D=√{(2A) 2+(∆x)2}=0,2√2 m. 

∆)Ο λόγος των δυνάµεων θα είναι  │F1/F2│=│-D.A/-D(-A)│=1 



Ένα ελατήριο που είναι και πηνίο 

Στο παρακάτω σχήµα φαίνεται ένα ελατήριο που είναι ταυτόχρονα και πηνίο στο 

κύκλωµα L-C που θα σχηµατισθεί κλείνοντας τον διακόπτη ∆.To αβαρές  ελατήριο-

πηνίο αποτελείται από λεπτό  µεταλλικό σύρµα που θα κοπεί αν το διαπεράσει ρεύµα 

έντασης µεγαλύτερης του Ι≥10mA. 

H σταθερά του  ελατηρίου  είναι Κ=60N/m και ο συντελεστής αυτεπαγωγής είναι 

L=0,1H.O πυκνωτής έχει χωρητικότητα C=10µF και αρχικά φορτισµένος µε φορτίο 

Q=10µC. Η  ράβδος του σχήµατος έχει µάζα Μ=3Κg  και µήκος L=4m είναι από 

µονωτικό υλικό και ισορροπεί οριζόντια µε την βοήθεια του ελατηρίου-πηνίου. Η 

ράβδος µπορεί να περιστρέφεται γύρω από οριζόντιο άξονα που βρίσκεται σε 

απόσταση d2=1m από το άκρο που είναι στερεωµένο το ελατήριο-πηνίο. Την στιγµή 

t=0 κλείνουµε τον διακόπτη και την στιγµή που  το ελατήριο κόβεται στο άλλο άκρο 

της ράβδου πέφτει κατακόρυφα µε ταχύτητα µέτρου  υ= 32m/s ένα σηµειακό σώµα 

m=1Kg που συγκρούεται πλαστικά µε την ράβδο. Να βρεθούν: 

Α)  Η στιγµή που κόπηκε το ελατήριο 

Β)  Ο ρυθµός µεταβολής ενέργειας του  µαγνητικού πεδίου του πηνίου την στιγµή 

που κόβεται το ελατήριο 

Γ)  Την αρχική επιµήκυνση του ελατηρίου-πηνίου 

∆)  Το ρυθµό µεταβολής της στροφορµής για το σύστηµα ράβδο-m αµέσως µετά 

την  κρούση. 

Ε)  Την κινητική ενέργεια του συστήµατος όταν η ράβδος γίνει κατακόρυφη για 

πρώτη φορά. 

Για την ράβδο Ιcm=1/12 M L2. 

Απάντηση: 



Α)  Το ω=1/√L.C=1000rad/sec   και το Ιmax=ω.Q=10-2 Α .Παρατηρώ ότι η µέγιστη 

ένταση του ρεύµατος για το L-C κύκλωµα  αντιστοιχεί και στην ένταση του 

ρεύµατος για την οποία κόβεται το πηνίο-ελατήριο. Αρα ο χρόνος που θα 

χρειασθεί µετά το κλείσιµο του διακόπτη για να κοπεί το ελατήριο-πηνίο θα 

είναι Τ/4=π/2000 sec. 

B) O ρυθµός µεταβολής της ενέργειας του µαγνητικού πεδίου θα δίνεται από την

σχέση ∆UB/∆t=-VC.i=-q.i/C  αλλά επειδή το ρεύµα εκείνη την στιγµή είναι

µέγιστο το φορτίο του πυκνωτή θα είναι q=0C  άρα και ∆UB/∆t=0J/sec.

Γ)  Αν εφαρµόσουµε την συνθήκη ισορροπίας για την ράβδο πριν το κόψιµο του 

ελατηρίου θα έχουµε  Στ(Ο)=0  άρα –Μgd1+Kxελ.d2=0  άρα -30.1+60xελ=0 

άρα xελ=0,5m. 

∆)   Αµέσως µετά την κρούση το ελατήριο έχει κοπεί και οι µοναδικές δυνάµεις που 

προκαλούν ροπή είναι το βάρος της ράβδου και το βάρος του  σώµατος µάζας 

m 

∆L/∆t=Μg.d1+m.g(L-d2)=60Νm 

E) Aν εφαρµόσουµε Α∆Σ για το σύστηµα ράβδο-m θα έχουµε  Lαρχ=Lτελ  άρα

m·υ·(L-d2)=Iολ·ωσυστ   (1) 

Το Ιολ=1/12 ΜL2 +M(L/2 –d2)
2 + m(L-d2)

2=16kg.m2. 

Mε αντικατάσταση στην (1) θα έχουµε  ωσυστ=6r/sec. 

Mε την βοήθεια της Α∆Ε από την αρχική θέση του συστήµατος στην κατακόρυφη 

θέση θα έχουµε  Uρ+Um+Kπερ=Κπερ΄   άρα η τελική  Κπερ΄=348J. 



Ένα … ανάποδο γιο-γιο. 
Γύρω από οµογενή κύλινδρο µάζας Μ=2kg και ακτίνας R=0,4m έχουµε τυλίξει 
αβαρές νήµα µεγάλου µήκους. Ο κύλινδρος ισορροπεί σε οριζόντιο επίπεδο µε το 
άλλο άκρο του νήµατος στερεωµένο στο έδαφος και το νήµα να είναι κατακόρυφο. 
Ασκούµε στο κέντρο του κυλίνδρου κατακόρυφη σταθερή δύναµη µέτρου F=23Ν µε 
αποτέλεσµα ο κύλινδρος να αρχίζει να ανεβαίνει και το νήµα να ξετυλίγεται 
κατακόρυφα. Την στιγµή που το κέντρο µάζας του κυλίνδρου έχει ανέβει κατά 2m το 
νήµα σπάει και ταυτόχρονα καταργείται η δύναµη.  
Να βρεθούν: 
A) H µέγιστη ανύψωση του κέντρου µάζας του κυλίνδρου
Β)  Η συνολική γωνιακή µετατόπιση µέχρι ο κύλινδρος να επιστρέψει στο έδαφος. 
Γ)  Ο µέγιστος ρυθµός µεταβολή της κινητικής ενέργειας του κυλίνδρου. 

∆ίνεται το Ιcmκυλινδρου=0,5ΜR2. 

Aπάντηση: 

Α) Εφαρµόζουµε τους νόµους για την στροφική και µεταφορική κίνηση του 
κυλίνδρου: 

F-Mg-T=Ma    (1)   και Τ·R=0,5MR2αγων (2) 
 θα βρούµε a=1m/sec2. 

Aπό τον νόµο του διαστήµατος για επιταχυνόµενη µεταφορική κίνηση θα 
έχουµε h=1/2a·t2    άρα t=2sec   και από τον νόµο της ταχύτητα στην 
επιταχυνόµενη µεταφορική κίνηση θα έχουµε υ=a.t=2m/sec η δε γωνιακή 
ταχύτητα του κυλίνδρου θα είναι εκείνη τη στιγµή  ω=ω/R=5rad/sec. 
Μετά το κόψιµο του νήµατος και την κατάργηση της δύναµης το σώµα κινείται 
µόνο µε την επίδραση του βάρους του που είναι δύναµη που ασκείται στο 
κέντρο του κυλίνδρου και δεν µπορεί να προκαλέσει ροπή. 
Ετσι ο κύλινδρος εκτελεί οµαλή περιστροφική κίνηση και επιβραδυνόµενη 
µεταφορική µέχρι το µέγιστο ύψος. Από και µετά η κίνηση του κυλίνδρου 
γίνεται επιταχυνόµενη µεταφορική  µε φορά προς τα κάτω ενώ εκτελεί και 
οµαλή περιστροφική κίνηση µε την γωνιακή ταχύτητα που είχε αποκτήσει την 
στιγµή που κόπηκε το νήµα. 

Από το νόµο της ταχύτητας για την επιβραδυνόµενη µεταφορική προς τα πάνω 
θα πάρουµε  υ=υo-gtαν   tαν=0,2sec   και από τον νόµο του διαστήµατος στην 
επιβραδυνόµενη κίνηση θα έχουµε Η=υο·tαν-1/2gtαν

2=0,2m 



Aρα η συνολική µέγιστη ανύψωση του κέντρου µάζας του κυλίνδρου θα είναι 
Ηολ=2,2m 

B) Κατά την άνοδο του κυλίνδρου µε την επίδραση της δύναµης ο κύλινδρος
εκτελούσε επιταχυνόµενη στροφική κίνηση.
Ετσι η γωνιακή του µετατόπιση θα ήταν θ1=1/2αγων·t2=5rad.

Για να φτάσει ο κύλινδρος στο έδαφος από το µέγιστο ύψος θα χρειασθεί χρόνο
που θα βρεθεί από την σχέση Ηολ=1/2g·tκαθ2    tκαθ=√0,44sec=0,66sec.
Ο κύλινδρος λοιπόν θα κινηθεί οµαλά στροφικά για συνολικό χρόνο
toλ=0,86sec  η γωνιακή µετατόπιση θα είναι θ2=ω·toλ=5.0,86=4,3rad.
H συνολική γωνιακή µετατόπιση του κυλίνδρου µέχρι να επιστέψει στο έδαφος
θα είναι θολ=9,3rad.

Γ)  Η κινητική ενέργεια έχει  τρείς διαφορετικούς ρυθµούς µεταβολής. Μία κατά 
την διάρκεια της ανόδου µε την επίδραση της δύναµης µία κατά την διάρκεια 
της ανόδου µετά το κόψιµο του νήµατος και την κατάργηση της δύναµης και 
τέλος µία κατά την διάρκεια καθόδου του κυλίνδρου. 

Κατά την άνοδο  ∆Κολ/∆t=ΣF·υ+Στ·ω που για να γίνει µέγιστη θα πρέπει το υ 
και το ω να είναι µέγιστα άρα την στιγµή που κόβεται το νήµα θα έχουµε 

∆Κ/∆t│max=6J/sec 

Kατά την άνοδο µε µόνη επίδραση την επίδραση του βάρους 
∆Κολ/∆t=-Μg·υ 

 Γιατί  ∆Κστ/∆t=0 

Kατά την πτώση  ∆Κ/∆t=Μg·υ. 
 Για να γίνει µέγιστος αυτός ο ρυθµός µεταβολής την κινητικής ενέργειας θα 
πρέπει το υ να γίνει µέγιστο δηλαδή όταν ο κύλινδρος φτάσει στο έδαφος  τότε 
η  υmax=g·tκαθ=6,6m/sec και  ∆Κ/∆t│max=132J/sec. 

Αρα ο µέγιστος ρυθµός µεταβολής της κινητικής ενέργειας συµβαίνει όταν ο 
κύλινδρος φτάνει στο έδαφος και είναι 132J/sec. 



Ένα σύστημα που εκτελεί γ.α.τ. 

Το παρακάτω σχήμα αποτελείται από ένα ακλόνητο  ισοσκελές λείο τρίγωνο που οι γωνίες στην βάση  του 

είναι 30
ο
 και στην κορυφή αυτού έχουμε στερεώσει μία τροχαλία μάζας Μ=4Κg που μπορεί να 

περιστρέφεται χωρίς τριβές γύρω από οριζόντιο  ακλόνητο άξονα.Tα σώματα έχουν μάζες Μ1=Μ2=4Κg και 

ισορροπούν με τα ελατήρια να έχουν μεγαλύτερο μήκος από το φυσικό τους μήκος με την βοήθεια  μη 

εκτατού νήματος που συνδέεται με τα σώματα μέσω της τροχαλίας. Τα ελατήρια έχουν σταθερές 

Κ1=400Ν/m και Κ2=100Ν/m. 

Αρχικά το ελατήριο με σταθερά Κ1 είναι επιμηκυμένο κατά x1=0,1m σε σχέση με το φυσικό του μήκος. 

Απομακρύνουμε λίγο το σύστημα από την θέση ισορροπίας του και το αφήνουμε ελεύθερο.  

A) Nα βρεθεί η αρχική επιμήκυνση του ελατηρίου με σταθερά Κ2

Β)  Να αποδείξετε ότι το κάθε σώμα θα εκτελέσει α.α.τ. και  να υπολογιστεί η περίοδος του συστήματος. 

Γ)  Να βρεθεί η συνθήκη έτσι ώστε το σύστημα να εκτελεί α.α.τ. 

Για την τροχαλία Ιcm= ½ MR
2
. 

Απάντηση: 

Α)Για την ισορροπία του σώματος με μάζα Μ1 θα ισχύει Τ1=Μ1gημφ +Κ1x1 άρα Τ1=60Ν 

Για την ισορροπία της τροχαλίας θα ισχύει Τ1R-T2R=0 άρα Τ2=60Ν 

Για την ισορροπία του σώματος Μ2 θα ισχύει Τ2=Μ2gημφ +Κ2x2  άρα x2=0,4m 

Β)Εστω ότι  πιέζουμε λίγο προς τα κάτω  το σώμα μάζας Μ2  τότε για τις μεταφορικές κινήσεις των δύο 

σωμάτων αλλά και την περιστροφική κίνηση της τροχαλίας θα ισχύουν οι νόμοι της κίνησης τους 

Μ1gημφ+Κ1(x1+x) –T1=M1a  (1) 

T2-M2gημφ-Κ2(x2-x)=M2a                     (2) 

T1R-T2R=0,5Mαγων  ή Τ1-Τ2=0,5Ma    (3) 

Mε την βοήθεια των παραπάνω σχέσεων θα καταλήξουμε: 

Τ1=60 + 200x (SI) και Τ2=60+100x (SI),     a=50x  (SI) 

Για τις ταλαντώσεις των δύο σωμάτων και θεωρώντας θετική φορά την φορά της  αρχικής απομάκρυνσης 

θα έχουμε 

ΣF=T1-M1gημφ-Κ1(x1+x)=-200x  (SI) άρα α.α.τ. με D1=200N/m 



ΣF=K2(x2-x)+M2gημφ-Τ2=-200x (SI) άρα α.α.τ με D2=200N/m 

Aρα Τ=2π s
D

M

50

2π
= . 

Γ)Να να συνεχίσει το σύστημα να εκτελεί ταλάντωση θα πρέπει οι δύο τάσεις του νήματος να υπάρχουν 

άρα Τ1>0 και Τ2>0 άρα το πλάτος ταλάντωσης θα πρέπει να είναι μικρότερο από Α= mm 6,0
100

60
= . 



Ένα ελατήριο και βαρούλκο 

Στο παρακάτω σχήµα το σώµα έχει µάζα m=1/π kgr  ο κύλινδρος  που έχει µάζα 

Μ1=2kg και  ακτίνα R1= 1m είναι στερεωµένος µε κατάλληλο υποστήριγµα έτσι ώστε 

να µπορεί να περιστρέφεται γύρω από οριζόντιο άξονα. Πάνω στον κύλινδρο είναι 

κολληµένη ράβδος µήκους L= 2m και µάζας M2=3Kg µε το ένα της άκρο να 

βρίσκεται στο κέντρο του κυλίνδρου. 

Η ράβδος ισορροπεί κατακόρυφα .Το ελατήριο  έχει σταθερά Κ=100/π Ν/m και 

βρίσκεται στο φυσικό του µήκος µε το νήµα να είναι τεντωµένο και δεµένο στο 

ανώτερο σηµείο του κυλίνδρου. Με την βοήθεια  κατάλληλης δύναµης αρχίζουµε να 

περιστρέφουµε το σύστηµα επιµηκύνοντας το ελατήριο   µε το νήµα να τυλίγεται 

στον κύλινδρο µέχρι η ράβδος  να περιστραφεί κατά 90ο . 

Να βρεθούν: 

Α)  Το µέτρο της δύναµης που  πρέπει ασκούµε κάθετα στην ράβδο  αν το σύστηµα 

ισορροπεί µετά από την διαγραφή των 90ο . 

Β)  Ποια η ελάχιστη ενέργεια που δαπανήσαµε έως εκείνη την στιγµή αν 

υποθέσουµε ότι δεν υπάρχουν οποιαδήποτε είδη τριβών. 

Όταν το σύστηµα έχει διαγράψει γωνία 90ο και το σύστηµα ισορροπεί  το νήµα 

κόβεται και η εξωτερική δύναµη καταργείται. 

Γ)  Πόση µέγιστη ταχύτητα θα αποκτήσει το σώµα m και πόση µέγιστη γωνιακή 

ταχύτητα που  θα αποκτήσει το σύστηµα κυλίνδρου-ράβδου; 

∆)  Ποιο από τα δύο συστήµατα θα αποκτήσει πρώτο την µέγιστη κινητική 

ενέργεια. 

∆ίνονται για τον κύλινδρο Ι=0,5Μ1.R1
2   για την ράβδο  Ι=1/3Μ2.L

2  και π=3,14 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 



Α) To σύστηµα κυλίνδρου-ράβδου ισορροπεί. Αν εφαρµόσουµε Στ=0 γύρω από τον 

άξονα περιστροφής του συστήµατος θα έχουµε 

-F.L –M2g.L/2 +T.R1=0 (1) 

Για την ισορροπία όµως του σώµατος m  θα έχουµε  Fελ=Τ   άρα  Κ.2πR1/4=T  άρα 

Τ=50 Ν.  

Από την (1)   θα βρούµε  F=10N 

B)Mε εφαρµογή της Α∆Ε από την αρχική µέχρι την τελική θέση θα έχουµε 

Emin+UWραβδου =Uελατηρίου   

 έτσι  Εmin + M2.g.L/2=1/2K.( 2πR1/4)2 

άρα Εmin=9,25  J 

Γ)Όταν κοπεί το νήµα τα σώµατα δεν έχουν ταχύτητα. Ετσι το σώµα m που είναι 

δεµένο στο ελατήριο θα βρίσκεται στην ακραία θέση της ταλάντωσης που θα 

εκτελέσει. Το πλάτος ταλάντωσης του θα είναι Α=2πR1/4= π/2 m  άρα η µέγιστη 

ταχύτητά του θα βρεθεί από την σχέση Umax=ω.Α= 5π m/sec. 

To σύστηµα κυλίνδρου-ράβδου θα αποκτήσει µέγιστη κινητική ενέργεια την στιγµή 

που η δυναµική του ενέργεια θα γίνει ελάχιστη δηλαδή στην θέση όπου η ράβδος θα 

βρεθεί στην κατώτερή της θέση δηλαδή στην κατακόρυφη θέση κατεβαίνοντας. Με 

την βοήθεια την Α∆Ε για το σύστηµα κυλίνδρου-ράβδου από την στιγµή που 

κόβουµε το νήµα και µέχρι την κατώτερη θέση θα έχουµε 

UWράβδου=Kmax     άρα 

Μ2.g.L/2 =1/2Iολ.ωmax2      

µε Ιολ=1/2Μ1.R1
2 + 1/3M2.L

2= 5Kg.m2 

θα βρούµε  ωmax=2√3    r/sec. 



∆)To σώµα  m θα αποκτήσει µέγιστη ταχύτητα µετά από χρόνο Τ/4 αφού βρίσκεται 

στην ακραία θέση της ταλάντωσή του δηλαδή µετά από χρόνο: 

t=π√m/K/2 = π/20≈0,157 sec. 

To σύστηµα κυλίνδρου-ράβδου εκτελεί επιταχυνόµενη στροφική κίνηση µε συνεχώς 

µειούµενη  γωνιακή επιτάχυνση αφού η ροπή του βάρους της ράβδου Μ2 συνεχώς 

µειώνεται. Αν υποθέσουµε ότι η ροπή αυτή ήταν σταθερή και ίση µε την µέγιστη 

αρχική τιµή τότε  Μ2.g.L/2=Ioλ.αγωνmax  θα υπολογίζαµε αγωνmax= 6  r/sec2. H γωνία 

τότε διαγραφής του συστήµατος θα δινόταν από την σχέση: 

θ=1/2 αγωνmax.tmin
2  και µε θ=π/2 

θα βρίσκαµε τον ελάχιστο χρόνο που θα χρειαζόταν το σύστηµα για να φτάσει στην 

κατώτερή του θέση.  

Αρα   tmin= √π/6≈0,72 sec. 

Παρατηρούµε λοιπόν ότι το σώµα m φτάνει στην ΘΙΤ σε µικρότερο χρόνο από τον 

χρόνο που θα έφτανε το σύστηµα κυλίνδρου-ράβδου στην κατώτερη θέση αν είχε 

συνεχώς σταθερή-µέγιστη γωνιακή επιτάχυνση. Ο χρόνος που θα χρειασθεί το 

σύστηµα κύλινδρος-ράβδος είναι µεγαλύτερος από τον ελάχιστο. 

 Τελικά πρώτο θα αποκτήσει µέγιστη ταχύτητα  το σώµα που είναι δεµένο στο 

ελατήριο. 



Ελαστική παραµόρφωση

∆ύο λείες και τέλεια ελαστικές σφαίρες µε µάζες m1=4 kg  και m2=1 kg κινούνται

αντίθετα πάνω σε ένα  λείο οριζόντιο επίπεδο χωρίς να περιστρέφονται µε ταχύτητες 

υ1=5m/sec και υ 2=10m/sec µε αποτέλεσµα κάποια στιγµή οι σφαίρες να 

συγκρουστούν τέλεια  ελαστικά. Η σφαίρα m1 έχει  πάνω της ποµπό ηχητικών ήχων 

µε συχνότητα Fs=670Hz   ενώ η µάζα m2 έχει πάνω της ανιχνευτή ήχων. 

Α)   Να βρεθεί η συχνότητα που καταγράφει ο ανιχνευτής ήχων πριν και µετά την 

ελαστική κρούση 

Β)   Κάποια στιγµή ο ανιχνευτής ανιχνεύει συχνότητα F=670Hz. Ποια η ταχύτητα 

της κάθε σφαίρας τότε; 

Γ)   Να γίνει µία ποιοτική γραφική παράσταση της ολικής κινητικής ενέργειας του 

συστήµατος των δύο σφαιρών αλλά και της δυναµικής ενέργειας ελαστικής 

παραµόρφωσης των δύο σφαιρών σε συνάρτηση µε τον χρόνο  αν η κρούση 

διήρκησε ∆t=10-2sec.  

Η ταχύτητα του ήχου υ ηχ=340m/sec. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Α)Η πηγή και παρατηρητής πλησιάζουν πριν την κρούση τους έτσι µε βάση τον τύπο 

από το φαινόµενο Doppler θα έχουµε 

Fανιχ=( υ ηχ+ υ 2).Fs/( υ ηχ- υ 1)=700Hz 

Mε την βοήθεια των τύπων της θεωρίας µας για την ελαστική κρούση δύο 

κινούµενων σωµάτων θα έχουµε 

υ 1΄=(m1-m2) υ 1/(m1+m2)  +2m2. υ 2/(m1+m2)=-1m/sec 

υ 2΄=(m2-m1) υ 2/(m1+m2)  +2m1. υ 1/(m1+m2)=14m/sec 



Aπό τα πρόσηµα των ταχυτήτων καταλαβαίνουµε ότι τώρα η πηγή γυρίζει προς τα 

πίσω και ο παρατηρητής αποµακρύνεται από την πηγή. Ετσι και πάλι µε βάση τον 

τύπο για το φαινόµενο  Doppler για µετά την κρούση θα έχουµε  

Fανιχ΄=( υ ηχ- υ 2΄).Fs/( υ ηχ+│ υ 1΄│)=640,53Hz 

Β)Για να ανιχνεύει ο ανιχνευτής  συχνότητα ήχου ίση  µε αυτήν της πηγής σηµαίνει 

ότι η σχετική απόσταση των δύο σωµάτων στιγµιαία δεν µεταβάλλεται. Ετσι εκείνη 

την στιγµή οι ταχύτητες των δύο σφαιρών πρέπει να είναι ίσες. Με την βοήθεια της 

Α∆Ο θα έχουµε   Ραρχ=Ρτελ   άρα: 

m1. υ 1-m2. υ 2=(m1+m2) υ κοινή 

άρα υ κοινή=2m/sec. 

Γ)Η αρχική κινητική και η τελική κινητική ενέργεια του συστήµατος αφού η κρούση 

είναι ελαστική είναι ίδια και θα βρεθεί από την σχέση  

Κολ=1/2m1υ1
2+1/2m2. υ 2

2=100J 

Kατά την διάρκεια της κρούσης οι σφαίρες αρχίζουν να παραµορφώνονται η µέγιστη 

ελαστική τους παραµόρφωση θα συµβεί την στιγµή που η σχετική τους απόσταση 

παύει να µειώνεται ή την στιγµή που αρχίσει να αυξάνει δηλαδή την στιγµή που 

αποκτάνε την ίδια ταχύτητα δηλαδή την Uκοινή. Με την βοήθεια της Α∆Ε από την 

αρχική κατάσταση µέχρι την στιγµή που θα αποκτήσουν κοινή ταχύτητα θα έχουµε: 

Κολαρχ=Κσυστ+Uελαστ.παραµ.max 

100=10+Uελαστ.παραµ.max    

άρα η µέγιστη ελαστική παραµόρφωση θα είναι 90J. 

Eνα ποιοτικό διάγραµµα των παραπάνω ενεργειών µε τον χρόνο θα µπορούσε να 

είναι 



K

U

100
90

10

E

t
∆t=0,01s



Ελαστική κρούση µε µικρότερης µάζας σώµα. 

Eνα σώµα τεράστιας µάζας χτυπάει  κεντρικά και ελαστικά ένα δεύτερο αρχικά ακίνητο σώµα πολύ µικρό-

τερης µάζας και αυτό µε την σειρά του χτυπάει  ένα τρίτο σώµα πολύ µικρότερης µάζας και κ.ο.κ.Να βρεθεί 

η ταχύτητα του τελευταίου σώµατος αν έχουν προηγηθεί πέντε συνολικά κρούσεις αν η αρχική ταχύτητα του 

πρώτου σώµατος είναι u=1m/sec. 

Απάντηση: 

Όπως γνωρίζουµε από τη θεωρία όταν ένα σώµα πολύ µεγάλης µάζας χτυπήσει κεντρικά και ελαστικά ακί-

νητο σώµα το µικρό σώµα αποµακρύνεται µε ταχύτητα διπλάσιου µέτρου  από το αρχικά κινούµενο σώµα. 

Eτσι µετά από πέντε κρούσεις θα έχουµε  υ=2.2.2.2.2.1=32m/sec. 



Δύο τροχαλίες και μια ράβδος. 

H παρακάτω ράβδος ΑΓ του σχήματος είναι αβαρής  και έχει  μήκος L=1m, την 

συγκρατούμε  σε οριζόντια θέση με τη βοήθεια εξωτερικών δυνάμεων. Η ράβδος 

μπορεί να περιστρέφεται γύρω από οριζόντιο καρφί  σε θέση Ο. Στο κάθε άκρο Α και Γ 

της ράβδου πριτσινώνουμε (Βαγγέλη είναι όρος των σιδεράδων) δύο τροχαλίες μάζας 

Μ1=4Κg και Μ2=2Kg με ίδιες ακτίνες R1=R2=10cm που μπορούν να περιστρέφονται 

χωρίς τριβές γύρω από δύο οριζόντιους άξονες και παράλληλους με τον άξονα που 

διέρχεται από το σημείο Ο. 

Mε τη βοήθεια αβαρούς  νήματος δένουμε δύο σώματα με μάζες m1=4Kg και m2=3Kg 

που την στιγμή t=0 βρίσκονται στο ίδιο οριζόντιο επίπεδο. Την στιγμή t=0 αφήνουμε το 

σύστημα ελεύθερο  καταργώντας τις εξωτερικές δυνάμεις και παρατηρούμε ότι η 

ράβδος συνεχίζει να παραμένει οριζόντια ενώ το σύστημα των δύο μαζών αρχίζει να 

κινείται έτσι ώστε το σώμα μάζας m1 να αρχίζει να κατέρχεται. Να υπολογιστούν : 

α)   Ποια η απόσταση ΑΟ 

β)  Ποια η απόσταση των δύο μαζών σε συνάρτηση με το χρόνο αν οι μάζες 

θεωρηθούν σημειακές 

Ιcm=0,5MR
2
 

AΠΑΝΤΗΣΗ 



Α) Για την κίνηση του σώματος μάζας m1    m1g-T1=m1a (1) 

 Για την κίνηση της τροχαλίας  Τ1.R1-T2.R1=0,5.M1.R1
2
.αγων  άρα Τ1-Τ2=0,5.Μ2.a  (2) 

 Για την κίνηση του σώματος μάζας m2    Τ3-m2g=m2a (3)    

Για την κίνηση της τροχαλίας  Τ2.R1-T3.R1=0,5.M2.R1
2
.αγων  άρα Τ2-Τ3=0,5.Μ2.a  (4)

Aπό (1),(2),(3) και (4) θα βρούμε a=1m/sec2 και Τ1=36Ν Τ2=34Ν Τ3=33Ν 

Για την ισορροπία της πρώτης τροχαλίας θα ισχύει  Ν1=Μ1.g + T1 (5) άρα Ν1=76Ν 

Για την ισορροπία της  δεύτερης τροχαλίας θα ισχύει  Ν2=Μ2.g + T3 (6) άρα Ν2=53Ν 

Όπου Ν1 και Ν2 οι κατακόρυφες συνιστώσες των δυνάμεων που ασκεί η ράβδος στις 

τροχαλίες. 

Για την ισορροπία της ράβδου  Στ(ο)=0  άρα  Ν1.(AO) –N2(L-AO) =0 (7) άρα 

ΑΟ=53/129m 

B) Η απόσταση των δύο σημειακών μαζών θα δοθεί με τη βοήθεια του Π.Θ.

D={(L+2R1)2 + (2H)2}^1/2 ={1,44 +2.t2)^1/2 (S.I) 



Δύο τεταρτοκύκλια 

Tα δύο  κατακόρυφα τεταρτοκύκλια του σχήματος έχουν τη ίδια ακτίνα R. Σφαίρα μάζας m 

και  ακτίνας r αφήνεται να κυλίσει χωρίς να ολισθαίνει από το ανώτερο σημείο του  και στο 

εσωτερικό του πρώτου τεταρτοκύκλιου και στην συνέχεια μπαίνει στο εξωτερικό μέρος του 

δεύτερου τεταρτοκύκλιου χωρίς απώλειες ενέργειας όπου και εκεί συνεχίζει να κυλίεται 

χωρίς να ολισθαίνει. 

Να βρεθούν: 

A)Το συνθ   εκείνης της γωνία θ όπου η μικρή σφαίρα χάνει την επαφής με την εξωτερική

επιφάνεια του δεύτερου τεταρτοκύκλιου σε σχέση με τις δύο ακτίνες R και r.Ποια θα 

έπρεπε να είναι η σχέση των δύο ακτίνων R και r ώστε η σφαίρα να  μην κυλίσει καθόλου 

στην εξωτερική επιφάνεια του δεύτερου τεταρτοκύκλιου. 

Β)Ποια η τελική κινητική ενέργεια της σφαίρας  λόγω της μεταφορικής κίνησης όταν φτάσει 

στο έδαφος. 

Για την σφαίρα Ιcm=2/5.m.r
2
 

AΠΑΝΤΗΣΗ 

Με την βοήθεια της ΑΔΕ για τη κίνηση της σφαίρας στο πρώτο τεταρτοκύκλιο θα έχουμε 

m.g.(R-r)=1/2.m.U
2
 +1/2.2/5.m.r

2
.ω

2
   άρα U=√g(R-r)/0,7  (1) 

Για την κίνηση της σφαίρα στο εξωτερικό του δεύτερου τεταρτοκύκλιου θα βρούμε με την 

βοήθεια της ΑΔΕ 

1/2.m.U
2
 +1/2.2/5.m.r

2
.ω

2
   + m.g.h =1/2.m.Uτελ

2
 +1/2.2/5.m.r

2
.ωτελ

2
 (2) 



Την στιγμή που η σφαίρα θα χάσει την επαφή της με το δεύτερο τεταρτοκύκλιο η μοναδική 

δύναμη που θα ασκείτε στη σφαίρα θα είναι το βάρος της και μία συνιστώσα του βάρους 

θα παίζει το ρόλο της κεντρομόλου δύναμης με τη βοήθεια της οποίας θα βρούμε 

m.g.συνθ=m.Uτελ
2
/(R+r) (3) 

από το ορθογώνιο τρίγωνο 

 h 

 θ  R+r 

h=(r+R)(1-συνθ)  (4) 

Mε αντικατάσταση των σχέσεων (4) (3) και (1) στην (2) θα βρούμε μετά από πράξεις 

 συνθ=2R/1,7(R+r) (5) 

Για να μην κυλίσει καθόλου η σφαίρα στη εξωτερική επιφάνεια του δεύτερου 

τεταρτοκύκλιου θα έπρεπε το θ=0rad  άρα από την εξίσωση (5) r=3R/17 

B)H σφαίρα μετά το χάσιμο της επαφής της με το δεύτερο τεταρτοκύκλιο θα κινείται μόνο

με την επίδραση του βάρους της.Ετσι η κινητική ενέργεια λόγω περιστροφής δεν θα 

αλλάξει.Με την βοήθεια της ΑΔΕ από την αρχική θέση μέχρι να φτάσει στο έδαφος θα 

έχουμε 

m.g.(2R-r)= Κτελ  + 1/2.2/5.m.r
2
.ωτελ

2
 με την βοήθεια των σχέσεων (3) και (5) μετά από 

πράξεις θα φτάσουμε Κτελ=m.g.(30R/17 –r)   



Δυο ταλαντώσεις και δυο κύματα. 

Στο παρακάτω σχήμα τα ελατήρια έχουν το φυσικό τους μήκος και τα 

σώματα ισορροπούν σε λείο οριζόντιο επίπεδο. 

Τα ελατήρια έχουν σταθερές Κ1=π
2
Ν/m και Κ2=4π

2
Ν/m και οι μάζες

m1=m2=1Kg. Πάνω στα σώματα m1 και m2 είναι στερεωμένες δύο 

κατακόρυφες ελαστικές χορδές μήκους L=5m όπου μπορούν να 

διαδοθούν εγκάρσια αρμονικά κύματα με ταχύτητα υ=1m/sec. 

Την χρονική στιγμή t=0 δίνουμε ταχύτητα μέτρου υ=0,1πm/sec στο 

σώμα Μ1  προς τα αριστερά και μετά την επιστροφή του στη αρχική του 

θέση τα δύο σώματα συγκρούονται μετωπικά και ελαστικά. 

A) Να βρεθεί η περίοδος της περιοδικής κίνησης που θα εκτελέσει το

σύστημα των δύο μαζών.

Β)  Να σχεδιασθούν οι απομακρύνσεις των ταλαντώσεων για τα δύο 

σώματα μέχρι την στιγμή t2 που η διαταραχή στην πρώτη χορδή  θα 

έχει φτάσει στο άλλο της άκρο. 



Γ)  Nα σχεδιασθούν οι μορφές των δύο χορδών την χρονική στιγμή t2. 

Nα θεωρηθεί αμελητέα η χρονική διάρκεια της κάθε κρούσης των 

σωμάτων και θετική φορά των απομακρύνσεων η φορά προς τα 

δεξιά. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Α)Το σώμα m1 είναι δεμένο στο ελατήριο Κ1 και θα εκτελέσει  μισή 

γ.α.τ. μέχρι να επιστρέψει στην αρχική του θέση. Η περίοδος θα βρεθεί  

από την σχέση Τ1=2π√m1/K1 άρα Τ1=2sec.H αρχική ταχύτητα του 

σώματος είναι και η μέγιστη της ταλάντωσης άρα υ=ω1.Α1 άρα 

Α1=0,1m.Tα σώματα έχουν ίδιες μάζες άρα μετά την ελαστική τους 

κρούση θα ανταλλάξουν ταχύτητες. Έτσι το σώμα με μάζα m2 θα αρχίσει 

να εκτελεί και αυτό μισή γ.α.τ. με  Τ2=2π√m2/K2 άρα Τ2=1sec. H αρχική 

ταχύτητα του σώματος m2 μετά την ελαστική κρούση είναι και η 

μέγιστη της ταλάντωσης άρα υ=ω2.Α2 άρα Α2=0,05m.  

Ο χρόνος επανάληψης   του φαινομένου θα είναι Τα=Τ1/2 +Τ2/2= 1,5sec. 

B)Για να φτάσει η διαταραχή στην άλλη άκρη της χορδής θα χρειασθεί 

χρόνος t=L/U=5sec. 

Για να αρχίσει η ταλάντωση του δεύτερου σώματος θα χρειασθεί 

χρόνος t3=T1/2=1sec.Oι γραφικές παραστάσεις των απομακρύνσεων των 

δύο σωμάτων θα είναι θεωρώντας θετική φορά την φορά προς τα 

δεξιά. 
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Τα «μήκη κύματος» σε κάθε χορδή θα είναι υ=λ1.F1 άρα λ1=2m και 

υ=λ2.F2 άρα λ2=1m. 

Η μορφή των δύο χορδών θα είναι 



∆ύο πυκνωτές  και  δύο πηνία

Στο παρακάτω κύκλωµα δίνονται Ε=20V, R=10Ω, L1=L2=100mH και C1=C2=10µF. Ένα βλήµα  κινούµενο 

οριζόντια µε σταθερή ταχύτητα υ=80m/sec  µπορεί να συµπαρασύρει στο περασµά του όλους τους αβαρείς 

µεταγωγούς χωρίς απώλεια ενέργειας. O µεταγωγέας Α  βρίσκεται σε µόνιµη θέση έτσι ώστε το  ρεύµα στο 

πρώτο πηνίο να είναι σταθεροποιηµένο ενώ οι πυκνωτές είναι αφόρτιστοι. Την χρονική στιγµή t=0 το βλήµα 

χτυπά το µεταγωγέα Α. Η απόσταση µεταξύ των µεταγωγέων ΑΒ είναι σταθερή και ίση µε D1=4πcm και 

των µεταγωγέων ΒΓ είναι D2=12πcm. 

Να γίνουν οι γραφικές παραστάσεις των φορτίων των κάτω οπλισµών του κάθε πυκνωτή σε συνάρτηση µε 

το χρόνο. 

Απάντηση: 

Η ένταση του ρεύµατος που διαρρέει το πρώτο πηνίο πριν το χτύπηµα του βλήµατος στον µεταγωγέα Α εί-

ναι 
E

I
R

= = =2Α. Την στιγµή t=0 o µεταγωγέας Α µετακινείται άρα αρχίζουν οι πρώτες ηλεκτρικές ταλα-

ντώσεις στο πρώτο κύκλωµα και για χρόνο: 

3
1

1

D 10
t s

2

π

υ

−
⋅

= = . 

H περίοδος των ηλεκτρικών ταλαντώσεων δίνεται από την σχέση: 

3T 2 LC 2 10 sπ π
−

= = ⋅ . 

Παρατηρώ ότι ο χρόνος  t1 αντιστοιχεί σε χρόνο Τ/4. Eτσι ο πυκνωτής έχει πλήρως φορτιστεί µε τον κάτω 

οπλισµό του θετικά φορτισµένο. Την στιγµή t2 o µεταγωγέας Β αλλάζει θέση και   έτσι αρχίζουν ηλεκτρικές 

ταλαντώσεις στο  δεύτερο ηλεκτρικό κύκλωµα C-L και για χρόνο: 

32
2

D
t 1,5 10 s∆ π

υ

−
= = ⋅ . 

O χρόνος αυτός αντιστοιχεί σε χρονική διάρκεια 3T/4 των ηλεκτρικών ταλαντώσεων του δεύτερου κυκλώ-

µατος C-L. Eτσι ο  πρώτος πυκνωτής δεν θα έχει καθόλου φορτίο άρα όλη η ενέργειά του έχει µεταφερθεί 

στο πηνίο. Θα αρχίσουν ηλεκτρικές ταλαντώσεις στο τελευταίο κύκλωµα L-C µε µέγιστο αρχικό ρεύµα  που 

θα έχει φορά προς τα κάτω. Ετσι αρχικά θα φορτιστεί θετικά ο κάτω οπλισµός του  δεύτερου πυκνωτή. Το 

µέγιστο φορτίου του κάθε πυκνωτή θα βρεθεί από τη σχέση Ι=ω.Q  άρα Q=2.10-3 C. 





 Δύο πηγές ήχου και ένας ταλαντωτής. 

Aνάμεσα σε δύο ακίνητες πηγές (1) &(2) που εκπέμπουν αρμονικό ήχο συχνότητας 

F1=F2=680Hz βρίσκεται ανιχνευτής ήχων μάζας m=0,5kg   που μπορεί να 

ταλαντώνεται οριζόντια έχοντας  για θέση ισορροπίας ταλάντωσης το μέσο Μ του 

ευθύγραμμου τμήματος που ενώνει τις δυο πηγές. Στις δύο ακραίες  θέσεις της 

ταλάντωσης του ο ανιχνευτής ήχων  δεν καταγράφει  ένταση ήχου και  το ίδιο 

συμβαίνει σε άλλες δύο θέσεις ανάμεσα στις ακραίες θέσεις της ταλάντωσή του. Αν 

η σταθερά επαναφοράς  της ταλάντωσης  για τον ανιχνευτή ήχων είναι D=50N/m  

και ο ταλαντωτής την στιγμή t=0 βρίσκεται στο σημείο Μ και πλησιάζει την πηγή  (1) 

να βρεθούν: 

A) To πλάτος ταλάντωσης του ανιχνευτή ήχων.

Β)   Σε ποιες θέσεις ο ανιχνευτής καταγράφει μέγιστη ένταση ήχου. 

Γ)   Ποια η εξίσωση της συχνότητας σε συνάρτηση με τον χρόνο που καταγράφει ο 

ανιχνευτής ήχων για κάθε ήχο που προέρχεται ξεχωριστά από την κάθε πηγή. 

Δίνεται η ταχύτητα του ήχου uηχ=340m/sec. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Α)  Πάνω στην ευθεία που ενώνει τις πηγές Π1 και Π2 διαδίδονται δύο ηχητικά 

κύματα με μήκος κύματος  που θα βρεθεί από την σχέση uηχ=λ.f   άρα 

λ=0,5m.Τα κύματα αυτά διαδίδονται αντίθετα με αποτέλεσμα πάνω στην 

ευθεία που ενώνει τις δύο πηγές να δημιουργηθεί  «στάσιμο κύμα». Το μέσο 

Μ είναι σημείο ενισχυτικής συμβολής  «κοιλία» του «στάσιμου κύματος». Με 

βάση τα δεδομένα του προβλήματος θα μπορούσαμε να κάνουμε το 

παρακάτω σχήμα 

Οι δύο ακραίοι δεσμοί αποτελούν και τα άκρα της ταλάντωσης του ταλαντωτή. 

Ετσι Α=3λ/4=0,375m. 

Β)  Για να καταγράφει μέγιστη ένταση ήχου θα πρέπει να βρίσκεται σε θέση όπου 

θα αντιστοιχεί  κοιλία του «στάσιμου κύματος». Αυτό συμβαίνει στην θέση  

Θ.Ι.Τ. και σε οριζόντια απόσταση λ/2 δεξιά και αριστερά της θέσης ισορροπίας 



της ταλάντωσης του  ανιχνευτή ήχων. Δηλαδή στις θέσεις -0,25m και 0,25m 

αριστερά και δεξιά του Μ. 

Γ) Η εξίσωση ταλάντωσης θα δίνεται από την σχέση U=ω.Α.συνωt=3,75συν10t 

(S.I.) 

Ετσι για την συχνότητα  που αντιλαμβάνεται ο παρατηρητής από την πηγή  (1) θα 

έχουμε 

F1=(340+3,75συν10t).680/340=680+7,5συν10t (S.I.) 

Ετσι για την συχνότητα  που αντιλαμβάνεται ο παρατηρητής από την πηγή  (2) θα 

έχουμε 

F2=(340-3,75συν10t).680/340=680-7,5συν10t (S.I.) 

Δεύτερη λύση: 

Α) Πάνω στην ευθεία που ενώνει τις πηγές Π1 και Π2 διαδίδονται δύο ηχητικά 

κύματα με μήκος κύματος  που θα βρεθεί από την σχέση uηχ=λ.F   άρα 

λ=0,5m.Οι σύγχρονες πηγές δημιουργούν  φαινόμενο συμβολής και οι 

κροσσοί  συμβολής φαίνονται στο παρακάτω σχήμα 

Ο κροσσός ενίσχυσης από τον κροσσό απόσβεασης πάνω στην ευθεία που ενώνει 

τις πηγές απέχει απόσταση λ/4   έτσι το πλάτος της ταλάντωσης του ανιχνευτή ήχων 

θα είναι Α=3λ/4=3/8m. 

Β)Για να καταγράφει μέγιστη ένταση ήχου θα πρέπει να βρίσκεται σε θέση όπου 

έχουμε κροσσό ενισχυτικής συμβολής. Αυτό συμβαίνει στην θέση  Θ.Ι.Τ. και σε 

οριζόντια απόσταση λ/2 δεξιά και αριστερά της θέσης ισορροπίας της ταλάντωσης 



του  ανιχνευτή ήχων. Δηλαδή στις θέσεις -0,25m και 0,25m αριστερά και δεξιά του 

Μ. 

Γ) Η εξίσωση ταλάντωσης θα δίνεται από την σχέση U=ω.Α.συνωt=3,75συν10t  (S.I.) 

Ετσι για την συχνότητα  που αντιλαμβάνεται ο παρατηρητής από την πηγή  (1) θα 

έχουμε 

F1=(340+3,75συν10t).680/340=680+7,5συν10t (S.I.) 

Ετσι για την συχνότητα  που αντιλαμβάνεται ο παρατηρητής από την πηγή  (2) θα 

έχουμε 

F2=(340-3,75συν10t).680/340=680-7,5συν10t (S.I.) 



Δύο κύματα και μια κρούση. 

Τα κατακόρυφα  ιδανικά ελατήρια του παρακάτω σχήματος έχoυν σταθερά Κ=100π
2
N/m. 

Στο κάτω άκρο του κάθε ελατηρίου δένεται σώμα μάζας  m=1Kg και το  κάθε σώμα 

ισορροπεί σε ύψος Η πάνω από το έδαφος. Δύο οριζόντιες ελαστικές χορδές  από 

διαφορετικό υλικό δένονται στο κάθε σώμα όπως στο παρακάτω σχήμα. Eκτοξεύουμε  

ταυτόχρονα το κάθε σώμα μάζας m με κατάλληλη ταχύτητα μέτρου U με φορά προς τα 

πάνω και τη χρονική στιγμή t=0  τα σώματα μόλις και φτάνουν στη θέση φυσικού μήκους 

του κάθε ελατηρίου. 

Την στιγμή t=0 εκτοξεύουμε κατακόρυφα με αρχική ταχύτητα μέτρου   Uo=2,5m/sec 

δεύτερο σώμα μάζας Μ=2Kg από το έδαφος και την χρονική στιγμή t=0,25sec  τα τρία 

σώματα συγκρούονται ελαστικά ενώ το κέντρο μάζας των δύο σωμάτων μάζας m και το 

κέντρο μάζας του σώματος μάζας Μ βρίσκονται στην ίδια κατακόρυφο. Στις δύο  μεγάλου 

μήκους ελαστικές χορδές μπορούν να διαδίδονται εγκάρσια  αρμονικά κύματα με 

ταχύτητες U1=5m/sec στην χορδή 1 και U2=10m/sec  στη χορδή 2. 

Να χαραχθούν οι μορφές των χορδών τις χρονικές στιγμές 

A) t1=0

B) t2= 0,25sec

 Γ) t3=0,35sec 

To  κάθε σώμα  m να θεωρηθεί σημειακό και ότι τα δύο σώματα μάζας m δεν συγκρούονται 

μεταξύ τους. Να θεωρηθεί το π
2
=10 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 



Α)Το κάθε σώμα μάζα m είναι η πηγή εγκάρσιων κυμάτων που θα διαδοθούν στις δύο 

χορδές.Η συχνότητα της πηγής άρα και του κάθε κύματος  θα βρεθεί f=1/2π√m/K=5Hz.To 

πλάτος ταλάντωσης του κάθε σώματος θα βρεθεί από την σχέση ισορροπίας για το σώμα 

μάζας m   m.g=K.A  άρα Α=0,01m.Oι εξισώσεις απομάκρυνσης και ταχύτητας για το  κάθε 

σώμα μάζας m θα δίνονται από τις σχέσεις  ψ=0,01ημ(10πt+π/2) (S.I.)  και  

U=π/10 συν(10πt+π/2) (S.I.) 

Aπό τον νόμο της κυματικής για τα δύο κύματα θα έχουμε U1=λ1.f  άρα λ1=1m και 

αντίστοιχα για τη χορδή 2 λ2=2m. 

Tην χρονική στιγμή t=0sec οι πηγές θα  βρίσκονται στην Θ.Μ.Α.  έτσι οι μορφές των δύο 

χορδών θα είναι 

Tην χρονική στιγμή t2=0,25sec κύμα στη χορδή 1 έχει διαδοθεί κατά Δx1=U1.t2=1,25m ενώ 

στη χορδή 2 Δx2=U2.t2=2,5m.Eτσι το κύμα στη χορδή 1 έχει φτάσει μέχρι τη θέση x1=-1,5m 

και το κύμα στη χορδή 2  έχει φτάσει μέχρι τη θέση χ2=3m.H μορφή των δύο χορδών θα έχει 

μορφή 

 Ψ(cm) 

 t=0,25sec 

 1 

 -1,5  3  X(m) 

Tην χρονική στιγμή t=0,25sec θα γίνει η κρούση.Με αντικατάσταση στις εξισώσεις 

απομάκρυνσης και ταχύτητας για το σώμα μάζας m θα βρούμε ψ=0m και U=-π/10 m/sec 

δηλαδή το σώμα βρίσκεται στην ΘΙΤ  και πλησιάζει προς το έδαφος.Την ίδια στιγμή το 

σώμα μάζας Μ από το νόμο της ταχύτητας στην κατακόρυφη βολή προς τα πάνω θα μας 

δώσει U2=Uo-g.t=0m/sec. Tα τρία σώματα συγκρούονται κεντρικά και ελαστικά και  τα 

σώματα με μάζες m έχουν άθροισμα μαζών ίσο με την μάζα Μ.Ετσι θα ανταλλάξουν 



ταχύτητες.Δηλαδή τα σώματα με  μάζας m (η πηγή  του κάθε κύματος) θα σταματήσουν  

ακαριαία και το σώμα μάζας Μ θα κάνει μία κατακόρυφη βολή προς τα κάτω με αρχική 

ταχύτητα μέτρου   V=π/10 m/sec.Οι  πηγές  λοιπόν των δύο κυμάτων  θα σταματήσουν στην 

ΘΙΤ.Ετσι  παύουν  πλέον να παράγονται κύματα. 

 Tην χρονική στιγμή t3=0,35sec κύμα στη χορδή 1 έχει διαδοθεί κατά Δx3=U1.t3=1,75m ενώ 

στη χορδή 2 Δx4=U2.t3=3,5m.Eτσι το κύμα στη χορδή 1 έχει φτάσει μέχρι τη θέση x3=-2m και 

το κύμα στη χορδή 2  έχει φτάσει μέχρι τη θέση χ4=4m.H μορφή των δύο χορδών θα είναι 

 Ψ(cm) 

 1 

 -2  -0,5  1  4     x(m) 



∆ύο ηλεκτρικές ταλαντώσεις στο ίδιο κύκλωµα.

Eνα βλήµα από καουτσούκ κινείται µε σταθερή  οριζόντια ταχύτητα κόβει το λεπτό 

αλουµινόχαρτο του  παρακάτω σχήµατος την στιγµή t=0. Στη συνέχεια  το βλήµα 

σφηνώνεται ακαριαία  και  καλύπτει  όλο το χώρο ανάµεσα στους οπλισµούς του πυ-

κνωτή την  χρονική στιγµή  2Τ όπου Τ  η περίοδος ταλάντωσης του αρχικού  κυκλώ-

µατος L-C. ∆ίνονται Ε=100V, C=1mF, L=1mΗ και R=20Ω, ενώ η διηλεκτρική στα-

θερά του βλήµατος είναι ε=4. Αν η απόσταση αλουµινόχαρτου- πυκνωτή είναι 

d=20cm να βρεθούν : 

υB
→

E

C
L

R

d

Α)  Το µέτρο της ταχύτητας του βλήµατος αν αυτή θεωρηθεί σταθερή και οριζόντια 

Β)  Να σχεδιαστεί η γραφική παράσταση του φορτίου του κάτω οπλισµού πυκνωτή 

για χρόνο t=8π ms µετά το κόψιµο του αλουµινόχαρτου. 

Απάντηση: 

Την στιγµή t=0  που το βλήµα κόβει το αλουµινόχαρτο η πηγή βγαίνει εκτός κυκλώ-

µατος και αρχίζει η  ηλεκτρική ταλάντωση  L-C  έχοντας όλη της ενέργειά της στο 

πηνίο αφού το ρεύµα σε αυτό έχει  ήδη αποκατασταθεί. Ο πυκνωτής εκείνη τη στιγµή 

είναι αφόρτιστος αφού η τάση του είναι ίση µε του πηνίου δηλαδή 0. 

Το ρεύµα λοιπόν που διαρρέει το πηνίο  την t=0 είναι I=E/R=5A. 

H  Τ=2π√LC  άρα Τ=2π·10-3sec. 

To βλήµα εκτελεί οµαλή κίνηση. Έτσι: 

d=Vβ·2T    άρα Vβ=50/π m/sec 

Την στιγµή του σφηνώµατος η ενέργεια του κυκλώµατος  είναι και πάλι στο πηνίο. 

Τότε όµως η προσθήκη του βλήµατος στον πυκνωτή του αλλάζει την χωρητικότητα 



και άρα την περίοδο ταλάντωσης του κυκλώµατος. Η νέα χωρητικότητα του πυκνωτή 

θα είναι C΄=ε·C=4·10-3F.  

Η νέα λοιπόν περίοδος θα είναι  T ΄=4π·10-3sec. 

Aπό την Α∆ΕΤ στο αρχικό κύκλωµα UBmax=UEmax  έχουµε  Q=5mC   ενώ  για το 

τελικό κύκλωµα  Q΄=10mC. 

Έτσι  η γραφική παράσταση του κάτω οπλισµού που φορτίζεται πρώτα θετικά έχουµε 



Δύο ελατήρια- ταλάντωση και κύμα. 

Η αβαρής ράβδος ΑΓ του παρακάτω σχήματος έχει μήκος L=π/5m μπορεί να περιστρέφεται 

γύρω από οριζόντιο καρφί που σταθερά στερεωμένο στο σημείο Β με την απόσταση 

ΑΒ=ΑΓ/5.Στα άκρα Α και Γ της ράβδου ισορροπούν κατακόρυφα δύο ελατήρια με το ίδιο 

φυσικό μήκος και σταθερές Κ1=100Ν/m και Κ2=400Ν/m και πάνω στα ελατήρια 

τοποθετούνται δύο  σημειακά σώματα με μάζες m1=1Kg  και m2=4Kg.Συνδέουμε τα δύο 

σώματα με αβαρή οριζόντια ελαστική χορδή. 

Την χρονική στιγμή t=0 εκτοξεύουμε τα δύο σώματα με κατάλληλη αρχική ταχύτητα και 

φορά προς τα πάνω έτσι ώστε τα ελατήρια  μόλις και να μην ξεπερνούν το φυσικό τους 

μήκος.Στην ελαστική χορδή μπορούν να διαδοθούν αρμονικά κύματα με ταχύτητα U=0,5 

m/sec . 

Α)Να αποδειχθεί ότι το σύστημα ισορροπεί και να βρεθεί το μέτρο της δύναμης που 

δέχεται το καρφί σε συνάρτηση με το χρόνο. 

Β) Να σχεδιασθεί η μορφή της ελαστικής χορδή την χρονική στιγμή  που αρχίζει να 

ταλαντώνεται το μέσο Μ της χορδής .Ποια η ταχύτητα ταλάντωσης  του μέσου της χορδής 

εκείνη τη στιγμή. Πόσα ακόμη  σημεία της χορδής  έχουν εκείνη τη στιγμή την ίδια ταχύτητα 

ταλάντωσης; 

AΠΑΝΤΗΣΗ 

Α)Για την ισορροπία του κάθε σώματος  m1.g=K1.x1  άρα χ1=0,1m  m2.g=K2.x2  άρα 

χ2=0,1m.Για να μην ξεπερνάνε τα δύο σώματα τη Θ.Φ.Μ.Ε  θα πρέπει και το πλάτος της 

ταλάντωσης του κάθε σώματος να είναι Α1=Α2=0,1m.Η δύναμη του κάθε ελατηρίου για μία 

τυχαία θέση θα δίνεται από την σχέση  Fελ1-m1.g=-K1.A1ημω1.t   και  Fελ2-m2.g=-K2.A2ημω1.t  

μετά από πράξεις Fελ1=10-10ημ10t (SI)   και  Fελ2=40-40ημ10t (SI) 

Για να ισορροπεί το σύστημα θα πρέπει Στ(ο)=0 άρα  -Fελ2.(ΒΓ)+Fελ2.(ΑΒ)=0  άρα 

-(40-40ημ10t).π/5+(10-10ημ10t).4π/5=0 που ισχύει άρα το σύστημα ισορροπεί.Για την 

ισορροπία στον κατακόρυφο άξονα  Fκαρφιού=Fελ1+Fελ2=50-50ημ10t. 

B)To μέσο Μ απέχει απόσταση L/2=π/10 m και θα χρειασθεί χρόνος t=L/2/U=π/5sec για να

φτάσει το κάθε κύμα στο μέσο Μ.Ο χρόνος αυτός αντιστοιχεί και με την περίοδο και των 

δύο κυμάτων που δημιουργούν οι δύο ταλαντώσεις.Ετσι το σχήμα της χορδής θα είναι 



To μέσο Μ είναι σημείο ενισχυτική συμβολής και η μέγιστη ταχύτητά του θα δίνεται από τη 

σχέση Umax=ω.2Α =2m/sec.Κανένα άλλο σημείο δεν έχει την ίδια ταχύτητα με το μέσο Μ 

γιατί δεν έχει αρχίσει ακόμη η συμβολή των δύο κυμάτων. 



Δυο ελατήρια και μια ράβδος. 

Στο παρακάτω σχήμα η  αβαρής ράβδος ΑΒ ισορροπεί  συνεχώς  οριζόντια με τη  βοήθεια 

κατακόρυφου υποστηρίγματος που βρίσκεται στο μέσο Μ της ράβδου και την βοήθεια 

κατάλληλης κατακόρυφης δύναμης FB που ασκείται στο σημείο Β της ράβδου. 

Πάνω στα κατακόρυφα ελατήρια με σταθερές Κ1=100Ν/m  και Κ2=400N/m και με το ίδιο 

φυσικό μήκος lo ισορροπούν δύο σώματα με μάζες m1 =1 kg   και m2= 4 kg. Tην χρονική 

στιγμή t=0 φέρνουμε τα ελατήρια στο φυσικό τους μήκος και τα σώματα με μάζες m1 και m2 

αφήνονται ταυτόχρονα ελεύθερα ενώ η ράβδος ΑΒ με την βοήθεια της εξωτερικής δύναμης 

συνεχίζει να παραμένει  ακίνητη σε όλη της διάρκεια της ταλάντωσης των δύο σωμάτων. 

A)Να βρεθεί η  εξίσωση της δύναμης FB σε συνάρτηση με το χρόνο.

Β)Αν τα δύο σώματα θεωρηθούν σημειακά να  αποδειχθεί ότι η μεταξύ τους απόσταση 

παραμένει σταθερή. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

A)To κάθε σώμα θα εκτελέσει ταλάντωση με γωνιακές συχνότητες που θα βρεθούν από την

σχέση ω=√Κ/m  άρα ω1=ω2=10rad/sec και πλάτη που θα βρεθούν από την συνθήκη 

ισορροπίας του κάθε σώματος M.g=K.A   άρα Α1=Α2=0,1m. 

H εξίσωση λοιπόν της απομάκρυνσης  από την θέση ισορροπίας του για το κάθε σώμα, αν 

θεωρήσουμε θετική φορά τη φορά προς τα πάνω ,θα είναι  

 ψ1=ψ2=0,1ημ(10t+π/2) (S.I.) 

Το πάνω ελατήριο θα είναι συνεχώς συμπιεσμένο και άρα η δύναμη του ελατηρίου θα έχει 

φορά συνεχώς προς τα κάτω ενώ το κάτω ελατήριο θα είναι συνεχώς τεντωμένο άρα και η 

δύναμη αυτού του ελατηρίου θα έχει συνεχώς φορά προς τα κάτω. 

Για μία τυχαία θέση για το πάνω σώμα  ΣF=-K1.ψ   άρα  Fελ1-m1.g=-K1.ψ1 (1) 

Για μία τυχαία θέση για το κάτω σώμα  ΣF=-K.ψ   άρα  Fελ2-m2.g=-K2.ψ2  (2) 



Κάνοντας πράξεις στην (1) και (2) θα βρούμε   Fελ1=10-10ημ(10t+π/2)  (S.I.) 

Και Fελ2=40-40ημ(10t+π/2) (S.I.) 

Από την ισορροπία της ράβδου θα έχουμε  Στ(Μ)=0 άρα  -FB.L/2 + Fελ1.L/2 + Fελ2.L/2=0  άρα 

FB=Fελ1 + Fελ2 και μετά από πράξεις  FB=50-50ημ(10t+π/2) (S.I) 

Β)Η απόσταση  Dολ των δύο σημειακών σωμάτων με μάζες m1  και m2 μπορεί να βρεθεί με 

την βοήθεια του παρακάτω σχήματος 

 Θ.Φ.Μ.Ε.1 

 Α1  ψ1 

 lo  Θ.Ι.Τ.1 

 A 

 Dολ 

 lo 

 Θ.Φ.Μ.Ε.2 

 Α2 

 Ψ2  Θ.Ι.Τ.2 

 Dολ=2lo+A2-A1+ψ1-ψ2=2lo 



∆ύο ελατήρια και µια κρούση

Στο παρακάτω σχήµα τα ελατήρια έχουν σταθερές Κ1=Κ2=100Ν/m,φυσικό 

µήκος lo=0,51m, ενώ τα σώµατα έχουν µάζες m1=m2=1kg.Κάποια χρονική 

στιγµή εκτοξεύουµε ταυτόχρονα τα δύο σώµατα µε κατακόρυφη αρχική 

ταχύτητα µέτρου Uo. Tα ελατήρια αρχικά έχουν το φυσικό τους µήκος και 

είναι στερεωµένα ακλόνητα στο σηµείο Α. Τα δύο σώµατα συγκρούονται 

πλαστικά όταν τα ελατήρια γίνουν κατακόρυφα και οι ταχύτητες των 

σωµάτων γίνουν οριζόντιες. 

Αν µετά την κρούση το συσσωµάτωµα εκτελεί µε την βοήθεια των δύο 

ελατηρίων κατακόρυφη αρµονική ταλάντωση πλάτους Α=0,09 m.Nα 

βρεθούν: 

A) To ύψος πάνω από το έδαφος που έγινε η σύγκρουση

Β) Το µέτρο της αρχικής Uo. 

 Γ) Η απώλεια της ενέργειας του συστήµατος εξαιτίας της πλαστικής 

κρούσης των δύο σωµάτων. 

∆ίνεται ότι η ακτίνα καµπυλότητας της τροχιάς ελάχιστα πριν την κρούση,

είναι ίση µε το µήκος του ελατηρίου στη θέση αυτή. 

AΠΑΝΤΗΣΗ 

Σχόλια για την άσκηση:  

Η άσκηση δεν µελετά τη κίνηση των σωµάτων, δίνω σαν δεδοµένα δύο πράγµατα. 

1) το ότι τη στιγµή της σύγκρουσης οι ταχύτητες είναι οριζόντιες και

2) η ακτίνα καµπυλότητας την στιγµή της κρούσης πρέπει να θεωρηθεί ίση µε το

µήκος του ελατηρίου εκείνη τη στιγµή. 

Με αυτά τα δεδοµένα η λύση στέκει. 



Α)Επειδή τα σώµατα έχουν την ίδια αρχική ταχύτητα την ίδια µάζα και 

φτάνουν ταυτόχρονα στην κατακόρυφη θέση µετά την κρούση τους θα 

έχουν µηδενική ταχύτητα εξαιτίας της Α.∆.Ο.Μετά την κρούση υπάρχει ένα 

σώµα µάζας mολ=2Kg που είναι συνδεδεµένο µε δύο ελατήρια όπως στο 

παρακάτω σχήµα. 

Για την θέση ισορροπίας του συστήµατος ισχύει moλ.g=(K1+K2).x2 άρα 

x2=0,1m 

Aµέσως µετά την κρούση το συσσωµάτωµα δεν είχει ταχύτητα άρα 

βρισκόταν σε ακραία θέση της ταλάντωσής του. Το Α=x2-x1 (1)  όπου x1 η 

συσπείρωση του κάθε ελατηρίου πριν την κρούση των δύο σωµάτων.Με 

την βοήθεια της σχέσης (1) x1=0,01m.Aρα το ύψος της κρούσης από το 

έδαφος θα είναι H=lo-x1=0,5m. 

B) Aν υποθέσουµε ότι η ακτίνα καµπυλότητας της τροχιάς ελάχιστα πριν

την κρούση, είναι ίση µε το µήκος του ελατηρίου στη θέση αυτή µε την 

βοήθεια της κεντροµόλου δύναµης για  κατακόρυφη θέση θα έχουµε 

Μ.g-k.x1=M.U2/H  µετά από πράξεις  U=√4,5m/sec. 

Mε την βοήθεια της Α∆Ε από την αρχική στην θέση κρούσης θα έχουµε 

½.Μ.Uo2=1/2.K.x1
2 +M.g.H +1/2.M.U2 θα βρούµε Uo=√14,51m/sec 

Γ)Με την βοήθεια της Α∆Ε πριν και µετά την κρούση θα έχουµε 

½.Μ.U2 + ½.M.U2=Qκρ   άρα Qκρ=4,5J 



∆υο σφαίρες σε επαφή και ταλάντωση

Στο διπλανό σχήµα φαίνονται δύο µη λείες σφαίρες ίσης µάζας 

Μ=1Kg και ίδιας ακτίνας R=0,1m. H µία σφαίρα είναι 

συνδεδεµένη µε οριζόντιο ελατήριο σταθεράς Κ=70N/m που δεν 

εµποδίζει την περιστροφή της σφαίρας και η δύναµη του ελατηρίου ασκείται στο κέντρο της 

σφαίρας. 

Συσπειρώνουµε το ελατήριο σε σχέση µε το φυσικό του µήκος κατά x=0,2m  και φέρνουµε σε 

επαφή τις δύο σφαίρες. Την χρονική στιγµή t=0 αφήνουµε ελεύθερο το σύστηµα. Οι σφαίρες 

συνεχώς κυλίονται χωρίς να ολισθαίνουν και δεν αναπηδάνε. 

Α) Ποια χρονική στιγµή θα χαθεί η επαφή των δύο σφαιρών; 

B) Να βρεθεί το τελικό πλάτος ταλάντωσης του κέντρου µάζας της σφαίρας που είναι δεµένη στο

ελατήριο. 

Γ) Να βρεθεί η συνάρτηση της  απόστασης των δύο κέντρων µάζας των δύο σφαιρών σε σχέση 

µε το χρόνο. 

Ιcm=0,4 MR2

Aπάντηση 

Α) Οι δυνάµεις που ασκούνται στις δύο σφαίρες φαίνονται στο σχήµα 

Για την µεταφορική κίνηση των δύο σφαιρών θα έχουµε 

Κx-N-T1=Mαcm (1) 

N-T2=Mαcm       (2) 

Αν προσθέσουµε τις δύο σχέσεις   Κx-T1-T2=2Mαcm (3) 

Για την στροφική κίνηση των δύο σφαιρών θα έχουµε 

Τ1R-TR=0,4MR2
αγων  ή Τ1-Τ=0,4Μαcm (4) 

T2R-TR=0,4MR2
αγων  ή Τ2-Τ=0,4Μαcm (5) 

Aν προσθέσουµε τις σχέσεις Τ1+Τ2=0,8Μαcm (6) 

Mε την βοήθεια των σχέσεων (3) και (6) θα βρούµε 
M

kx
acm 8,2

=



Για την ταλάντωση των δύο κέντρων µάζας των σφαιρών θα έχουµε 

ΣF= T1+T2-Kx+N-N= kxkx
kx

7
5

8,2
8,0 −=−  άρα το σύστηµα θα εκτελούσε γατ. 

Μόλις το ελατήριο φτάνει στην θέση του φυσικού του µήκους αρχίζει να ασκεί δύναµη αντίθετη 

της ταχύτητας του κέντρου µάζας της σφαίρας που είναι δεµένη µε το ελατήριο. Ετσι η σφαίρα 

αρχίζει να επιβραδύνεται. Εκείνη τη στιγµή η δύο σφαίρες χάνουν την επαφή τους. 

Η στιγµή που θα χαθεί η επαφή των δύο σφαιρών θα είναι t= s
T

104
π

=

B) H ταχύτητα του κέντρου µάζας της κάθε σφαίρας την στιγµή του χάσιµου της επαφής θα είναι:

 υcm=ωΑ=5·0,2=1m/s 

Η σφαίρα που δεν ήταν δεµένη µε το ελατήριο συνεχίζει την κίνησή της στο οριζόντιο επίπεδο 

εκτελώντας οµαλή στροφική µε γωνιακή ταχύτητα ω= sr
R
cm /10=
υ

 και οµαλή µεταφορική κίνηση 

µε υcm=1m/s. 

 Για τη σφαίρα που είναι δεµένη στο ελατήριο θα ισχύουν 

Κx-T=Mαcm  (7)   TR=0,4MR2
αγων  ή Τ=0,4Μαcm  (8) 

Με την βοήθεια των σχέσεων kxT
7
2

=  (9) 

Για την ταλάντωση του κέντρου µάζας της σφαίρας  που είναι δεµένη µε το ελατήριο θα έχουµε 

ΣF=T-kx= kx
7
5

−  άρα το κέντρο µάζας της σφαίρας και πάλι εκτελεί γατ µε D= k
7
5

H υcm=ω΄Α΄ άρα Α΄=0,1 2  m 

Γ) Η απόσταση των κέντρων µάζας των δύο σφαιρών θα δίνεται από την παρακάτω σχέση 

 ∆Χ= 2R=0,2   0<t<π/10   (SI) 

 ∆Χ=2R+x́ -x =0,2 +υcm (S.I.) 
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∆ίσκος και δακτυλίδι µε κρούση και ταλάντωση

Ένας λεπτότατος  δίσκος µάζας Μ=1Κg και ακτίνας R=0,3m ισορροπεί οριζόντιος µε 

την βοήθεια ενός κατακόρυφου ελατηρίου σταθεράς Κ=100Ν/m και φυσικού µήκους 

L0=0,7875m. To ελατήριο  είναι περασµένο στο κέντρο του δίσκου αφήνοντας τον 

ελεύθερο  να περιστρέφεται  οριζόντιος και χωρίς τριβές µε το άκρο του ελατηρίου 

το άλλο άκρο του οποίου είναι στερεωµένο  ακλόνητα στο έδαφος. ∆αχτυλίδι  µάζας 

m=0,5Kg  και ακτίνας R=0,3m  βρίσκεται ακίνητο σε ύψος Η=0,8m πάνω από τον 

δίσκο σε οριζόντια θέση έτσι ώστε τα κέντρα του δίσκου και του δαχτυλιδιού να 

βρίσκονται στην ίδια κατακόρυφη. Με την βοήθεια µιας στιγµιαίας ροπής ζεύγους δίνουµε στο δαχτυλίδι 

αρχική  κατακόρυφη γωνιακή ταχύτητα µέτρου ω0=10r/s και ταυτόχρονα αφήνουµε το δαχτυλίδι ελεύθερο. 

Το δαχτυλίδι µετά από λίγο και τη χρονική στιγµή t=0 διαπερνάει ακαριαία   το δίσκο και εξέρχεται από 

αυτόν µε το µέτρο της αρχικής του γωνιακής ταχύτητα να µειώνεται κατά 50%.Το δαχτυλίδι εξαιτίας της 

κρούσης µε το δίσκο χάνει το 75% της κινητικής του ενέργειας που είχε λίγο πριν γίνει η κρούση µε το 

δίσκο. 

Να βρεθούν: 

Α) Η µέγιστη κινητική ενέργεια του δαχτυλιδιού αν η κρούση µε το δάπεδο είναι πλαστική. 

Β) Η µέγιστη κινητική του δίσκου 

Γ) Η σχέση του µέτρου  της  ταχύτητας ενός σηµείου του άκρου του δίσκου σε συνάρτηση του χρόνου αν 

θετική φορά θεωρηθεί  η φορά προς τα κάτω. 

Για το δίσκο Ιcm=0,5MR2 και g=10m/sec2. 

Aπάντηση: 

Α)Το δαχτυλίδι πέφτοντας εκτελεί οµαλή στροφική κίνηση µε σταθερή την αρχική του γωνιακή ταχύτητα 

µιας και η µοναδική δύναµη που επιδρά πάνω του είναι το βάρος που δεν µπορεί να προκαλέσει καµία 

ροπή. Ταυτόχρονα όµως εκτελεί και µεταφορική κίνηση που είναι οµαλά επιταχυνόµενη. Με την 

βοήθεια της Α∆Ε για την πτώση µέχρι την κρούση µε το δίσκο θα έχουµε  mgH= ½  m υcm
2  άρα 

υcm=4m/sec. 

Mε την βοήθεια των δεδοµένων ισχύει  Κτελ=0,25Καρχ άρα: 

½ Ι
2

0

2







ω
 + ½ mυcmτελ

2=0,25 (½ Ιω0
2 + ½ mυcm

2) 

θα βρούµε υcmτελ=2m/sec. 



Για την αρχική ισορροπία του δίσκου θα ισχύει Μg=Kx1  άρα x1=0,1m.O δίσκος βρίσκεται  σε ένα 

τελικό ύψος πάνω από το έδαφος D=Lo-x1=0,6875m. 

Mετά την κρούση το δαχτυλίδι  εκτελεί και πάλι οµαλή στροφική και επιταχυνόµενη µεταφορική 

κίνηση. Έτσι την µέγιστη κινητική του ενέργεια το δαχτυλίδι θα την έχει λίγο πριν την πλαστική του 

κρούση µε το δάπεδο. Με την βοήθεια της Α∆Ε για την κίνηση του δαχτυλιδιού µετά την κρούση θα 

έχουµε 

½ Ι
2

0

2







ω
 + ½ mυcmτελ

2 + mgD=Kmax   άρα  Κmax=5J 

B) Για την στιγµιαία κρούση του δαχτυλιδιού και του δίσκου θα πάρουµε µε την βοήθεια της Α∆Σ και της

Α∆Ο

mR2
ω0=0,5ΜR2

ω1 +mR2
ω0/2   θα βρούµε ω1=5r/s 

mυcm=mυcmτελ + Μυδισκ     θα βρούµε υδισ=1m/s 

O δίσκος θα εκτελεί οµαλή στροφική κίνηση µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα ω1=5r/s και ταυτόχρονα το 

κέντρο µάζας του δίσκου θα εκτελεί κατακόρυφη γ.α.τ. µε εξίσωση ταλάντωσης ταχύτητας: 

υ=1 συν10t  (S.I.) 

Eτσι η µέγιστη κινητική ενέργεια του δίσκου θα είναι όταν αυτός βρίσκεται στην ΘΙΤ για την ταλάντωση 

και θα  είναι: 

Κmax=Kµετmax + Kπερ= ½ Μυδισ
2  + ½ Ιω1

2=1,0625J 

Γ) Οποιοδήποτε σηµείο της περιφέρειας του δίσκου θα ταχύτητα που  θα αποτελείται από το διανυσµατικό 

άθροισµα της  ταχύτητας λόγω µεταφορά και της γραµµικής ταχύτητας λόγω περιστροφής. Οι δύο 

αυτές ταχύτητες είναι συνεχώς κάθετες µεταξύ τους. Έτσι το µέτρο της συνολικής ταχύτητας του κάθε 

σηµείου της περιφέρειας του δίσκου θα δίνεται από την σχέση  

υ = tR 1025,2)( 222
1 συνυω +=+ (SI) 



Διπλή κρούση ράβδου με σημειακές μάζες 

Ράβδος μάζας Μ=0,3Κg  και μήκους   L=2  m μπορεί να περιστρέφεται χωρίς τριβές  γύρω 

από κατακόρυφο άξονα που περνάει από το ένα της άκρο στο  σημείο Ο πάνω σε λείο  

οριζόντιο τραπέζι όπως στο παρακάτω σχήμα. 

 
 

ΟΜ L

M1

M2

k1

k2

κάτοψη

Το σημείο Ο και τα σημειακά σώματα Μ1 και Μ2  που έχουν μάζες M1 = Μ2= 1 Kg  

βρίσκονται στην ίδια ευθεία και απέχουν L/2 και L αντίστοιχα από το σημείο Ο. Οι άξονες 

των ελατηρίων είναι παράλληλοι μεταξύ τους και κάθετοι στην ευθεία που ενώνει τα 

σώματα και το σημείο Ο. Δίνουμε αρχική γωνιακή ταχύτητα ω=10 r/s  στην ράβδο έτσι ώστε 

η ράβδος μετά από λίγο να χτυπήσει ταυτόχρονα τις  ακίνητες μάζες Μ1 και Μ2 .Μετά την 

ταυτόχρονη  κρούση της ράβδου  με τα δύο σώματα η ράβδος σταματάει ακαριαία. Τα 

σώματα με μάζες  Μ1 και Μ2  είναι συνδεδεμένα με ιδανικά ελατήρια που έχουν σταθερές 

Κ1=100N/m  και Κ2 =25N/m  και μπορούν να κινούνται χωρίς τριβές πάνω στο τραπέζι. Αν 

μετά και τη δεύτερη  κρούση η ράβδος απομακρυνθεί  με κάποιο  τρόπο από το τραπέζι  και 

το  ένα σώμα  συνεχίζει να ταλαντώνεται με το αρχικό του πλάτος Α=0,1m  ενώ το άλλο 

σώμα  ταλαντώνεται με το μισό του αρχικού του πλάτους  να βρεθούν: 

A) Το αρχικό και το τελικό πλάτος  ταλάντωσης του  ενός σώματος

Β)  Η γωνιακή  ταχύτητα  της ράβδου μετά και  την δεύτερη κρούση 

Γ)  Πόση η συνολική θερμότητα παράχθηκε στο παραπάνω φαινόμενο. 

Δίνεται για την ράβδο Ιcm=1/12.M.L
2
. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Α)Για την κρούση της ράβδου με τα δύο σημειακά σώματα θα βρω  με τη βοήθεια της ΑΔΣ 

Ι.ω=Μ1.U1.L/2 + M2.U2.L      (1) 

H περίοδος ταλάντωσης του σώματας  Μ1 είναι Τ1=2π√Μ1/Κ=π/5s  

H περίοδος ταλάντωσης του σώματας  Μ2 είναι Τ2=2π√Μ2/Κ=2π/5s 



Παρατηρώ  ότι Τ1<Τ2 άρα το σώμα με μάζα Μ1 θα επιστρέψει πρώτο στην θέση ισορροπίας 

του μετά από χρόνο Τ1/2 και έτσι αυτό θα είναι το σώμα που θα ξαναχτυπήσει τη ράβδο. Το 

σώμα μάζας Μ2 θα συνεχίσει την αρχική του ταλάντωση με το αρχικό πλάτος ενώ το σώμα 

μάζας Μ1 θα ταλαντώνεται με το μισό του αρχικού του πλάτους 

Από την ταλάντωση του σώματος Μ2  U2=ω2.Α2    άρα U2=0,5m/s  και από την σχέση (1) 

U1=3m/sec 

Από την ταλάντωση του σώματος Μ1  U1=ω1.Α1   άρα Α1=0,3m και από τα δεδομένα του 

προβλήματος Α1΄=0,15m. 

Β)Μετά την δεύτερη κρούση του σώματος Μ1 με την ράβδο το σώμα εκτελεί ταλάντωση με 

το μισό του αρχικού πλάτους αλλά δεν γνωρίζουμε τη φορά  της ταχύτητας του σώματος 

Μ1.Ετσι πρέπει να διακρίνουμε περιπτώσεις. 

i)αν η φορά την ταχύτητας είναι ίδια με την αρχική

 ή ιι)η φορά της ταχύτητας είναι αντίθετη της αρχικής. 

Για την πρώτη περίπτωση και με την βοήθεια της ΑΔΣ θα  βρω: 

M1.U1.L/2=I.ω1 + Μ1.U1΄.L/2    (2)  και U1΄=ω1.Α1΄  άρα  U1΄=1,5m/s   και από την (2) ω1=15/4 

r/s 

Για την  δεύτερη  περίπτωση και με την βοήθεια της ΑΔΣ θα  βρω: 

M1.U1.L/2=I.ω1 - Μ1.U1΄.L/2    (3)  και U1΄=ω1.Α1΄  άρα  U1΄=1,5m/s   και από την (2) ω1=45/4 

r/s 

Παρατηρώ ότι η τελική γωνιακή ταχύτητα της ράβδου στην δεύτερη περίπτωση είναι 

μεγαλύτερη της αρχικής γωνιακής ταχύτητας. Αυτό δεν μπορεί να συμβεί γιατί τότε το 

σύστημα θα είχε μεγαλύτερη ενέργεια από την αρχική ενέργεια αφού και η ράβδος αλλά 

και τα σώματα θα είχαν μεγαλύτερη ενέργεια από την αρχική τους. Ετσι η δεύτερη 

περίπτωση πρέπει να απορριφθεί. 

Γ)Για να βρω την θερμότητα  θα εφαρμόσουμε ΑΔΕ για την αρχική και τελική κατάσταση της 

ράβδου και των δύο σωμάτων  

Καρχ=Κτελ +Ε1 + Ε2  +Q άρα  ½.Ι.ω
2
=1/2.Ι.ω1

2
+1/2Κ1.Α1

΄ 2
+1/2.Κ2.Α2

2 
   +Q   μετά από πράξεις

θα βρούμε Q=15,9375J 



∆ιπλή κρούση και ρυθµοί µεταβολής Κινητικής ενέργειας

Πάνω σε οριζόντιο τραπέζι βρίσκεται  ράβδος µάζας Μ=3Kg και µήκους l=2m.Το 

ένα άκρο της ράβδου είναι  στερεωµένο σε κατακόρυφο άξονα ενώ στο άλλο άκρο 

της ράβδου έχουµε στερεώσει  σώµα µάζας m=1kg που ακουµπάει στο τραπέζι. Η 

ράβδος µπορεί να περιστρέφεται παράλληλα µε το τραπέζι χωρίς να βρίσκεται σε 

επαφή µε αυτό γύρω από τον κατακόρυφο άξονα περιστροφής της. Ο συντελεστής 

τριβής µεταξύ σώµατος m και τραπεζιού είναι µ=0,3. Βλήµα µάζας m1=1 kg  κινείται 

παράλληλα µε το τραπέζι και κάθετα προς την ράβδο µε ταχύτητα υ= 100 m/s .To 

βλήµα συγκρούεται πλαστικά µε το κέντρο µάζας της ράβδου. 

Μετά από χρόνο ∆t=5/9sec από την πρώτη κρούση  ένα δεύτερο βλήµα µάζας 

m2=0,25kg   πέφτει κατακόρυφα προς το τραπέζι συγκρούεται πλαστικά µε το σώµα 

m.  

Α)   Να βρεθεί ο ρυθµός µεταβολής της κινητικής ενέργειας λίγο πριν συµβεί η 

δεύτερη κρούση και αµέσως µετά τη δεύτερη κρούση. 

Β)   Να βρεθεί η  συνολική γωνία που θα διαγράψει η ράβδος µέχρι να σταµατήσει. 

Τα βλήµατα να θεωρηθούν σηµειακά και ότι oι κρούσεις γίνονται ακαριαία. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας της ράβδου γύρω από τον άξονα περιστροφής της

Ι=1/3Μl2. 

Απάντηση: 

A) Αν εφαρµόσουµε Α∆Σ  για το σύστηµα θα έχουµε

Lαρχ=Lτελ  άρα m1υ·L/2=Iολω1 (1) 

Το Ιoλ=1/3ΜL2+m1(L/2)2+m.L2=9kg·m2. 

Mε αντικατάσταση στην (1)   θα πάρουµε ω1=100/9 r/sec. 



H δύναµη τριβής είναι Τ=µ.Ν  όπου Ν η κάθετη αντίδραση του δαπέδου στο 

σώµα m. Aν πάρουµε την ισορροπία του συστήµατος στον άξονα ψψ΄ µε την 

συνθήκη των ροπών ως προς τον άξονα περιστροφής της ράβδου  θα έχουµε  

Στ(Ο)=0   άρα 

-Μg.L/2 –m.g.L –m1.g.L/2+N.L=0 

 άρα  Ν=30Ν 

άρα Τ=0,3.30=9Ν. 

To σύστηµα εκτελεί οµαλά επιβραδυνόµενη στροφικά κίνηση µε την δύναµη 

της τριβής να επιβραδύνει το σώµα. Από τον νόµο της στροφικής κίνησης θα 

πάρουµε 

Στ=Ιαγων    άρα Τα·L=Iολαγων   άρα 

αγων=2rad/sec2. 

Έτσι: 

ω2=ω1-αγων·t=100/9 -2.5/9=10rad/sec. 

Aρα ο ρυθµός µεταβολής της κινητικής ενέργειας: 

∆Κ/∆t=-T·L·ω2=-180J/sec.

Το Ιoλ΄=1/3ΜL2+m1(L/2)2+m·L2 +m2.L
2=10kg·m2. 

Αν εφαρµόσουµε Α∆Σ  για το σύστηµα και για την δεύτερη κρούση θα έχουµε 

Lαρχ=Lτελ       άρα  Iολω2=Ιολ΄.ω3 

θα πάρουµε  ω3=9r/sec. 

Aν πάρουµε  και πάλι την ισορροπία του συστήµατος στον άξονα ψψ΄ µε την 

συνθήκη των ροπών ως προς τον άξονα περιστροφής της ράβδου  θα έχουµε  

Στ(Ο)=0   → 

-Μg.L/2 –m.g.L –m1.g.L/2-m2.g.L+ N΄.L=0    → 

  Ν΄=32,5Ν   άρα  

Τ΄=0,3.32,5=9,75Ν. 

Aρα ο ρυθµός µεταβολής της κινητικής ενέργειας  αµέσως µετά την κρούση θα 

είναι : 



∆Κ/∆t΄=-T΄·L·ω3=-175,5J/sec.

Β)  Για την πρώτη κίνηση θα βρούµε την γωνιακή µετατόπιση της ράβδου από την 

σχέση  θ1=ω1·t-1/2 αγων·t2=475/81=5,86rad. 

Για την κίνηση του συστήµατος µετά την κρούση και µε την βοήθεια της Α∆Ε 

θα έχουµε: 

Κσυσ=Qτρ     → 

 1/2Ιολ΄.ω3
2=Τ΄L.θ2   → 

θ2=20,77rad. 

Aρα   θολ=26,63rad. 



Διπλή κρούση και περιστροφή. 

Οριζόντια  λεπτή ράβδος ΑΒ μάζας Μ=1,2kg και μήκους L=1 m μπορεί να ισορροπεί 

οριζόντια με τη βοήθεια κατακόρυφου ιδανικού ελατηρίου  σταθεράς Κ= 120 Ν/m που είναι 

συνδεδεμένο στο κέντρο της ράβδου . Η ράβδος  έχει τη δυνατότητα να περιστρέφεται 

χωρίς τριβές οριζόντια γύρω από το  κατακόρυφο ελατήριο. Δύο σημειακά βλήματα με 

μάζες m1=m2=0,1Kg μπορούν να κινούνται  οριζόντια με ταχύτητες U1=U2=10m/sec  

παράλληλα προς το έδαφος και κάθετα προς τη ράβδο κινούμενα αντίθετα και με φορά 

προς τα άκρα Α και Β της ράβδου. Τα δύο βλήματα συγκρούονται ακαριαία και πλαστικά με 

τα άκρα Α και Β της ράβδου. Να βρεθούν: 

A) H γωνιακή ταχύτητα του συστήματος ράβδου-σημειακών μαζών  μετά την κρούση.

Β)   Το πλάτος ταλάντωσης που θα εκτελέσει το κέντρο μάζας της ράβδου. 

Γ)   Η  ολική μέγιστη κινητική ενέργεια του συστήματος μετά την κρούση. 

Για την ράβδο Ιcm=1/12.M.L
2
. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Α)Mε τη βοήθεια της κάτοψης του σχήματος 

 Α 

 Β 

 Και με τη  βοήθεια της ΑΔΟ και της  ΑΔΣ θα έχουμε 

m1.U1-m2.U2=(m1+m2+M)Uσυστ   θα βρούμε Uσυστ=0m/sec.Το κέντρο μάζας δηλαδή δεν θα 

κινηθεί οριζόντια.

m1.U1.L/2 +m2.U2.L/2=(m1.L
2
/4 +m2.L

2
/4+1/12.M.L

2
).ωσυστ μετά από πράξεις ωσυστ=20/3

r/sec 



B)Μετά την κρούση και επειδή οι μάζες m1 και m2 είναι ίσες και η  απόστασή τους από το

κέντρο της ράβδου είναι ίδια  η συνισταμένη των ροπών ως προς το κέντρο της ράβδου 

είναι 0.Αρα το σύστημα δεν θα περιστραφεί  κατακόρυφα.Mετά την κρούση έχουμε αλλαγή 

της μάζας του συστήματος άρα και αλλαγή της θέσης ισορροπίας για την κατακόρυφη τώρα 

πια ταλάντωση του κέντρου μάζας της ράβδου 

 ΘΦΜΕ 

 ΑΘΙ 

 ΤΘΙ 

Για την αρχική ισορροπία της ράβδου Μg=K.x1  άρα x1=0,1m 

Για την τελική ισορροπία της ράβδου  (M+m1+m2)g=Kx2  άρα x2=7/60m 

Το σύστημα μετά την κρούση δεν έχει κατακόρυφη ταχύτητα.Ετσι το κέντο μάζας του 

συστήματος θα βρίσκεται στην ακραία θέση ταλάντωσή του.Αρα Αcm=x2-x1=1/60m. 

Γ)Το σύστημα τώρα εκτελεί ομαλή οριζόντια στροφική κίνηση με ωσυστ=20/3 r/sec αλλά και 

κατακόρυφη ταλάντωση με πλάτος Αcm=1/60m.Aρα η  μέγιστη κινητική του ενέργεια θα 

συμβαίνει ότι το σύστημα διέρχεται από την ΤΘΙ.Αρα Κολmax=1/2.K.Acm
2
 +1/2.Ioλ.ωσυστ

2
=3,35J.



∆ιπλή αλλαγή  θέσης ισορροπίας

Tα ελατήρια στο παρακάτω σχήµα έχουν ίδιο φυσικό µήκος  Lo=0,6m έχουν σταθερές Κ1 = K2=200N/m και 

είναι στερεωµένα στην ίδια κατακόρυφο στα σηµεία Α και Β και σε απόσταση ΑΒ=1,2m. 

Πάνω στο ελατήριο  µε σταθερά Κ1 ισορροπεί δεµένο  σηµειακό σώµα µάζας Μ1=2Kg. Από τη θέση Α ε-

κτοξεύουµε κατακόρυφα δεύτερο σηµειακό µάζας Μ2=2Κg µε αρχική ταχύτητα υo=4 m/s  µε αποτέλεσµα τα 

δύο σώµατα να συγκρουστούν πλαστικά. Αν µετά την πλαστική κρούση το σύστηµα των δύο σωµάτων ενώ-

νεται ακαριαία και χωρίς απώλεια ενέργειας  µε το δεύτερο ελατήριο σταθεράς Κ1 να βρεθούν: 

i) Η απώλεια ενέργειας κατά την πλαστική κρούση

ii) Η ενέργεια ταλάντωσης που θα εκτελέσει τελικά  το σύστηµα

iii)  Ο χρόνος µετά την κρούση που θα χρειασθεί το σύστηµα των δύο σωµάτων µέχρι να αποκτήσει για

πρώτη φορά την µέγιστη ταχύτητά του.

Απάντηση: 

i) Από την ισορροπία του σώµατος Μ1 θα έχουµε  Κ2.x1=M1.g  άρα x1=0,1m.

Mε τη βοήθεια της Α∆Ε για την άνοδο του σώµατος Μ2 θα έχουµε

½.Μ2·υo
2 = ½ M2·υ

2 +M2·g·(Lo-x1) 

µετά από πράξεις υ= 6m / s . 

Aν εφαρµόσουµε Α∆Ο για την πλαστική κρούση  Μ2·υ=(M1+M2)·υσυς θα βρούµε: 

υσυσ= 1,5m / s

Αν  πάρουµε µία Α∆Ε  για την κρούση θα έχουµε 

( )2 2
2 1 2 ύ

1 1
M M M Q

2 2 συσ κρο σηςυ υ= + + ,  θα βρεθεί  Qκρουσης=3J 

ii) Με την αύξηση της µάζας εξαιτίας της κρούσης έχουµε και αλλαγή της θέσης ι-

σορροπίας της πρώτης ταλάντωσης που θα εκτελέσει το σύστηµα. Για την νέα

θέση ισορροπίας θα έχουµε Κ2·x2=(M1+Μ2)· g  άρα  x2=0,2 m.

Mε την βοήθεια της Α∆ΕΤ για την αρχική ταλάντωση που θα εκτελέσει το σώµα

και πριν γίνει η σύγκρουση µε το δεύτερο ελατήριο θα έχουµε

2 2 2
2 2 1 2

1 1 1
( x x ) K A

2 2 2ολ συστΜ υ Κ+ − =  άρα Α=0,2m. 

Παρατηρώ ότι το πλάτος ταυτίζεται µε την συσπείρωση του ελατηρίου για την θέση ισορροπίας της 

πρώτης ταλάντωσης. Αυτό σηµαίνει ότι το ελατήριο τελικά µόλις και φτάνει στην θέση του φυσικού του 

µήκους. Η θέση όµως αυτή είναι η θέση του φυσικού µήκους και του δεύτερου ελατηρίου µιας και η α-



πόσταση ΑΒ=2Lo. Άρα εκείνη την στιγµή πάνω στο σώµα που δεν έχει στιγµιαία ταχύτητα γανζώνεται 

χωρίς απώλεια ενέργειας και το δεύτερο ελατήριο µε σταθερά Κ1. Μετά το γάντζωµα και του δεύτερου 

ελατηρίου θα αλλάξει και πάλι η θέση ισορροπίας  εξαιτίας  της αλλαγής της σταθεράς επαναφοράς της 

ταλάντωσης. Η νέα θέση ισορροπίας θα βρεθεί  από την συνθήκη ισορροπίας  (Κ2+Κ1).x3=(M1+Μ2).g 

άρα x3=0,1m. Το x3  ταυτίζεται µε το νέο πλάτος της νέας ταλάντωσης  

Η ενέργεια της τελικής ταλάντωση  θα  είναι 2
1 2

1
E ( )

2ταλ τελΚ Κ Α= + =2J. 

iii)  Παρατηρώ ότι µετά την πρώτη κρούση το σώµα θα εκτελέσει δύο διαφορετικές αλλά διαδοχικές γ.α.τ.

Η πρώτη είναι ταλάντωση µε περίοδο:

1 2
1

2

2
2 s

5 2

Μ Μ π
Τ π

Κ
+

= =  και στην συνέχεια µε 1 2
2

1 2

2
2 s

K 5

Μ Μ π
Τ π

Κ
+

= =
+

. 

Η θέση της κρούσης ισοδυναµεί  µε  το µισό του αρχικού πλάτους άρα θα χρειασθεί χρόνο T1/6  µέχρι να 

φτάσει στην θέση µέγιστης αρχικής αποµάκρυνσης. Στην συνέχεια  θα χρειασθεί χρόνο Τ2/4 µέχρι να 

φτάσει για πρώτη φορά στην τελική θέση ισορροπίας του από την ακραία του θέση. Αρα ο συνολικός 

ζητούµενος χρόνος θα είναι: 

toλ = 1 2T T 2
s

6 4 2030 2

π π 
+ = + 

 



∆ιπλή Ταλάντωση. 

Στο παρακάτω σχήµα φαίνονται δύο  σηµειακά σώµατα µε µάζες m1=0,25kg και m2=1kg που είναι δεµένα 

µε ένα ιδανικό ελατήριο σταθεράς Κ=100Ν/m και φυσικού µήκους L0=0,5m. 

To πάτωµα και το ταβάνι έχουν την ιδιότητα όταν έρθουν σε επαφή µε ένα από τα δύο σώµατα να κολλάνε 

απευθείας µε αυτό ενώ την ίδια στιγµή το άλλο σώµα να απελευθερώνεται. Την στιγµή t=0 σώµα µάζας m2 

αφήνεται ελεύθερο µε το ελατήριο να έχει το φυσικό του µήκος και το σώµα µάζας  m1 να είναι κολληµένο 

στο ταβάνι .Μόλις το σώµα µάζας m2 φτάσει στο πάτωµα κολλάει αυτόµατα σε αυτό και την ίδια στιγµή 

ξεκολλάει το σώµα µάζας m1 από το ταβάνι. Σε όλο το παραπάνω φαινόµενο και στη συνέχεια αυτού δεν 

θέλουµε να χάνεται καθόλου ενέργεια. Να βρεθούν: 

i) Η κατακόρυφη απόσταση του πατώµατος από το ταβάνι.

ii) Ο χρόνος που θα χρειασθεί µέχρι να ξαναβρεθούν τα δύο σώµατα στην αρχική τους θέση

iii) Η ελάχιστη και η µέγιστη απόσταση των δύο σωµάτων.

∆ίνεται το g=10m/sec2. 

Aπάντηση: 

i) Για να µην υπάρχουν απώλειες ενέργειας σε όλο το παραπάνω φαινόµενο το κάθε σώµα  θα φτάνει

στο πάτωµα ή στο ταβάνι έχοντας µηδενική  ταχύτητα.

Το σώµα m2 δεν έχει αρχικά ταχύτητα άρα θα βρίσκεται σε ακραία θέση της ταλάντωσής του. Η θέση 

ισορροπίας του απέχει από την αρχική θέση απόσταση που θα βρεθεί από την σχέση m2g=Kx2  άρα 

x2=0,1m.H αποµάκρυνση αυτή ταυτίζεται και µε το πλάτος ταλάντωσης του σώµατος m2.Eτσι το σώµα 

µάζας m2 θα διανύσει απόσταση S=2A2 µέχρι να σταµατήσει άρα να ακουµπήσει στο πάτωµα. Άρα η 

κατακόρυφη απόσταση του δαπέδου από το ταβάνι θα είναι D=L0+2A2=0,7m. 

ii) O χρόνος που θα χρειασθεί το πρώτο σώµα για να πάει στο πάτωµα θα είναι  T2/2 αµέσως  µετά

ξεκινάει η ταλάντωση του δεύτερου σώµατος που για να επανέλθει στην αρχική του θέση θα χρειασθεί

χρόνο Τ1 ενώ ο χρόνος που θα κάνει το πρώτο σώµα να επανέλθει στην αρχική του θέση θα είναι πάλι

Τ2/2. Ετσι ο συνολικός µας χρόνος θα είναι

∆t=T1 +T2=0,3π sec 

iii) Την στιγµή που αποκολλάται το σώµα µάζας m1 βρίσκεται στην ακραία θέση της ταλάντωσής του και

απέχει από την θέση του φυσικού µήκους του ελατηρίου 2A2=0,2m.



Για την νέα θέση ισορροπίας αυτού του σώµατος θα ισχύει 

M1g=Kx1  άρα x1=0,025m άρα το Α1=0,225m. 

Eτσι η ελάχιστη απόσταση των δύο σωµάτων θα είναι όταν το σώµα µάζας m1 βρίσκεται  στην 

κατώτερη θέση της ταλάντωσή του και άρα τότε το ελατήριο θα είναι συσπειρωµένο κατά: 

xολ=Α1+x1=0,25m   άρα η xmin=L0-xολ=0,25m. 

H µέγιστη απόσταση των δύο σωµάτων είναι η απόσταση του πατώµατος από το νταβάνι 

Ηmax=0,7m. 



∆ιατηρείται η ενέργεια για την κίνηση της σφαίρας;

Σφαίρα µάζας Μ=1kg και ακτίνας R=0,1m ανέρχεται κυλιόµενη χωρίς να 

ολισθαίνει σε ένα παράξενο κεκλιµένο επίπεδο γωνίας κλίσης φ=30ο που 

στην αρχή του παρουσιάζει συντελεστή τριβής µ=√3/3 και στην συνέχεια 

είναι εντελώς λείο. Η σφαίρα  την χρονική στιγµή t=0 έχει αρχική 

ταχύτητα Uo=30m/sec.Την στιγµή t=7sec η σφαίρα µπαίνει στο λείο 

µέρος του κεκλιµένου επιπέδου.  

Να βρεθούν: 

Α) Το µέγιστο ύψος του κέντρου µάζας της σφαίρας. 

Β) Την τελική ταχύτητα του κέντρου µάζας της σφαίρας την στιγµή που 

αυτή θα περάσει από την  αρχική θέση της εκτόξευσής της. 

Γ) Γιατί η τελική ταχύτητα δεν είναι πάλι 30m/sec; 

H ροπή αδράνειας της σφαίρας δίνεται από την σχέση Ιcm=0,4MR2. 

g=10m/sec2. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

A)Για την κίνηση της σφαίρας πάνω στο τραχύ κεκλιµένο επίπεδο και

για την άνοδο της σφαίρας από του νόµους του Νεύτωνα για την 

µεταφορική και περιστροφική κίνηση θα έχουµε 

ΣF=M.acm 

άρα Μgηµφ-Τστ=Μacm (1) 



→

→

w

N

και  Τστ.R=0,4MR2.αγων 

άρα Τστ=0,4Μacm (2)  από την (1) 

Μgηµφ-0,4Μacm=Macm άρα acm=25/7m/sec2. 

H  σφαίρα λοιπόν εκτελεί επιβραδυνόµενη µεταφορική κίνηση και 

επιβραδυνόµενη στροφική κίνηση. Μετά λοιπόν από 7sec θα έχει 

διανύσει διάστηµα: 

x1=Uo.t-1/2acm.t2=122,5m. 

H ταχύτητα του κέντρου µάζας θα είναι: 

υ=υo-acm.t=5m/sec. 

H γωνιακή ταχύτητα της σφαίρας θα είναι ω=U/R=50r/sec. 

Μόλις µπαίνει η σφαίρα στο λείο κεκλιµένο 

επίπεδο παύει  να υπάρχει η τριβή. Ετσι η 

σφαίρα στροφικά έχει σταθερή γωνιακή 

ταχύτητα ω ενώ η Ucm µειώνεται λόγω της 

συνιστώσας του βάρους. Η σφαίρα δηλαδή 

εκτελεί επιβραδυνόµενη µεταφορικά κίνηση ενώ εκτελεί οµαλή στροφική 

κίνηση µε την ω που είχε της στιγµή που µπήκε στο λείο επίπεδο. 

ΣF=M.acm΄   Μgηµφ=Μacm΄    άρα     acm΄=5m/sec2. 

Από τον νόµο της ταχύτητα για την επιβραδυνόµενη κίνηση θα έχουµε: 

U=Uαρχ-acm΄t2 

άρα t2=1sec και από το νόµο του διαστήµατος για την επιβραδυνόµενη 

κίνηση θα έχουµε: 

x2=Uαρχ.t2-1/2acm΄.t2
2=2,5m. 

Aρα το συνολικό  µήκος της διαδροµής της σφαίρας κατά την άνοδο θα 

είναι xολ=122,5+2,5=125m  από  ηµ30ο =Η/xoλ  άρα  

Η=62,5m. 



B) Τώρα  η σφαίρα  θα αρχίσει να κατεβαίνει το κεκλιµένο επίπεδο και

θα φτάσει στην αρχή του επιπέδου που έχει τριβές µε αρχική 

µεταφορική ταχύτητα U=5m/sec και ω=50r/sec.Το χαµηλότερο 

όµως σηµείο της σφαίρας που είναι σε επαφή µε το κεκλιµένο 

επίπεδο έχει συνολική ταχύτητα: 

Uoλ=Ucm+Uπερ=5+5=10m/sec. 

Eτσι θα εµφανισθεί τριβή ολίσθησης αυτή τη φορά που θα έχει φορά 

προς τα πάνω και µέτρο Τ=µΝσυνφ=5Ν.  

Από τον νόµο του Νεύτωνα ΣF=M.acm   θα βρω  acm=0m/sec2. 

∆ηλαδή η σφαίρα αρχίζει να εκτελεί οµαλή µεταφορική κίνηση

προς τα κάτω. 

Για στροφική κίνηση: 

Τ.R=0,4MR2.αγων΄  άρα αγων ΄=125rad/sec2. 

Για να αρχίσει κανονική κύλιση θα πρέπει η γωνιακή ταχύτητα της 

σφαίρα να γίνει -50r/sec   έτσι από την σχέση: 

-50=50-αγων΄.t3  θα βρούµε t3=0,8sec. 

Στον παραπάνω χρόνο η σφαίρα εκτελούσε οµαλή µεταφορική κίνηση 

προς τα κάτω διανύοντας διάστηµα: 

x3=υ.t3=4m. 

Tώρα η σφαίρα αρχίζει να κυλίεται άρα υπάρχει πλέον στατική τριβή και 

το σώµα επιταχύνει στροφικά και µεταφορικά σύµφωνα µε του νόµους 

του Νεύτωνα: 

ΣF=M.acm    άρα Μgηµφ-Τστ=Μacm (3)  και  Τστ.R=0,4MR2.αγων  άρα 

Τστ=0,4Μacm (4)  από την (3): 

Μgηµφ-0,4Μacm=Macm άρα 

acm=25/7m/sec2. 



Το διάστηµα που αποµένει µέχρι να φτάσει στην αρχική θέση η σφαίρα 

είναι 122,5-4=118,5m   Aρα  από το νόµο του διαστήµατος για την 

µεταφορική κίνηση θα έχουµε: 

 118,5=5t4
2+0,5.25/7t4

2 θα βρούµε t4≈ 6,86sec   Aρα 

υcmτελ=υ+acm.t4≈29,5  m/sec. 

Γ)  Η τελική ταχύτητα δεν είναι ίδια µε την αρχική γιατί κατά την είσοδο 

της σφαίρας στο τραχύ µέρος του κεκλιµένου επιπέδου ασκήθηκε  

πάνω στην σφαίρα τριβή ολίσθησης άρα  παράχθηκε θερµότητα. Η 

Α∆Ε από την αρχική στην τελική θέση µπορεί να το αποδείξει αυτό 

Καρχ=Κτελ+Q    όπου Q=µΜgσυνφ.4=20J.    



∆ιάθλαση του φωτός και ταλάντωση σφαίρας

Γυάλινη σφαίρα ακτίνας R=0,3m και µάζας m=2kg  είναι δεµένη σε κατακόρυφο 

ελατήριο και ισορροπεί .O Γιάννης  παίζει µε ένα  POINTER LASER  στέλνοντας σε 

οριζόντια διεύθυνση και προς  το κέντρο της γυάλινης σφαίρας µία ακτίνα φωτός που 

κατά τον κινέζο κατασκευαστή  του POINTER LASER έχει µήκος κύµατος στον 

αέρα  600nm. 

∆ίνουµε στην γυάλινη σφαίρα κατακόρυφη ταχύτητα V  και η σφαίρα αρχίζει να

εκτελεί α.α.τ. Η ακτίνα που παράγει το LASER διέρχεται περιοδικά  εφαπτοµενικά 

και οριακά από το κατώτερο και από το ανώτερο σηµείο της σφαίρας. Η Νίκη 

βρίσκεται στον απέναντι τοίχο από τον Γιάννη  και  παρατηρεί ότι η ακτίνα 

εµφανίζεται στον τοίχο στο ίδιο ύψος  µε αυτό της πηγής  κάθε ∆t=π/2sec. Στη 

διάρκεια της ταλάντωσης  της σφαίρας η µέγιστη χρονική καθυστέρηση που 

υφίσταται η ακτίνα εξαιτίας της διέλευσης µέσα από την γυάλινη σφαίρα είναι 

∆tmax=2.10-9sec. Να βρεθούν:

i)Ο δείκτης διάθλασης της γυάλινης σφαίρας

ii)Η σταθερά Κ του ελατηρίου και η αρχική ταχύτητα V

iii)Από πόσα µήκη κύµατος αποτελείται  η διαδροµή µέσα στο γυαλί όταν η ακτίνα

κινείται οριζόντια. 

∆ίνεται c=3·108m/s

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Α)Η χρονική καθυστέρηση: 

∆t=tυλικού –tκενού = d/Vυλικου  -  d/C = d.n/C – d/C = d(n-1)/C. (1)



Για να είναι µέγιστη η χρονική καθυστέρηση θα πρέπει η οριζόντια διαδροµή της 

ακτίνας µέσα στο γυαλί να είναι µέγιστη. Η µέγιστη διαδροµή που µπορεί  να 

διανύσει το φως  µέσα στο γυαλί είναι dmax=2R=0,6m. Από την σχέση (1) θα 

πάρουµε  n=2. 

Β)Η ακτίνα εµφανίζεται στο ίδιο ύψος µε την πηγή στην περίπτωση που δεν 

εκτρέπεται από την αρχική της  πορεία. Αυτό συµβαίνει ή όταν η ακτίνα περνάει 

επαπτοµενικά από το πάνω ή κάτω άκρο της σφαίρας ή όταν πέφτει κάθετα στην 

επιφάνεια της σφαίρας και περνά από το κέντρο της σφαίρας.  

Άρα ο χρόνος ∆t=π/2sec  θα αντιστοιχεί σε χρόνο T/4. 

Eτσι  Τ=2π sec. 

Τ=2π√m/K   άρα  Κ=2Ν/m 

H ταχύτητα V είναι η µέγιστη της ταλάντωσης. H ακτίνα   µόλις και περνάει 

εφαπτοµενικά από το πάνω και κάτω µέρος της σφαίρας άρα το πλάτος της 

ταλάντωσης θα είναι Α=R=0,3m.  

Έτσι  V=ω.Α=0,3m/sec. 

Γ)Το µήκος κύµατος µέσα στο γυαλί θα βρεθεί  από  n=λο/λ άρα  λ=300nm. 

Για την διαδροµή 2R  θα υπάρχουν  Ν=2R/λ=2.106 µήκη κύµατος 



∆ιάθλαση σε µια σφαίρα, που θα κάνει και … τούµπες.

Oµογενής γυάλινη σφαίρα  έχει  ακτίνα R=0,2m.H σφαίρα ηρεµεί σε οριζόντιο 

επίπεδο. Μονοχρωµατική ακτινοβολία προσπίπτει εφαπτοµενικά και οριζόντια στο 

ανώτερο σηµείο A τη σφαίρας και εξέρχεται αφού διαθλαστεί εφαπτοµενικά και 

κατακόρυφα από το σηµείο Β όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. 

Στην συνέχεια η γυάλινη σφαίρα τοποθετείται στο ανώτερο σηµείο  κατακόρυφου 

τεταρτοκυκλίου KΛ ακτίνας  R1= 1,95m µε το σηµείο Κ στο ανώτερο σηµείο και το 

σηµείο Λ στο κατώτερο σηµείο του τεταρτοκύκλιου που βρίσκεται  πάνω στο 

οριζόντιο έδαφος. Το κέντρο της σφαίρας και το σηµείο Κ βρίσκονται πάνω σε 

ευθεία παράλληλη προς το έδαφος. 

Κ

Λ

Ο

 Η σφαίρα αφήνεται ελεύθερη από το σηµείο Κ  και αρχίζει να κυλίεται χωρίς να 

ολισθαίνει µέσα στο τεταρτοκύκλιο. 

Α)   Να βρείτε τον δείκτη διάθλασης της σφαίρας 

Β)   Να βρείτε τον συνολικό χρόνο που κάνει η ακτίνα για να φτάσει από το 

ανώτερο  σηµείο  Α της σφαίρας  στο έδαφος  στο σηµείο Γ. 

Γ)   Να βρεθεί ο αριθµός των περιστροφών µέχρι η σφαίρα να φτάσει  από το 

σηµείο Κ στο σηµείο Λ του τεταρτοκύκλιου. 

∆)   Να βρεθεί η µέγιστη ταχύτητα του κέντρου µάζας της σφαίρας.

Το Ιcmσφαίρας=0,4ΜR2. 



ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

A)Αν εφαρµόσουµε νόµο του Snell για την πρώτη διάθλαση θα έχουµε: 

n1ηµθ1=n2ηµθ2  θα πάρουµε 1.1=n2ηµθ2 (1). 

Αν εφαρµόσουµε νόµο του Snell για την διάθλαση στο σηµείο Β θα έχουµε 

n2ηµθ3=n1ηµ90   θα πάρουµε n2ηµθ3=1 (2) από την (1) και (2) θα βγει  θ2=θ3. 

Επειδή σχηµατίζεται και ισοσκελές ορθογώνιο τρίγωνο θ2=θ3=45o
.

 Eτσι  από την (1) θα πάρουµε  n2=√2. 

B) Για να φτάσει η ακτίνα από το σηµείο Α στο έδαφος διανύει το ευθύγραµµο

τµήµα  ΑΒ µέσα στο γυαλί µε ταχύτητα Cγ και το ευθύγραµµο τµήµα ΒΓ στον 

αέρα.Το ΒΓ θα προκύψει από το ΠΘ  ΑΒ=R√2=0,2√2 m και το ΒΓ=R=0,2m 

n=Co/Cγ  άρα  Cγ=3.108/√2 m/sec  από τον νόµο του διαστήµατος στην οµαλή 

κίνηση  της ακτίνας µέσα στο γυαλί θα έχουµε  R√2=Cγ.t1  άρα t1=4/3 .10-9sec. 

Το ίδιο θα εφαρµόσουµε για την διαδροµή ΒΓ. R=Cο.t2  άρα t2=2/3 .10-9sec. 

Aρα ο συνολικός χρόνος θα είναι tολ=2.10-9sec. 

Γ)   Επειδή η σφαίρα κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει µέσα στο τεταρτοκύκλιο για κάθε 

περιστροφή που εκτελεί διανύει διάστηµα 2πR=0,4πm. 

To συνολικό µήκος του τετατροκύκλιου είναι 2πR1/4=0,975πm  άρα 

Ν=0,975π/0,4π=2,4375 περιστροφές. 

∆)  Την µέγιστη ταχύτητα θα την έχει η σφαίρα στο χαµηλότερο σηµείο της τροχιάς

της δηλαδή στο σηµείο Λ.Αν εφαρµόσουµε  Α∆Ε από το σηµείο Κ στο σηµείο 

Λ θα έχουµε 

Uw=Kπερ +Κµετ    άρα  

 Μg(R1-R)= ½ M·υ2+ ½ 0,4MR2ω2 

θα πάρουµε υ=5m/sec. 



∆ιάδοση δύο διαφορετικών παλµών.

Στο παρακάτω σχήµα το σώµα m=1kg ισορροπεί ανάµεσα σε δύο  κατακόρυφα ελατήρια µε το 

K2=300π2 
Ν/m να έχει το φυσικό του µήκος και να µην είναι δεµένο µε το σώµα m αλλά να εί-

ναι στερεωµένο στο πάνω µέρος του. Το ελατήριο µε σταθερά Κ1=100π2
Ν/m είναι στερεωµένο 

µε το σώµα και µε το έδαφος. Στο σώµα m υπάρχει ελαστική οριζόντια  αβαρής χορδή  µε µε-

γάλο µήκος πάνω στην οποία µπορεί να διαδίδεται κύµα µε ταχύτητα V=10m/sec. ∆ίνουµε στο 

σώµα ακαριαία την στιγµή t=0  αρχική ταχύτητα υ= π m/s µε φορά προς τα πάνω µε αποτέ-

λεσµα να εκτελεί ταλάντωση.  

k1

k2

Να σχεδιασθεί η µορφή της ελαστικής χορδής την στιγµή t=0,15 sec. 

Απάντηση: 

To σώµα m είναι η πηγή του κύµατος-διαταραχής  που θα δηµιουργηθεί στην ελαστική χορδή. 

Το σώµα θα εκτελέσει περιοδική κίνηση η οποία θα αποτελείται από δύο µισές γ.α.τ. και οι ο-

ποίες έχουν κοινή θέση ισορροπίας αλλά διαφορετικές συχνότητες και διαφορετικά πλάτη. Η 

προς τα πάνω από την Θ.Ι.Τ. κίνηση είναι µισή γ.α.τ. µε D1=K1+K2 και η προς τα κάτω κίνηση 

επίσης µισή γ.α.τ. µε D2=K1. Ετσι στην χορδή θα διαδίδονται εναλλάξ δύο παλµοί µε διαφορε-

τική συχνότητα και διαφορετικό πλάτος. 

Έτσι  f1=10Ηz  και f2=5Ηz.   

Aπό την υmax=ω1.Α1  θα πάρουµε Α1=0,05m και υmax=ω2.Α2  θα  πάρουµε Α2=0,1m. 

H περίοδος της περιοδικής κίνησης θα είναι Τ=Τ1/2 +Τ2/2 =0,15sec. 

H µορφή λοιπόν της ελαστικής χορδής θα είναι ουσιαστικά για µία περίοδο της περιοδικής  κί-

νησης του m. 

H διαταραχή λοιπόν θα έχει φτάσει µέχρι τη θέση χ=V.t=1,5m. 

V=λ1.f1  άρα λ1=1m   και V=λ2.f2   άρα λ2=2m 

H µορφή λοιπόν της ελαστικής χορδής θα είναι 





ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ ΣΤΗ ΦΥΣΙΚΗ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ Γ 

ΛΥΚΕΙΟΥ 2011-2012 

ΘΕΜΑ Α 

Στις ερωτήσεις 1-4 να γράψετε στο τετράδιό σας τον αριθμό της ερώτησης και δίπλα το γράμμα που 

αντιστοιχεί η σωστή απάντηση 

1. Ενας δίσκος ,μία σφαίρα και ένα δαχτυλίδι αφήνονται από το ψηλότερο σημείο λείου κεκλιμένου

επιπέδου. Ποιο στερεό σώμα θα εκτελέσει περισσότερες περιστροφές μέχρι να φτάσει στη βάση του

κεκλιμένου επιπέδου

α.Ο δίσκος

β.Η σφαίρα

γ.Το δακτυλίδι

δ.Δεν θα εκτελέσει  καμία περιστροφή κανένα   στερεό σώμα

(Μονάδες  5) 

2. Ο νόμος του Snell

α.Δεν ισχύει στις οπτικές ίνες 

β.Είναι νόμος που έχει αποδείξει το πείραμα 

γ.Ισχύει μόνο για τα Η/Μ κύματα 

δ.  Εξηγεί γιατί μία ακτίνα όταν κτυπάει υπο γωνία στην διαχωριστική επιφάνεια δύο οπτικών μέσων 

προερχόμενη από το πυκνό στο αραιό υλικό η ακτίνα πλησιάζει προς την κάθετη 

     (Μονάδες  5) 

3. Ενα σώμα εκτελεί απλή αρμονική ταλάντωση, του οποίου η ταχύτητα μεταβάλλεται σύμφωνα με την

εξίσωση  U=10ημ10t (S.I).H γραφικά παράσταση της απομάκρυνσης σε σχέση με τον χρόνο μπορεί να

είναι



 (Μονάδες  5) 

4.Παρατηρητής πλησιάζει προς ακίνητη πηγή που εκπέμπει ήχο για χρόνο Δts.Aν παρατηρητής ακούει τον

ήχο για χρόνο Δta για τους δύο αυτούς χρόνους θα ισχύει: 

 α.Δts>Δta 

 β. Δts<Δta 

γ. Δts=Δta 

δ.  Δεν μπορούμε να προσδιορίσουμε 

  (Μονάδες  5) 

5. Ποιες από τις παρακάτω προτάσεις είναι σωστές και ποιες είναι λανθασμένες

α. Το φαινόμενο στο οποίο κατά την εξαναγκασμένη ταλάντωση το σύστημα απορροφά ενέργεια κατά το

βέλτιστο τρόπο ονομάζεται  συντονισμός 

β. Στις φθίνουσες ηλεκτρικές ταλαντώσεις ο κύριος λόγος απώλειας της ενέργειας είναι η ωμική 

αντίσταση του κυκλώματος 

γ. Στα στάσιμα κύματα όλα τα σημεία του κύματος σταματούν ταυτόχρονα 

δ. Στις ελαστικές κρούσεις τα σώματα που συγκρούονται ανταλλάσσουν ταχύτητες όταν έχουν ίδιες 

μάζες 

ε.Ενα στερεό μπορεί να έχει κινητική ενέργεια λόγω περιστροφής αλλά να μην έχει στροφορμή. 

     (Μονάδες  5) 

ΘΕΜΑ Β 

1. Στο διπλανό σχήμα φαίνεται ένα  κατακόρυφο ελατήριο  σταθεράς Κ και φυσικού

μήκους Lo στερεωμένο στο έδαφος και ένα σώμα μάζας Μ που βρίσκεται στο έδαφος.

Πόση η ελάχιστη ενέργεια πρέπει να δαπανήσει ένας άνθρωπος για να αναγκάσει το



σώμα να ταλαντώνεται  σε κατακόρυφη ταλάντωση με την βοήθεια του παραπάνω ελατηρίου με πλάτος 

ταλάντωσης Α. 

1. ½ ΚΑ2 2. ½ Κ(Α+Μg/K)2        3. ½ K(A+Mg/K)2 +Mg(Lo-A-Mg/K)

 (Μονάδες 3) 

Να δικαιολογήσετε την απαντήσή σας. 

    (Μονάδες    6) 

2.Οι ηγέτες της Ευρώπης  μη έχοντας άλλη λύση για το πρόβλημα της κρίσης αποφασίζουν ότι πρέπει να

αυξηθεί η διάρκεια της μέρας για να δουλεύουν περισσότερο οι εργαζόμενοι. Για να το πετύχουν αυτό θα 

πρέπει: 

A. Να μεταφερθούν όλοι οι Ελληνες στην Γερμανία 

Β. Να μεταφερθούν όλοι οι Γερμανοί στην Ελλάδα  

Γ. Να διώξουν κόσμο στο Φεγγάρι 

Ποια από τις παραπάνω  πρόταση πρέπει να εφαρμοσθεί; 

   (Moνάδες 2) 

Αιτιολογήστε την απάντησή σας 

    (Μονάδες 6)           

3.Μία ελαστική τρίχα μήκους  L στερεώνεται στα δύο άκρα της. Με κατάλληλο τρόπο δημιουργούμε πάνω

στην ελαστική τρίχα στάσιμο κύμα. Αν U η ταχύτητα διάδοσης του κύματος πάνω στην τρίχα και f η 

συχνότητα ταλάντωσης όλων των σημείων που ταλαντώνονται πάνω στην τρίχα πόσες το πολύ ψείρες 

μπορούν να κοιμούνται ήσυχες πάνω στην τρίχα 

Α.2Lf/U           B.2Lf/U  +1             Γ.Lf/U 

 (Mονάδες 3) 

Aιτιολογήστε την απάντησή σας 

 (Μονάδες 4) 

ΘΕΜΑ Γ 

Σώμα μάζας Μ=4Kg είναι δεμένο σε κατακόρυφο ελατήριο με σταθερά Κ=100π2Ν/m και ισορροπεί  σε 

ύψος Η=3,2m  το έδαφος. Στο σώμα είναι δεμένος ένας οριζόντιος αβαρής ιστός αράχνης με μεγάλο μήκος. 

Δύο αράχνες βρίσκονται σε αποστάσεις 0,3m και 0,5m αντίστοιχα από το σώμα κολλημένες στον ιστό. Η 



ταχύτητα διάδοσης του κύματος στον ιστό είναι V=1m/sec. Ένα δεύτερο σώμα  μάζας Μ=4Kg κινείται 

κατακόρυφα και συγκρούεται κεντρικά και ελαστικά με το σώμα  που είναι δεμένο στο ελατήριο έχοντας 

ταχύτητα μέτρου 0,5π m/sec.Tην στιγμή που το δεύτερο σώμα φτάνει στο έδαφος : 

α) Να σχεδιαστεί η μορφή του ιστού της αράχνης. 

  (Μονάδες 8) 

β) Πόσο απέχουν τα ζωύφια. 

        (Μονάδες 6) 

γ) Πόσα σημεία του ιστού έχουν ταχύτητα μέτρου umax/2  όπου umax η μέγιστη ταχύτητα ταλάντωσης 

τους. 

      (Μονάδες 6) 

δ) Ποιος ο λόγος των μέτρων των δυνάμεων επαναφοράς που δέχονται τα ζωύφια. 

Δίνεται το g=10m/sec2. 

 (Μονάδες 5) 

ΘΕΜΑ Δ 

Στο παρακάτω σχήμα το σώμα έχει μάζα m=1/π kgr  ο κύλινδρος  που έχει μάζα Μ1=2kg και  ακτίνα R1= 

1m είναι στερεωμένος με κατάλληλο υποστήριγμα έτσι ώστε να μπορεί να περιστρέφεται γύρω από 

οριζόντιο άξονα. Πάνω στον κύλινδρο είναι κολλημένη ράβδος μήκους L= 2m και μάζας M2=3Kg με το ένα 

της άκρο να βρίσκεται στο κέντρο του κυλίνδρου. 

Η ράβδος ισορροπεί κατακόρυφα .Το ελατήριο  έχει σταθερά Κ=100/π Ν/m και βρίσκεται στο φυσικό του 

μήκος με το νήμα να είναι τεντωμένο και δεμένο στο ανώτερο σημείο του κυλίνδρου. Με την βοήθεια  

κατάλληλης δύναμης αρχίζουμε να περιστρέφουμε το σύστημα επιμηκύνοντας το ελατήριο   με το νήμα να 

τυλίγεται στον κύλινδρο μέχρι η ράβδος  να περιστραφεί κατά 90ο . 

Να βρεθούν: 

Α)  Το μέτρο της δύναμης που  πρέπει ασκούμε κάθετα στην ράβδο  αν το σύστημα ισορροπεί μετά από την 

διαγραφή των 90ο . 

 (Μονάδες 7) 

http://4.bp.blogspot.com/_BdRE94s86zo/S5VW_DjswGI/AAAAAAAAIls/ELBCVBM8U1Q/s1600-h/image002.gif


Όταν το σύστημα έχει διαγράψει γωνία 90ο και το σύστημα ισορροπεί  το νήμα κόβεται και η εξωτερική 

δύναμη καταργείται. 

Β)  Πόση μέγιστη ταχύτητα θα αποκτήσει το σώμα m και πόση μέγιστη γωνιακή ταχύτητα που  θα 

αποκτήσει το σύστημα κυλίνδρου-ράβδου; 

  (Μονάδες 8) 

Γ)  Ποιο από τα δύο συστήματα θα αποκτήσει πρώτο την μέγιστη κινητική ενέργεια. 

 (Μονάδες 10) 

Δίνονται για τον κύλινδρο Ι=0,5Μ1.R1
2   για την ράβδο  Ι=1/3Μ2.L2  και π=3,14 



Ένα γιο-γιο και μεταβλητή δύναμη 

Γύρω από ομογενή κύλινδρο μάζας Μ=10Κg έχουμε τυλίξει αβαρές 

νήμα μεγάλου μήκους. Ο κύλινδρος ισορροπεί σε οριζόντιο επίπεδο με 

το ένα άκρο του νήματος δεμένο στο έδαφος και το νήμα κατακόρυφο. 

Ασκούμε στο κέντρο του νήματος κατακόρυφη μεταβλητή δύναμη της 

μορφής F=150-10h (S.I.) όπου h  η κατακόρυφη μετατόπιση του κέντρου 

μάζας του κυλίνδρου. 

Το αποτέλεσμα της παραπάνω δύναμης είναι ο κύλινδρος να αρχίζει να 

ανέρχεται κατακόρυφα  και το νήμα να ξετυλίγεται.  

Να βρεθούν: 

α)  H μέγιστη  ταχύτητα  του  κέντρου μάζας του κυλίνδρου 

β)  Η μέγιστη ανύψωση του κέντρου μάζας του κυλίνδρου 

Για τον κύλινδρο Ιcm=0,5M.R
2
. 

AΠΑΝΤΗΣΗ 

Α)Από τους νόμους την κίνησης για την μεταφορική και στροφική 

κίνηση θα έχουμε 

F-M.g-T=M.a (1)    

T.R=0,5.M.R
2
.αγων 

άρα Τ=0,5.Μ.a (2) 

Aπό (1) και (2) 



a= (50-10h)/15  (3)  (S.I.)   και 

 Τ=(50-10h)/3  (4)  (S.I.) 

Από την σχέση (3) βλέπουμε ότι το σώμα εκτελεί επιταχυνόμενη  

μεταφορικά  κίνηση με επιτάχυνση που συνεχώς μειώνεται. Το κέντρο 

μάζας του κυλίνδρου θα αποκτήσει μέγιστη ταχύτητα   όταν a=0m/sec
2
 

Aυτό θα συμβεί όταν το κέντρο μάζας του κυλίνδρου έχει ανέλθει κατά 

h=5 m. 

Με την βοήθεια της ΑΔΕ για την κίνηση μέχρι  Δh=5m 

WF=Kμετ +Κστρ + UW   (5) 

 το έργο της δύναμης θα υπολογιστεί με την βοήθεια της παρακάτω 

γραφικής παράστασης 

 Από την (5) μετά από πράξεις θα βρούμε   Umax=10/√6 m/sec. 

B)Aπό την σχέση  (4) παρατηρούμε ότι  το νήμα χαλαρώνει (T=0N)  όταν 

το κέντρο μάζας του κυλίνδρου έχει ανέλθει κατά h=5m . Ετσι μετά τα 

5m o κύλινδρος εκτελεί ομαλή στροφική κίνηση μιας και δεν θα 

υπάρχει καμία δύναμη που να προκαλεί ροπή.  

Με την βοήθεια  της ΑΔΕ  θα έχουμε 

WF=Kστρ + UW    (6) 

 το έργο της δύναμης θα υπολογιστεί  με την βοήθεια της παρακάτω 

γραφικής παράστασης   



150-10h

150

0 h H  (m)

F  (N)

WF=150h-5h
2
   (S.I.)

και με αντικατάσταση στην σχέση (6) 

150h-5h
2
=125/3 +100h   

 άρα h
2
-10h+25/3=0  άρα 

h≈9,08m 



Μια άσκηση µεταβλητής δύναµης σε κύλινδρο

Πάνω σε ένα οριζόντιο επίπεδο µε συντελεστή στατικής τριβής µs=0,5 ισορροπεί 

κύλινδρος µάζας Μ=4kg και ακτίνας R=0,1m στην θέση x=0.Στο κέντρο του 

κυλίνδρου αρχίζει να εφαρµόζεται  µεταβλητή  οριζόντια δύναµη F=20+θ (S.I) όπου 

θ η γωνιακή µετατόπιση του κυλίνδρου. Αρχικά ο  κύλινδρος αρχίζει να κυλίεται 

χωρίς να ολισθαίνει. Μέχρι τη στιγµή που ο κύλινδρος είναι έτοιµος να ολισθήσει να 

βρεθούν: 

Α)  Η ταχύτητα του κέντρου µάζας του κυλίνδρου 

Β)  Η γραφική παράσταση της επιτάχυνσης του κέντρου µάζας του κυλίνδρου σε 

συνάρτηση µε την  µετατόπιση του  κέντρου µάζας.  

Γ)  Ποιος ο συνολικός ρυθµός µεταβολής της κινητικής ενέργειας του κυλίνδρου τη 

στιγµή που είναι έτοιµος να ολισθήσει;  

H ροπή αδράνειας του κυλίνδρου γύρω από το κέντρο µάζας του είναι Ιcm=0,5MR2. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Α) Ο κύλινδρος είναι έτοιµος να ολισθήσει όταν: 

Τστ=µs.Ν=µ.Μ.g=0,5.4.10=20Ν 

H γωνία θ συνδέεται µε την µετατόπιση του κέντρου µάζας  µε τη σχέση  x=R.θ 

άρα η δύναµη θα έχει µορφή: 

F=20+10x  (S.I.) 

Από τους νόµους του Νεύτωνα για την µεταφορική και περιστροφική κίνηση θα 

πάρουµε  

F-Tστ=Μ·acm  (1)  και Τστ·R=0,5M·R2·aγων=0,5Μacm (2) 

Aν διαιρέσουµε την (1) µε την (2) θα έχουµε   

(F-Tστ)/Τστ=2    άρα F=3Τστ   άρα Τστ=(20+10x)/3 (S.I) 

Aπό την συνθήκη κύλισης θα πρέπει Τστ≤µ.Ν   άρα (20+10x)/3≤20  άρα x≤4m 

ο κύλινδρος λοιπόν θα κυλίεται µέχρι την θέση x=4m και σε εκείνη τη θέση 

ετοιµάζεται να ολισθήσει. 

Mε την βοήθεια της Α∆Ε για την µετακίνηση του κυλίνδρου για 4m θα έχουµε  



WF=Kπερ +Κµετ    το έργο της δύναµης θα βρεθεί από την παρακάτω γραφική 

παράσταση     

Αρα 160=1/2ΜUcm2+1/2Iω2 άρα    Ucm=4√10/3m/sec. 

B) Aπό την σχέση (1)  µε αντικατάσταση του Τστ  θα έχουµε:

2Τστ=Μacm άρα 

2(20+10x)/3 =4acm   άρα  acm=(20+10x)/6  (S.I.) 

Η γραφική παράσταση θα είναι   

Γ)   Ο ολικός ρυθµός µεταβολής της κινητικής ενέργειας θα δίνεται από την σχέση: 

∆Κ/∆t=ΣFUcm+Στ.ω=Μαcm.Ucm+Tστ.Rω=(Μαcm+Tστ)Ucm 

και για x=4m θα πάρουµε: 

 ∆Κ/∆t=240√10/3 J/sec 



Αρχή διατήρησης της στροφορµής σε ένα τετράγωνο 

∆ύο πουλιά µε ίδια µάζα m= 0,05kg το καθένα που µπορούµε να τα θεωρήσουµε 

σηµειακά κάθονται στις δύο άκρες µιας ράβδου Γ∆. Η ράβδος Γ∆ αποτελεί την 

κατώτερη οριζόντια  πλευρά κατακόρυφου τετραγώνου ΑΒΓ∆ που µπορεί να 

στρέφεται χωρίς τριβές γύρω από οριζόντιο άξονα xx΄ ο οποίος ταυτίζεται µε την 

πλευρά ΑΒ. H κάθε ράβδος του τετραγώνου έχει µάζα Μ=0,3 Kg και µήκος L=0,1m. 

Ένας ξαφνικός θόρυβος τροµάζει τα πουλιά που φεύγουν ταυτόχρονα από τη ράβδο 

Γ∆ µε  οριζόντια ταχύτητα  υ και κάθετα προς την ράβδο Γ∆. 

Α)   Να βρεθεί η οριζόντια ταχύτητα υ του κάθε πουλιού αν είναι γνωστό ότι το 

τετράγωνο µόλις και εκτελεί ανακύκλωση γύρω από τον άξονα περιστροφής 

του. 

Β)   Να βρεθεί το µέτρο του µέγιστου ρυθµού µεταβολής της στροφορµής του 

τετραγώνου. 

Γ)   Να βρεθεί η γωνιακή ταχύτητα του συστήµατος όταν ο ρυθµός µεταβολής της 

στροφορµής είναι µέγιστος. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας της κάθε ράβδου γύρω από το κέντρο µάζας της ότι είναι 

Ιcm=1/12ML2. 

AΠΑΝΤΗΣΗ 

Η ράβδος ΑΒ βρίσκεται πάνω στον άξονα περιστροφής χχ΄ άρα δεν παρουσιάζει 

ροπή αδράνειας. Οι κατακόρυφες  ράβδοι Α∆ και ΒΓ περιστρέφονται γύρω από τα 

άκρα τους Α και Β έτσι θα παρουσιάζουν ροπή αδράνειας που θα βρεθεί µε την 

βοήθεια του κανόνα του Στάινερ: 



ΙA∆=ΙΒΓ=Ιcm+M(L/2)2=1/3ML2=0,001kg.m2. 

Όλα τα σηµεία της ράβδου Γ∆ ισαπέχουν από τον άξονα χχ΄ και µε την βοήθεια του 

ορισµού της ροπής αδράνειας θα βρούµε  

ΙΓ∆=∆m1.R1
2+∆m2R2

2+…..+∆mnRn
2=ML2=0,003kg.m2. 

Aρα το Ιολxx΄=0,005kg·m2. 

 Mπορούµε να εφαρµόσουµε Α∆Σ για το σύστηµα πουλιά-πλαίσιο. 

Lαρχ=Lτελ 

άρα    0=2mυ·L – Iολxx΄·ωαρχ  (1) 

 Το τετράγωνο µόλις και κάνει ανακύκλωση. Αυτό σηµαίνει ότι µόλις  η ράβδος Γ∆ 

φτάνει στο ανώτερο σηµείο της έχοντας µηδενική γωνιακή ταχύτητα.  

Αν εφαρµόσουµε  Α∆Ε για το ανέβασµα του τετραγώνου θεωρώντας το επίπεδο 

µηδενικής δυναµικής ενέργειας το αρχικό επίπεδο όπου βρισκόταν η ράβδος Γ∆. 

Καρ +UA∆+UΒΓ+UΑΒ=UΑ∆΄+UΒΓ΄+UΑΒ +UΓ∆ 

1/2Ιολxx΄·ωαρχ2 +ΜgL/2+ ΜgL/2+ ΜgL= Μg3L/2 + Μg3L/2+ ΜgL+ Μg2L 

Αρα  ωαρχ=√480 r/sec. 



Aπό την (1) θα πάρουµε: 

υ=2√30m/sec. 

B)O µέγιστος ρυθµός µεταβολής της στροφορµής  συµβαίνει όταν τα αποστήµατα 

των  εξωτερικών δυνάµεων που ασκούνται στο πλαίσιο γίνουν µέγιστα. Αυτό 

συµβαίνει όταν όλο το ΑΒΓ∆ βρίσκεται σε οριζόντια θέση δηλαδή όταν έχει στραφεί 

το τετράγωνο κατά γωνία 90ο σε σχέση µε την αρχική του θέση. Αρα 

│∆L/∆t│max=MA∆g.L/2 +MBΓg.L/2+M∆Γ.g.L= 0,6Ν.m. 

Γ)Για να βρω την γωνιακή ταχύτητα του συστήµατος στην παραπάνω θέση θα 

ξαναπάρω Α∆Ε   

Καρ +UA∆+UΒΓ+UΑΒ=UΑ∆΄+UΒΓ΄+UΑΒ +UΓ∆+Κτελ 

½ Ιολxx΄·ωαρχ2 +ΜgL/2+ ΜgL/2+ ΜgL= ΜgL + ΜgL+ ΜgL+ ΜgL + ½ Ιολxx΄·ωτελ2 

Mετά τις πράξεις το ωτελ=4√15 r/sec. 



Αρχή διατήρησης στροφορµής και ανακύκλωση παραθύρου 

Ένα ξύλινο  παράθυρο  αποτελείται από τέσσερις  ράβδους µάζας M=3Kg η κάθε µία 

και σχηµατίζοντας ένα τετράγωνο πλευράς L=1m. Μία πέµπτη όµοια  οριζόντια 

ράβδος  χωρίζει το τετράγωνο στην µέση. Το ξύλινο αυτό παράθυρο µπορεί να 

περιστρέφεται χωρίς τριβές γύρω από οριζόντιο άξονα xx΄ που διέρχεται από την 

πάνω οριζόντια ράβδο.  

x x΄

Ενας φυσικός συλλέκτης όπλων προσπαθεί να δοκιµάσει  το καινούργιο του όπλο 

πυροβολώντας κατά «ρυπάς» και οριζόντια   εναντίον της κατώτερης οριζόντιας 

ράβδου. Παρατηρεί ότι όταν πυροβολεί 5 σφαίρες που σφηνώνονται στην κάτω 

οριζόντια ράβδο το παράθυρο µόλις και φτάνει σε γωνία 90ο σε σχέση µε την αρχική 

του θέση κατακόρυφη θέση. Πόσες τουλάχιστον σφαίρες πρέπει να ρίξει για να 

µπορέσει το παράθυρο να κάνει  ανακύκλωση γύρω από το άξονα xx΄. Να θεωρηθεί 

ότι η σφαίρες  κινούνται οριζόντια και σφηνώνονται ταυτόχρονα στην ράβδο και ότι 

η κάθε σφαίρα  έχει µάζα m=0,05kg. ∆ίνεται για τη κάθε ράβδο που περιστρέφεται 

γύρω από το ένα της άκρο η ροπή αδράνειας της είναι  Ια=1/3ΜL2. 

AΠΑΝΤΗΣΗ 

Το παράθυρο έχει συνολικά πέντε ράβδους από τις οποίες οι δύο κατακόρυφες έχουν 

ροπή αδράνειας Ια=1/3.ΜL2=1kg.m2. H µία είναι πάνω στον άξονα xx΄ άρα δεν 

παρουσιάζει ροπή αδράνειας ενώ οι άλλες δύο οριζόντιες έχουν ροπές αδράνειας που 

θα βρεθούν µε την βοήθεια του ορισµού της ροπής αδράνειας  Ι2=Μ.L2=3kg.m2  και 

Ι3=Μ(L/2)2=0,75kg.m2.  

Eτσι συνολικά το παράθυρο έχει Ιολ=5,75kg.m2. 



Kατά την ταυτόχρονη  κρούση των 5  σφαιρών θα εφαρµόσουµε Α∆Σ για το σύστηµα 

σφαιρών και παράθυρου. 

Lαρχ=Lτελ 

άρα   5m·υ·L=Ioλ·ωσυσ (1) 

Με την βοήθεια της Α∆Ε για την άνοδο του παράθυρου θα πάρουµε: 

Κσυσ  =Uσυσ 

 ½ Ιολ·ωσυσ
2=5mgL +MgL/2+MgL/2 +MgL/2+MgL 

και θα προκύψει ωσυσ=√77,5/3rad/sec και µε αντικατάσταση στην σχέση (1) θα βρεθεί 

η ταχύτητα του  κάθε βλήµατος  U=√14496≈120,4m/sec. 

Για να κάνει ανακύκλωση τώρα το παράθυρο µε τα βλήµατα µαζί θα πρέπει 

το σύστηµα να φτάσει στην ανώτερη του θέση έχοντας ουσιαστικά µηδενική 

γωνιακή ταχύτητα. 

Αν λοιπόν εφαρµόσουµε  και πάλι  Α∆Σ: 

L αρχ=Lτελ 

άρα   Νm·υ·L=Ioλ·ωσυσ΄ (2) 

 Με την βοήθεια της Α∆Ε για την άνοδο του παράθυρου θα πάρουµε: 

Κσυσ  =Uσυσ     ή 

1/2Ιολ.ωσυσ΄2=Νmg2L +MgL+MgL +MgL+Mg2L (3) 

µε αντικατάσταση της σχέσης (2) στην (3) θα καταλήξουµε στην 

δευτεροβάθµια εξίσωση: 

18,07Ν2-13,25Ν-862,5=0 

η οποία έχει λύση την Ν≈7,3 βλήµατα.  

Αρα για να κάνει οπωσδήποτε ανακύκλωση το παράθυρο θα χρειαζόταν 8 

τουλάχιστον βλήµατα. 



Ανοίγοντας μια οπή σε ξύλινη ράβδο 

Ξύλινη  ομογενής ράβδος μάζας Μ=1,2Κg και μήκους l=2m ισορροπεί κατακόρυφη με την 

βοήθεια  οριζόντιου καρφιού που υπάρχει στο ανώτερο άκρο της ράβδου. Για να ανοίξουμε 

μία  μικρή σημειακή οπή  και να αφαιρέσουμε όλη τη μάζα  του ξύλου που περιέχει  η οπή 

χρειάζεται να δαπανήσουμε ελάχιστη ενέργεια  Emin= 30/7 J. H μάζα του ξύλου που θα 

αφαιρεθεί   για να ανοίξει η οπή είναι Δm=0,2Κg. Eιδικό βλήμα  μάζας  m=0,8Kg  κινείται με 

οριζόντια ταχύτητα Uo μόλις και διαπερνά την ξύλινη ράβδο συμπαρασέρνοντας και όλη τη 

μάζα που βρίσκει μπροστά του.H δημιουργία της οπής δεν αλλάζει  θέση στο κέντρο μάζας 

της ράβδου ενώ η μάζα του βλήματος μετά την διέλευσή του μέσα από την ξύλινη ράβδο 

γίνεται m΄=1Κg. Aν η ράβδος  που μπορεί να περιστρέφεται χωρίς τριβές γύρω από το 

οριζόντιο καρφί μόλις και καταφέρνει να φτάσει σε οριζόντια θέση να βρεθούν: 

A) H  απόσταση του βλήματος από τον άξονα περιστροφής  την στιγμή της κρούσης.

Β)   Η ροπή αδράνειας της ξύλινης ράβδου μετά την  κρούση με το βλήμα αν η οπή 

θεωρηθεί σημειακή. 

Γ)   Η αρχική ταχύτητα του ειδικού βλήματος  πριν την κρούση με την ξύλινη ράβδο. 

Δ)  Την θερμότητα που θα  παραχθεί κατά την παραπάνω κρούση. 

Δίνεται για την ράβδο Ιο=1/3.M.L
2
. 

Aπάντηση: 

A)Για να μην αλλάξει θέση το κέντρο μάζας της ξύλινης ράβδου η μάζα που αφαιρέθηκε

αφαιρέθηκε από το κέντρο μάζας της . Άρα το x=L/2=1m. 

B)H  ροπή αδράνειας της ράβδου θα δoθεί από την σχέση Ι=1/3.Μ.L
2
-Δm.x

2
  (1) αν φυσικά

υποθέσουμε ότι όλη η μάζα που αφαιρέσαμε  ήταν συγκεντρωμένη σε ένα υλικό σημείο 

στο κέντρο της ράβδου. Από την σχέση (1) μετά από πράξεις θα βρούμε Ι=1,4Kg.m
2
.  

Γ)Με τη βοήθεια της ΑΔΣ για το σύστημα βλήματος-ράβδου θα έχουμε 

m.Uo.x=I.ω + (Δm+m)Uεξ.x    (2) 

To βλήμα μόλις και καταφέρνει να εξέλθει από την ξύλινη ράβδο. Δηλαδή η ταχύτητα του 

βλήματος κατά την έξοδο του από την ράβδο είναι ίση με γραμμική ταχύτητα του σημείου 

της ράβδου όπου έγινε η οπή από το βλήμα. Ετσι θα ισχύει  η σχέση Uεξ=ω.x (3) 



Με την βοήθεια της ΑΔΕ για την άνοδο της ράβδου μέχρι την οριζόντια θέση θα έχουμε 

½.Ι.ω2=(Μ-Δm).g.L/2    άρα ω=10/√7 r/s 

Aπό την  σχέση (3)  Uεξ=10/√7 r/s και από την σχέση (2)  Uo=30/√7 m/s 

Δ)Με την βοήθεια της ΑΔΕ  πριν και μετά την κρούση θα πάρουμε 

Καρχ=Κτελ+Κραβ+Εmin+ Q 

μετά από πράξεις θα βρούμε Q=30J 



Άλλη µια παραλλαγή µε κρούση. 

Στο παρακάτω σχήµα ο οµογενής δίσκος έχει µάζα Μ1=2 Κg, ακτίνας R  και 

είναι δεµένος στο κέντρο του µε δύο ελατήρια που έχουν σταθερές 

Κ1=200N/m και Κ2=100N/m και δεν εµποδίζουν την περιστροφή του δίσκου 

γύρω από το κέντρο µάζας του. 

Το κεκλιµένο επίπεδο έχει γωνία κλίσης φ=30o  και την χρονική στιγµή t=0 ο 

δίσκος αφήνεται ελεύθερος ενώ εκείνη τη στιγµή τα ελατήρια έχουν το φυσικό τους µήκος. Ο δίσκος 

κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει σε όλη τη διάρκεια της κίνησή του. 

Α)Να αποδειχθεί ότι το κέντρο µάζας του δίσκου θα εκτελέσει γ.α.τ. 

Β)Να γραφεί η εξίσωση αποµάκρυνσης του κέντρου µάζας του δίσκου αν υποτεθεί ότι θετική φορά είναι η 

αρχική φορά της αρχικής επιτάχυνσης του κέντρου µάζας του δίσκου. 

Γ)Να βρεθεί ο ελάχιστος συντελεστής στατικής τριβής έτσι ώστε ο δίσκος να συνεχίζει να κυλίεται χωρίς 

να ολισθαίνει 

Κάποια στιγµή ένα σηµειακό βλήµα µάζας m=1kg κινείται παράλληλα µε το κεκλιµένο επίπεδο και 

σφηνώνεται ακαριαία στο κέντρο µάζας του δίσκου ενώ η ταχύτητα του κέντρου µάζας η ταχύτητα του 

βλήµατος έχουν αντίθετη φορά. 

∆)Σε ποια θέση πρέπει να γίνει η στιγµιαία κρούση των δύο σωµάτων αν θέλουµε το σύστηµα να εκτελεί 

µόνο περιστροφική κίνηση; 

E)Ποια το µέτρο της ταχύτητα του βλήµατος;

∆ίνεται για το δίσκο Ιcm= ½M1R
2

Aπάντηση: 

Α)Για την αρχική θέση ισορροπίας του κέντρου µάζας του δίσκου θα ισχύει Μ1gηµφ=(Κ1+Κ2)x1  θα 

βρούµε x1=1/30 m. 

Για µία τυχαία αποµάκρυνση και µε την βοήθεια του δεύτερου νόµου του Νεύτωνα για την µεταφορική 

και περιστροφική κίνηση θα έχουµε: 

M1gηµφ –Κ1(x1-x) – K2(x1-x) –Tστ=Μ1acm (1) 

Tστ.R=0,5M1R
2
αγων  ή  Τστ=Μ1acm/2  (2) 

Και µε τη βοήθεια των (1) και (2) Τστ=(Κ1+Κ2)x/3  (3) 

Για την ταλάντωση και θεωρώντας θετική φορά την φορά της αποµάκρυνσης θα έχουµε 

ΣF=Tστ +Κ1(x1-x) +K2(x1-x) –Μ1gηµφ  και µε την βοήθεια της σχέσης (3) θα καταλήξουµε ότι: 

 ΣF=-2(K1+K2)x/3=-200x (SI) άρα το κέντρο µάζας εκτελεί γ.α.τ. µε D=200N/m 

Κ2

Κ1

φ



Β)Την χρονική στιγµή t=0 ο δίσκος είναι ακίνητος και βρίσκεται στην µέγιστη θετική του αποµάκρυνση. 

Αρα η εξίσωση της αποµάκρυνσης του κέντρου µάζας θα δίνεται από την σχέση xcm=Aηµ(ωt+φο)  µε 

Α=x1=1/30 m  και ω=
1M

D
=10r/s άρα η τελική εξίσωση 








 +=
2

10
30
1 π
ηµ txcm  (S.I.) 

Γ)Για να κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει ο δίσκος θα πρέπει να ισχύει η συνθήκη κύλισης 

Τστ<Τολ  και µε την βοήθεια της σχέσης (3)  Tστ(max)=(K1+K2)A/3=10/3 N 

Άρα συνϕµ gM13
10

<  άρα µmin=
9
3

∆)Επειδή θέλουµε να σταµατήσει η µεταφορική κίνηση του συστήµατος των δύο σωµάτων µετά την 

πλαστική και ακαριαία κρούση τους το σύστηµα θα πρέπει να βρίσκεται την στιγµή της κρούσης  στην 

τελική θέση ισορροπίας του. Στην θέση αυτή θα ισχύει 

(Μ1+m)gηµφ=(Κ1+Κ2)x2  θα βρούµε x2=1/20 m όπου x2 η απόσταση της τελικής θέσης ισορροπίας του 

συστήµατος σε σχέση µε το φυσικό µήκος των δύο ελατηρίων. 

Ε)Με την βοήθεια της Α∆ΕΤ για αυτή τη θέση θα βρούµε τη ταχύτητα του κέντρου µάζας του δίσκου 

½ Μ1υcm
2 + ½ D(x2-x1)

2 = ½ DA2  θα βρούµε υcm=
6
3

 m/s 

Mε την βοήθεια της Α∆Ο για τον άξονα της κίνησης των δύο σωµάτων θα έχουµε 

Μ1υcm-mυ=0  άρα 
3
3

=υ  m/s 

Tην στιγµή της κρούσης οι δυνάµεις είναι κεντρικές και έτσι η γωνιακή ταχύτητα του δίσκου δεν θα 

αλλάξει. Ετσι στην θέση αυτή το σύστηµα θα εκτελεί οµαλή περιστροφική κίνηση. 



Αλλαγή στη θέση ισορροπίας ΑΑΤ και ένα κύµα. 

Σώµα µάζας m1=2kg  είναι δεµένο σε κατακόρυφο ελατήριο σταθεράς Κ=10π2Ν/m 

και ισορροπεί. Στο σώµα είναι δεµένη οριζόντια  αβαρής ελαστική χορδή µεγάλου 

µήκους  πάνω στην οποία µπορεί να διαδίδεται εγκάρσιο  κύµα µε ταχύτητα V=1m/s. 

Bλήµα µάζας  m2=0,5kg  κινείται κατακόρυφα προς τα πάνω µε ταχύτητα µέτρου 

u=π/2 m/s  και σφηνώνεται ακαριαία στο σώµα  m1  την στιγµή t=0. Να βρεθεί η 

εξίσωση αποµάκρυνσης του συστήµατος (θεωρώντας θετική τη φορά προς τα πάνω) 

των δύο σωµάτων και να σχεδιαστεί η µορφή της ελαστικής χορδής την χρονική 

στιγµή t=2,625s. Να θεωρηθεί ότι η αποµάκρυση ψ θα έχει σαν αρχή Ο την θέση 

ισορροπίας του συστήµατος (m1+m2 ) µε  το ελατήριο.  π2=10 και g=10m/s2.  

Απάντηση: 

Για την ισορροπία του m1  θα έχουµε  m1.g=Kx1   και  x1= 0,2m 

Για την ισορροπία του (m1+m2)  θα έχουµε  (m1+m2).g=Kx2   και  x2= 0,25m 

Για την κρούση   από την Α∆Ο θα πάρουµε: 

m2.u=(m1+m2).Vσυσωµ   και 

Vσυσωµ=0,1π m/sec. 

H  αλλαγή της µάζας θα επιφέρει αλλαγή της ΘΙ  και η Α∆ΕΤ θα µας δώσει το νέο 

πλάτος ταλάντωσης. 

Κ + U =Εολ 

½ (m1+m2)Vσυσωµ
2  + ½ Κ(χ2-χ1)

2 = ½ ΚΑ2 



και Α=0,05√2m 

H  εξίσωση αποµάκρυνσης για τα σύστηµα των δύο σωµάτων θα δίνεται από την 

σχέση x=Aηµ(ωt+φ0)   για  t=0  χ=0,05m και V>0   Aρα 0,05=0,05√2ηµφ0  και έτσι 

φ0=π/4. Το  ω=√Κ/Moλ=2π r/sec.  Η εξίσωση της αποµάκρυνσης θα είναι  

Ψ=0,05√2 ηµ(2πt+π/4)  (S.I.) 

Το κύµα θα έχει διαδοθεί πάνω στη χορδή κατά χ=V·t=2,625m. Στον χρόνο αυτό η 

πηγή µε βάση την εξίσωση αποµάκρυνσης  θα έχει φτάσει στη θέση ψ= -0,05√2 m 

δηλαδή στην  θέση  -Α. Το σηµείο χ=2,625m είναι το σηµείο που ετοιµάζεται να 

ταλαντωθεί αλλά φυσικά βρίσκεται στην θέση ψ=0,05m εκεί δηλαδή που βρισκόταν 

όλη η οριζόντια χορδή την στιγµή t=0. 

To µήκος κύµατος του κύµατος θα είναι u=λ.f   άρα λ=1m. 

Eτσι η µορφή της χορδής θα είναι 

y  (m)

0,05
0,05√2

-0,05√2

2,625 x(m)0 1 2



Tα ελατήρια και η συµβολή των κυµάτων 

Tα ελατήρια του σχήµατος έχουν σταθερές Κ1=100π
2
Ν/m και Κ2=400π

2
Ν/m. 

 Τα σώµατα m1=1kg και m2=4kg ισορροπούν στο ίδιο οριζόντιο επίπεδο και 
συνδέονται µε ελαστική χορδή που έχει µήκος 2m και µπορεί πάνω της να διαδίδεται 
εγκάρσιο κύµα µε ταχύτητα v=2m/s. Tην χρονική στιγµή t=0 δίνουµε ταυτόχρονα και 
στις δύο µάζες ταχύτητα µέτρου 3π m/s µε φορά προς τα πάνω.  
Να σχεδιασθεί η µορφή της ελαστικής µορφής τις χρονικές στιγµές:  

i)0,2s    ii)0,5s    και iii)0,75s. 
Ποια θα ήταν η µορφή του σχοινιού στις παραπάνω χρονικές στιγµές αν η δεύτερη 
µάζα βαλλόταν την στιγµή t=0 προς τα κάτω; 
Aρχή των αξόνων να θεωρηθεί το σώµα  m1. 

ΛΥΣΗ 

Τα δύο σώµατα είναι πηγές κυµάτων που θα διαδοθούν στην ελαστική χορδή. Η 
συχνότητα του πρώτου κύµατος που δηµιουργεί το m1  είναι f1=5Hz και η συχνότητα 
του δεύτερου κύµατος που δηµιουργεί το m2  είναι επίσης f2=f1=5Ηz.To πλάτος 
ταλάντωσης των σωµάτων θα βρεθεί από την  µέγιστη ταχύτητα ταλάντωσης 
Vmax=ω.Α  άρα Α=0,3m.Το µήκος κύµατος  θα βρεθεί από τον νόµο της κυµατικής 
v=λ·f   άρα λ=2/5 =0,4m. 
Έτσι την χρονική στιγµή t=0,2sec  η κάθε πηγή έχει κάνει µία πλήρη ταλάντωση άρα 
τα κύµατα έχουν διαδοθεί το καθένα κατά ένα µήκος κύµατος. Ετσι η µορφή της 
ελαστικής χορδής θα είναι 

Την χρονική στιγµή 0,5s το κάθε κύµα έχει διανύσει  απόσταση  s=2.0,5=1m από 
την  κάθε πηγή. Είναι δηλαδή τα κύµατα έτοιµα να συναντηθούν αφού η απόσταση 
µεταξύ των σωµάτων είναι 2m. H πηγές έχουν ταλαντωθεί για 2,5T άρα το σχήµα της 
χορδής θα είναι 



Την χρονική στιγµή 0,75s τα κύµατα  έχουν διανύσει   απόσταση s=2.0,75=1,5m από 
την κάθε πηγή. Έτσι από το µέσο της χορδής και µέχρι 0,5m από το µέσο και δεξιά 
και αριστερά του µέσου έχει σχηµατισθεί στάσιµο κύµα. Ετσι η µορφή της ελαστική 
χορδής θα είναι  

0,3

y (m)

1 2  x(m)

0,6

Αν τώρα το σώµα m2 αρχικά βαλλόταν προς τα κάτω τα σηµεία της χορδής θα 
ξεκινούσαν να ταλαντώνονται αρχικά προς τα κάτω. Eτσι η µορφή της χορδής θα 
ήταν για την χρονική στιγµή 0,2sec 

Ενώ για την χρονική στιγµή 0,5sec θα ήταν 

Αν σχεδιάσουµε τα στιγµιότυπα των κυµάτων την χρονική στιγµή  t=0,75sec 
βλέπουµε ότι από την θέση x1=0,5m  έως την θέση x2=1,5m τα σηµεία είναι συνεχώς 
σε αντίθετη φάση άρα όλα τα σηµεία θα είναι ακίνητα. Με κόκκινο χρώµα είναι το 
κύµα που παράγεται από την πηγή 2 ενώ µε µπλε χρώµα το κύµα που παράγεται από 
την πηγή 1. 



0,3

y (m)

1 2  x(m)

0,6

Αρα συνολικά η χορδή θα έχει µορφή 

0,3

y (m)

1 2  x(m)0,5 1,5



H κρούση επιφέρει μετακίνηση διακόπτη και Ηλεκτρική ταλάντωση. 

Στο παρακάτω κύκλωμα ο αβαρής μεταγωγέας Α  μπορεί να κινείται  oριζόντια χωρίς τριβές 

από τη θέση Γ στην θέση Δ . 

Τα ελατήρια έχουν σταθερές Κ1=Κ2=10
3
N/m και το φυσικό τους μήκος ταυτίζεται με τις

θέσεις Γ και Δ ενώ τα σώματα έχουν ίδια μάζα m1=m2=0,1Κg. Συσπειρώνουμε το ελατήριο 

με σταθερά Κ1 κατά Α και  την στιγμή t=0 αφήνουμε το σύστημα να εκτελέσει ταλαντώσεις 

H μπαταρία έχει ΗΕΔ Ε=8V η αντίσταση είναι  R=8Ω ο συντελεστής αυτεπαγωγής του πηνίου 

είναι L=10mH και ο αφόρτιστος αρχικά πυκνωτής έχει χωρητικότητα C=40mF. Μετά από 

τρεις κεντρικές και ελαστικές  κρούσεις η σφαίρα με μάζα m2  σταματάει  ακαριαία μέσω 

μίας εξωτερικής δύναμης και ο μεταγωγέας μένει ακίνητος στην θέση Δ. 

A) Να βρεθεί  η ενέργεια που έδωσε η πηγή του συνεχoύς ρεύματος στο κύκλωμα L-C.

B) Nα γίνει η  γραφική παράσταση του φορτίου του κάτω οπλισμού του  πυκνωτή σε

συνάρτηση το χρόνο.

Nα υποτεθεί ότι στο κύκλωμα R-L  όταν  επιστρέφει ο μεταγωγέας στην θέση  Γ το ρεύμα 

προλαβαίνει να αποκατασταθεί. 

AΠΑΝΤΗΣΗ 

Α)Η κρούση των σωμάτων γίνεται στην θέση ισορροπίας των σωμάτων που ταλαντώνονται 

και επειδή τα σώματα που συγκρούονται έχουν την  ίδια μάζα θα έχουμε ανταλλαγή 

ταχυτήτων στην θέση ισορροπίας τους. Η κάθε κρούση μεταφέρει τον μεταγωγέα από την 

θέση Γ  στην θέση Δ και το αντίστροφο. Η περίοδος  για το κάθε σώμα θα ήταν 

Τ1=2π√M/K=2π/100 sec.H περίοδος των ηλεκτρικών ταλαντώσεων θα ήταν  Τ2=2π√L.C 

=4π.10
-2

sec.H πρώτη κρούση θα μεταφέρει τον μεταγωγέα από την θέση Γ στην θέση Δ. Την 

στιγμή της κρούσης το πηνίο διαρρεόταν από ρεύμα Ι=Ε/R=1A.Η δεύτερη κρούση θα γίνει 

μετά από χρόνο Τ1/2=π/100sec που αντιστοιχεί όμως σε Τ2/4.Δηλαδή την στιγμή της 

δεύτερης κρούσης η ένταση του ρεύματος που διαρρέει το πηνίο είναι 0.Μετά την δεύτερη 

κρούση ο μεταγωγέας έχει έρθει στην θέση Γ και το κύκλωμα R-L προσπαθεί να 

αποκατασταθεί. Ο χρόνος αποκατάστασης του ρεύματος είναι 5L/R=5/8 .10
-2

. O  

μεταγωγέας θα μείνει στην θέση Γ για χρονικό διάστημα  Δt=T1/2=π/100sec .Ετσι το ρεύμα 

θα προλάβει να πάρει και πάλι τη μέγιστη τιμή του Ι=1Α .Mε  πέρασμα του διακόπτη από τη 

θέση Γ στην θέση Δ ο πυκνωτής ο πυκνωτής θα αποκτάει περισσότερη ενέργεια κατά 



ΔΕ=1/2.L.I
2
=5.10

-3
J. Επειδή έχουμε τρείς συνολικά κρούσεις πριν ο μεταγωγέας καταλήξει 

να μείνει μόνιμα στην θέση Δ η συνολική ενέργεια του κυκλώματος  L-C  θα είναι 

Εoλ=2.ΔΕ=10-2J. 

Β)Ο πυκνωτής με το γύρισμα του μεταγωγέα από την θέση Γ στην θέση Δ θα αποκτάει και 

νέο φορτίο φορτίο λόγω της ‘’εκφόρτισης’’   του  πηνίου.Ετσι  με την πρώτη μεταφορά του 

διακόπτη από την θέση Γ στην Δ το μέγιστο φορτίο θα είναι  1/2Q
2
/C=5.10

-3
 άρα το 

Q=2.10
-2

C  για την δεύτερη επαναφορά θα έχουμε 1/2Q2
2
/C=2.5.10

-3
 άρα Q2=√8.10

-2
 C. Ο

πυκνωτής στην δεύτερη αυτή φάση έχει αρχικό φορτίο άρα υπάρχει και αρχική φάση. Από 

την  εξίσωση του φορτίου του κάτω οπλισμού του πυκνωτή  θα έχουμε 

q=Qσυν(ωt΄+φο)  όπου t΄η χρονική στιγμή που ξεκινάει η τελική ηλεκτρική ταλάντωση L-C   

συνφο=√2/2  άρα για πρώτη φορά η αρχική φάση θα είναι φ0=-π/4.Ο πυκνωτής θα 

αποκτήσει μέγιστο φορτίο την χρονική στιγμή t΄που θα βρεθεί από την σχέση Q=Qσυν(ω.t΄-

π/4)  άρα  t΄=π/200 sec.Eτσι η γραφική παράσταση του φορτίου του κάτω οπλισμού του 

πυκνωτή θα είναι 

22



Doppler µε γιο-γιο και ταλάντωση 
Το κατακόρυφο ελατήριο του παρακάτω σχήµατος έχει σταθερά Κ=100Ν/m και έχει 
το ανώτερό του  άκρο ακλόνητα δεµένο ενώ στο κατώτερό του άκρο είναι δεµένο 
σώµα µάζας m=1kg όπου και  ισορροπεί µε την βοήθεια κατάλληλης εξωτερικής 
κατακόρυφης δύναµης .Στο κάτω µέρος του σώµατος  και στην ίδια κατακόρυφο µε 
το ελατήριο συνδέουµε ένα αβαρές µη εκτατό νήµα το οποίο το έχουµε τυλίξει σε 
κύλινδρο ακτίνας R=10cm και  µάζας M=3kg. 

Στο κέντρο του κυλίνδρου έχει στερεωθεί ανιχνευτής ήχων.Tην στιγµή t=0 ο  
κύλινδρος αφήνεται ελεύθερος το σκοινί αρχίζει να ξετυλίγεται  η εξωτερική δύναµη 
καταργείται  και το σώµα µάζας m  συνεχίζει να ισορροπεί. Στην ίδια κατακόρυφο µε 
τον κύλινδρο και το ελατήριο  και  πάνω στο έδαφος υπάρχει  ακίνητη πηγή ηχητικών 
ήχων µε συχνότητα Fs=680Hz. Tην χρονική στιγµή t1=3sec το νήµα κόβεται .Να 
βρεθούν: 

A) Ο ρυθµός µεταβολής της συχνότητας που ανιχνεύει ο ανιχνευτής  πριν και
µετά το κόψιµο του νήµατος. 

B) Η συχνότητα που καταγράφει ο ανιχνευτής την στιγµή t2=1,5sec  καθώς και
την χρονική στιγµή t3=7sec καθώς και η ταχύτητα του σώµατος m την 
χρονική στιγµή t2   και τη  χρονική στιγµή t4=(3+π/4)sec 

C) Η εξίσωση του ρυθµού µεταβολής της κινητικής ενέργειας µε τον χρόνο για
το σώµα m αλλά και για το σώµα M . 

D) Η γραφική παράσταση της στροφορµής του σώµατος M σε συνάρτηση µε τον
χρόνο. 

Για τον κύλινδρο Ιcm=0,5M.R2  ενώ για τον ήχο uηχ=340m/sec και g=10m/sec2. 
∆ίνεται η σχέση  ηµ2χ=2συνχ.ηµχ 

AΠΑΝΤΗΣΗ 

Α)Για τον κύλινδρο και την κίνηση του πριν κοπεί το νήµα θα έχουµε από τους 
νόµους   του Νεύτωνα για την µεταφορική και την στροφική κίνηση  

 M.g-T=M.a  (1)    T.R=0,5M.R2.αγων  άρα Τ=0,5.M.a  (2) 

     θα βρούµε 

 a=20/3 m/sec2   και Τ=10Ν. 



Η συχνότητα που ανιχνεύει ο ανιχνευτής που βρίσκεται στο κέντρο µάζας του 
κυλίνδρου θα δίνεται από την σχέση   Fa=(uηχ+vcm).Fs/uηχ  (3) 

O ρυθµός µεταβολής αυτής της συχνότητας θα είναι πριν κοπεί το νήµα 

∆Fa/∆t=Fs.a/uηχ   άρα ∆Fa/∆t=40/3 Hz/sec 

Oταν όµως κοπεί το νήµα η µοναδική δύναµη που ασκείται στον κύλινδρο είναι το 
βάρος του άρα και η επιτάχυνσή του θα είναι η επιτάχυνση της βαρύτητας  

∆Fa΄/∆t=Fs.g/uηχ   άρα ∆Fa/∆t=20 Hz/sec 

B)Tην χρονική στιγµή t1=1,5sec το νήµα δεν έχει κοπεί ακόµη και έτσι η ταχύτητα 
του κέντρου µάζας του κυλίνδρου είναι vcm=a.t1= 10m/sec    έτσι από την σχέση (3) 
θα έχουµε   Fa=700Ηz 

Tην στιγµή t2=7sec το νήµα έχει κοπεί και ο κύλινδρος κινείται πλέον µε την 
επίδραση µόνο του βάρους του. Την στιγµή που κόβεται το νήµα το κέντρο µάζας του 
κυλίνδρου έχει ταχύτητα  vcm=a.t1=20m/sec  ενώ την στιγµή t3=7sec  η 
vcm΄=20+10.4=60m/sec  και µε την βοήθεια της σχέσης (3) θα βρούµε Fa΄ =800Ηz. 

To σώµα m αρχίζει  την ταλάντωσή του την στιγµή που κόβεται το νήµα δηλαδή την 
χρονική στιγµή t1.Eτσι την στιγµή  t2=1,5sec δεν έχει αρχίσει ακόµη η ταλάντωσή του 
άρα υm=0m/sec. 

Για την αρχική θέση  ισορροπίας του σώµατος m θα ισχύει  m.g+T=K.x1  άρα 
x1=0,2m.Mετά το κόψιµο του νήµατος για την νέα θέση ισορροπίας θα ισχύει 
m.g=Kx2  άρα x2=0,1m.Tην στιγµή που κόβεται το νήµα το σώµα µάζας m δεν έχει
ταχύτητα άρα αν ορίσουµε θετική φορά προς τα πάνω το σώµα θα βρίσκεται στην 
ΘΕΑ και άρα το  πλάτος του θα είναι Α=x1-x2=0,1m 

Eτσι η εξίσωση της ταχύτητας του σώµατος m θα είναι υ=1.συν(10t΄+3π/2) (S.I.) (4) 

Όπου t΄=t-3 (S.I)  ο χρόνος µετά την χρονική στιγµή t1.Aρα για t4=(3+π/4)sec  o 
t΄=π/4 sec 

Και αντικαθιστώντας στην (4) θα έχουµε  υm΄=1m/sec. 

Γ)Για το σώµα m  και µετά το κόψιµο του νήµατος  το ∆Κ/∆t=ΣF.u=-D.x.υ=-
100.0,1ηµ(10t΄+3π/2).συν(10t΄+3π/2)= 
-5ηµ(20t΄+3π)  (S.I.) όπου t΄ο χρόνος µετά το κόψιµο του νήµατος. 

Για το σώµα  Μ και πριν κοπεί το νήµα ο ρυθµός µεταβολής της κινητικής ενέργειας 
θα δινόταν από την σχέση ∆Κ/∆t=ΣF.u +Στ.ω=200.t   t<3sec   ενώ µετά το κόψιµο 
του νήµατος ∆Κ/∆t=ΣF.u=Μ.g.u=600+300(t-3)  για t>3sec. 

∆)Πριν το νήµα κοπεί η στροφορµή θα δίνεται από την σχέση 



L=I.ω=0,5Μ.R2.αγων..t= t   t<3sec  (S.I)  ενώ µετά το κόψιµο του νήµατος η 
στροφορµή του κυλίνδρου παραµένει σταθερή αφού δεν υπάρχει καµία δύναµη που 
να προκαλεί ροπή έτσι  L=3kg.m2/sec  t>3sec 

Eτσι η γραφική παράσταση της στροφορµής θα είναι 



Doppler  και κρούση 

Στο παρακάτω σχήμα το ελατήριο έχει σταθερά Κ=π
2
Ν/m  το σώμα 

μάζας  m1=1kg είναι  ακίνητο και δεμένο στο ελατήριο και έχει 

προσαρμοσμένο πάνω του ανιχνευτή ήχων. Το σύστημα ισορροπεί 

πάνω σε λείο οριζόντιο επίπεδο. 

 Σε απόσταση  D=340m από το  σώμα m1 υπάρχει δεύτερο σώμα μάζας 

m2=1kg που το εκτοξεύουμε με αρχική ταχύτητα u=10m/sec  την στιγμή 

t=0. Στην ίδια θέση με το σώμα m2 υπάρχει ακίνητη πηγή που μπορεί να 

παράγει αρμονικούς ήχους συχνότητας Fs=680Hz  και τίθεται σε 

λειτουργία την στιγμή t=0. Το σώμα m2 συγκρούεται  κεντρικά και 

ελαστικά με το m1 και κάποια στιγμή επιστρέφει στην πηγή. Τότε 

σταματάει  η πηγή να εκπέμπει ήχους. Να βρεθούν: 

Α)  Ποια χρονική στιγμή θα επιστέψει το m2 στην πηγή των ηχητικών 

κυμάτων; 

B) Να δοθεί η γραφική παράσταση της συχνότητας που καταγράφει ο

ανιχνευτής σε συνάρτηση με τον χρόνο. Τι εκφράζει το

περιεκλειόμενο εμβαδόν; Μπορεί να υπολογιστεί;

Δίνεται η ταχύτητα του ήχου  uηχ=340m/sec. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

A)Για να φτάσει το σώμα m2 στο σώμα m1 θα χρειασθεί χρόνος

t1=D/u=34sec.H κρούση είναι ελαστική άρα τα δύο σώματα θα 

ανταλλάξουν ταχύτητες. Το σώμα m1 θα εκτελέσει γ.α.τ μέχρι να 

ξαναβρεθεί στην ΘΙΤ και να ξαναχτυπήσει το σώμα m2 για  να γίνει και 

πάλι η ανταλλαγή ταχυτήτων. Η διάρκεια της ταλάντωσης του m1  είναι 

t2=T/2=1sec.H επιστροφή του σώματος m2 θα διαρκέσει και πάλι t1.Aρα 



η επιστροφή του σώματος m2 στην πηγή θα γίνει την χρονική στιγμή 

toλ=2t1+T/2=69sec. 

Β)Για να φτάσει ο ήχος από την πηγή στον ανιχνευτή θα χρειασθεί 

αρχικό χρονικό  διάστημα Δt=D/uηχ=1sec.Mέχρι την στιγμή που έγινε η 

πρώτη κρούση ο ανιχνευτής ήταν ακίνητος. Ετσι η συχνότητα που 

κατέγραφε ήταν αυτή της πηγής F=680Hz. Mετά την πρώτη κρούση και 

μέχρι να γίνει η δεύτερη ο ανιχνευτής εκτελούσε γ.α.τ. με ταχύτητα που 

θα δινόταν από την εξίσωση U=u.συνω.t΄  όπου t΄=(t-34)sec. Εχουμε 

θεωρήσει  θετική φορά  προς τα δεξιά και το  ω=√Κ/m1=π r/s. Eτσι η 

συχνότητα που καταγράφει θα δίνεται από την σχέση: 

F=(340-10συνπt΄)680/340=680-20συνπt΄    0 < t΄< 1sec  (S.I.). 

Mετά την δεύτερη κρούση ο ανιχνευτής καταγράφει και πάλι την ίδια 

συχνότητα με αυτήν της πηγής αφού σταματάει.Ο ανιχνευτής 

καταγράφει συχνότητα μέχρι την στιγμή t=70sec γιατί την στιγμή 

tολ=69sec σταμάτησε να εκμπέμπει η πηγή.  Ετσι η γραφική παράσταση 

της συχνότητας θα είναι 

Η βαθμολόγηση του κατακόρυφου άξονα 

δεν ξεκινά από το μηδέν. 

Το εμβαδό ανάμεσα στις καμπύλες και στον άξονα των χρόνων 

εκφράζει τον αριθμό των κυμάτων που ανίχνευσε ο ανιχνευτής ήχων. 

Τα κύματα όμως αυτά τα έχει εκπέμψει η πηγή. Επειδή δεν μπορούν να 

χαθούν κύματα Ns=NA. Aπό τον ορισμό της συχνότητας θα έχουμε 

Fs=Ns/Δts  άρα Νs=680.69=46920 κύματα. 



Ανάποδες στροφές 

Το παρακάτω σχήμα αποτελείται από δύο κατακόρυφα τεταρτοκύκλια 

με ακτίνες R1=2m και R2= 0,25 m που συνδέονται μεταξύ τους με 

οριζόντιο τμήμα . Aπό την κορυφή του πρώτου τεταρτοκύκλιου 

αφήνουμε σφαίρα μάζας m και ακτίνας r=0,1 m. 

 H σφαίρα σε όλη την διάρκεια της αρχικής της κίνησης και ενώ 

βρίσκεται σε επαφή με τα τεταρτοκύκλια ή το οριζόντιο επίπεδο 

κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει. 

Α)  Να βρεθεί τo μέγιστο ύψος του κέντρου μάζας της σφαίρας από το 

οριζόντιο επίπεδο μετά το χάσιμο της επαφής με το δεύτερο 

τεταρτοκύκλιο. 

Oταν η σφαίρα φτάσει στο ανώτερο σημείο  της  με την βοήθεια  

κατάλληλης στιγμιαίας ροπής ζεύγους η σφαίρα αλλάζει στιγμιαία 

γωνιακή ταχύτητα. 

Β)  Να βρεθεί το μέτρο της μεταβολής της στροφορμής της σφαίρας 

ώστε η σφαίρα μετά την επανοδό της  να κυλίσει χωρίς να 

ολισθήσει πάνω στα τεταρτοκύκλια. Δίνεται η μάζα της σφαίρα 

m=1Kg και για την σφαίρα  Icm=0,4∙m∙r
2
. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Με την βοήθεια της ΑΔΕ από την αρχική θέση και μέχρι την θέση που η 

σφαίρα χάνει την 

επαφή της με το δεύτερο τεταρτοκύκλιο 

m.g.R1=m.g.R2 +1/2m.U
2
 + ½ .0,4.m.r

2
.ω

2

θα βρούμε μετά από τις πράξεις U=5m/s. 

Το βάρος είναι η μοναδική δύναμη που δέχεται η σφαίρα μετά το 

χάσιμο της επαφής της σφαίρας με το δεύτερο τεταρτοκύκλιο. Ετσι θα 



εκτελέσει επιβραδυνόμενη μεταφορική κίνηση μέχρι το ανώτερο 

σημείο της τροχιάς  ενώ ταυτόχρονα θα εκτελεί και ομαλή στροφική 

κίνηση με σταθερή γωνιακή ταχύτητα που θα βρεθεί από την 

σχέση U=ω.r ω=50r/s. 

Mε την βοήθεια της ΑΔΕ από την στιγμή που χάνεται η επαφή και μέχρι 

το ανώτερο σημείο θα έχουμε: 

m.g.R2 +1/2.m.U
2
 + ½ I.ω

2
=m.g.Hmax + 1/2I.ω

2

άρα μετά από πράξεις    Ηmax=1,5m 

Β)Η σφαίρα ανεβαίνοντας έχει σταθερή γωνιακή ταχύτητα με φορά 

όπως αυτή που φαίνεται στο σχήμα 

Η  στιγμιαία ροπή ζεύγους πρέπει να προκαλέσει αλλαγή στην γωνιακή 

ταχύτητα έτσι ώστε κατά την κάθοδο της σφαίρας  και μπαίνοντας στο 

μικρό τεταρτοκύκλιο η ταχύτητα του σημείου επαφής της σφαίρας με 

το τεταρτοκύκλιο να είναι 0.Αυτό θα συμβεί αν η γωνιακή ταχύτητα 

αλλάξει φορά αλλά όχι μέτρο. 

Αρα  ΔL =Lτελ-Lαρχ=Ι.ω-(-Ιω)=2.Ι.ω=0,4Κg.m
2
/sec 



Ακίνητο σημείο δύο ελατηρίων. 

Τα οριζόντια ελατήρια του παρακάτω σχήματος έχουν το φυσικό τους μήκος και έχουν 

κοινό  και μη στερεωμένο το ένα  τους άκρο.Τη  χρονική t=0 εκτοξεύoυμε ταυτόχρονα τα 

δύο σώματα που είναι δεμένα στο  κάθε άκρο του ελατηρίου και μπορούν να κινούνται 

πάνω σε λείο οριζόντιο επίπεδο .Παρατηρoύμε  ότι το κοινό άκρο των ελατηρίων παραμένει 

συνεχώς ακίνητο.Αν Κ1=100Ν/m ,K2=400N/m , m1=1Kg, m2=4Kg και Uo1=5m/sec να βρεθούν: 

Α)   Η αρχική ταχύτητα του δεύτερου σώματος 

Β)   Η απόσταση των δύο σωμάτων  σε συνάρτηση με το χρόνο αν το φυσικό μήκος του 

κάθε ελατηρίου είναι L01=2m και L02=0,5m 

Γ)   Ο ρυθμός μεταβολής της απόστασης των δύο σωμάτων την χρονική στιγμή t=π/20sec. 

AΠΑΝΤΗΣΗ 

Α)Για να είναι συνεχώς ακίνητο το σημείο σύνδεσης των δύο ελατηρίων θα πρέπει οι 

δυνάμεις των δύο ελατηρίων να είναι συνεχώς αντίθετες. Άρα F1ελ=-F2ελ  και άρα τα μέτρα 

Κ1.Α1ημω1t=K2A2ημω2t  και επειδή ω1=ω2  θα πρέπει Κ1.Α1=Κ2.Α2  άρα Α2=1/8m.H ταχύτητα 

Uo2=ω2.Α2=1,25m/sec. 

B)H απόσταση των δύο σωμάτων θα βρεθεί από τη σχέση

      L= L01+L02+x1+x2=2,5+0,5ημ10t +0,125ημ10t=2,5+0,625ημ10t (S.I) 

Γ)Ο ρυθμός μεταβολής της απόστασης των δύο σωμάτων θα δίνεται από τη σχέση 

ΔL/Δt=6,25συν10t  και για t=π/20sec θα βρούμε ΔL/Δt=0 m/sec. 



100
η
 ανάρτηση: Μια ιδιόμορφη κύλιση. 

Κύλινδρος  μάζας Μ=10Κg και ακτίνας R=0,5m  αρχίζει την στιγμή t=0  να ανέρχεται 

κυλιόμενος (αριστερόστροφα) χωρίς να ολισθαίνει κατά μήκος αρχικά  λείου κεκλιμένου 

επιπέδου  γωνίας κλίσης φ=30
ο
 με τη βοήθεια σταθερής δύναμης  F=80Ν,  που ασκείται στο 

κέντρο του κυλίνδρου και είναι παράλληλη στο κεκλιμένο επίπεδο και λεπτότατου σκοινιού 

που είναι τυλιγμένο στο κύλινδρο και είναι δεμένο στην αρχή του κεκλιμένου επιπέδου. Το 

νήμα ξετυλίγεται από τον κύλινδρο και είναι παράλληλο στο κεκλιμένο επίπεδο.  

Tη χρονική στιγμή t1=5sec   το νήμα  κόβεται και η δύναμη F καταργείται. Eκείνη την στιγμή 

το επίπεδο γίνεται μη  λείο με συντελεστή τριβής μ=√3/3.  

Να βρεθούν: 

Α)   Η ταχύτητα του σημείου επαφής του κυλίνδρου  με το κεκλιμένο επίπεδο τη  χρονική 

στιγμή t1. 

Β)   Το μέγιστο  ύψος που θα φτάσει το κέντρο μάζας του κυλίνδρου σε σχέση με την 

αρχική του θέση. 

Γ)   Το μέτρο της ταχύτητας  του κέντρου μάζας του κυλίνδρου όταν αυτός επιστρέψει 

στην θέση όπου βρισκόταν την χρονική στιγμή t=0. 

Δίνεται για τον κύλινδρο Ιcm=0,5M.R
2
.  

Aπάντηση: 

Α)Από τους νόμους κίνησης για την μεταφορική και στροφική κίνηση θα έχουμε 

F-Mgημφ-Τ=Μ.a  (1) 

T.R=0,5M.R
2
.αγων   

άρα  Τ=0,5.Μ.a (2) 

Από την λύση των (1) και (2) θα βρούμε a=2m/sec
2
 

To διάστημα που θα έχει διανύσει ο κύλινδρος θα είναι S1=1/2a.t1
2
=25m και  η ταχύτητα

του κέντρου μάζας θα είναι Ucm=a.t1=10m/sec. H  ταχύτητα λόγω περιστροφής θα είναι 

επίσης Uπερ=10m/sec γιατί ο κύλινδρος κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει αριστερόστροφα 



βέβαια. Δηλαδή το σημείο που είναι δεμένο στο νήμα έχει ταχύτητα 0 και το σημείο που 

βρίσκεται σε επαφή με το δάπεδο έχει ταχύτητα 2Ucm=20m/s. To μέτρο της  γωνιακής 

ταχύτητα του κυλίδρου θα είναι ω=Uπερ/R=20r/sec. 

B)Tην στιγμή t1 κόβεται το νήμα και παύει να ασκείται η δύναμη. Το σημείο επαφής όμως

με το δάπεδο έχει συνολική ταχύτητα 20m/sec  με φορά προς τα πάνω. Ετσι θα αναπτυχθεί 

τριβή ολίσθησης  με φορά προς τα κάτω μέχρι να αρχίσει (αν αρχίσει) η καθαρή κύλιση. 

Έτσι  ο κύλινδρος εκτελεί επιβραδυνόμενη μεταφορική κίνηση εξαιτίας της συνιστώσας του 

βάρους και της τριβής ολίσθησης και επιβραδυνόμενη στροφική εξαιτίας της ροπής  της 

τριβής ολίσθησης. Από τους νόμους  της κίνησης θα έχουμε 

Μ.g.ημφ+μ.Μ.gσυνφ=Μ.a2  

άρα a2=10m/sec
2
     και

μ.Μ.g.συνφ.R=0,5M.R
2
.αγων 

άρα αγων=20r/s
2
. 

Στο ανώτερο σημείο της τροχιάς του κυλίνδρου η ταχύτητα του κέντρου μάζας του θα είναι 

0. Έτσι από τον νόμο της ταχύτητας  θα έχουμε 0=10-10t2  άρα t2=1sec.Tην ίδια στιγμή η

γωνιακή ταχύτητα του κυλίνδρου θα είναι  ω΄=ω-αγων.t2   άρα ω΄=0r/sec. Δηλαδή 

ταυτόχρονα με την  μεταφορική σταματάει και η στροφική κίνηση του κυλίδρου. 

Το μήκος της διαδρομής που διανύει ο κύλινδρος μετά την κατάργηση της δύναμης θα 

βρεθεί από την σχέση του διαστήματος για την επιβραδυνόμενη κίνηση: 

S2=Ucm.t2-1/2a2.t2
2
=5m.

Aρα το συνολικό μήκος της διαδρομής  θα είναι: 

Soλ=25+5=30m    άρα το Ηmax=Sολ/2=15m. 

Γ)Αν υποθέσουμε ότι ο κύλινδρος κυλίεται (αριστερόστροφα) προς τα κάτω θα ισχύουν οι 

νόμοι της κίνησης 

Μ.g.ημφ-Τστ=Μ.a3     (3) 

Tστ.R=0,5.M.R
2
.αγων2

άρα Τστ=0,5.Μ.a3 (4) 

από τις εξισώσεις (3) και (4) θα βρούμε  a3=10/3 m/sec
2
  και Τστ=100/6 Ν

Για να κυλιέται ο κύλινδρος θα πρέπει να ισχύει η συνθήκη κύλισης Τστ<μ.Ν  δηλαδή 

100/6<50 που ισχύει άρα και ο κύλινδρος αρχίζει να κατέρχεται κυλιόμενος χωρίς να 

ολισθαίνει. 



Μετά όμως από διαδρομή 5m θα μπει σε περιοχή όπου δεν υπάρχουν τριβές. Από εκεί και 

μετά θα πάψει να υπάρχει η στατική τριβή και θα εκτελεί επιταχυνόμενη μεταφορική 

κίνηση εξαιτίας της συνιστώσας του βάρους αλλά θα εκτελεί ομαλή στροφική κίνηση αφού 

πλέον δεν θα υπάρχει καμία δύναμη που να προκαλεί ροπή. 

Με την βοήθεια των εξισώσεων κίνησης για την μεταφορική κίνηση θα έχουμε: 

S2=1/2a3.t3
2
  άρα t3=√3sec  και  Ucm=a3.t3=10√3/3 m/sec.

Mετά την είσοδο στο λείο επίπεδο  με την βοήθεια της ΑΔΕ θα έχουμε 

Μ∙g∙S1/2  +1/2∙M∙Ucm
2
 +1/2∙I∙ω

2
=1/2∙Μ∙Ucm2

2 
+1/2∙I∙ω

2
   και μετά από πράξεις θα έχουμε:

Ucm2≈16,8m/sec. 



ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΟ 3ωρο ∆ΙΑΓΩΝΙΣΜΑ ΣΤΙΣ ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ 

ΘΕΜΑ 1ο 

1) Ένα σώµα µάζας m εκτελεί γ.α.τ. µε πλάτος Α και δεµένο σε ελατήριο

σταθεράς Κ έχοντας ολική ενέργεια Ε. Αν η ενέργεια της ταλάντωσης  γίνει

8 
Ε  θα πρέπει να :

Α) Να τετραπλασιασθεί την µάζα και να διπλασιασθεί  το Α. 
Β)Να διπλασιασθεί το Α και το Κ 
Γ)Να τριπλασιασθεί η  m  και το Κ 
∆)Να  µην αλλάξει τίποτα. 

 Μονάδες 5 
2) Το πηνίο στη διάρκεια δύο περιόδων ηλεκτροµαγνητικής ταλάντωσης L-C

διαρρέεται από ρεύµα µέγιστης έντασης:
 Α)Τρεις φορές 
 Β)Τέσσερις φορές 
 Γ)Πέντε φορές 
 ∆)∆ύο φορές       

 Μονάδες 5 

3) Το πλάτος µίας φθίνουσας  µηχανικής ταλάντωσης  µειώνεται εκθετικά µε το

χρόνο σύµφωνα µε την σχέση  A=Aoe-Λt.Η αρχική ενέργεια της ταλάντωσης

είναι Εο.Ποια χρονική στιγµή η ενέργεια την µηχανικής ταλάντωσης που έχει

χαθεί είναι 15Εο/16.
Α)lη2/Λ 
Β)2 lη2/Λ 
Γ)3 lη2/Λ 
∆)4 lη2/Λ 

 Μονάδες 5 

4) ∆ύο διαπασών  δηµιουργούν διακρότηµα µε περίοδο 2sec.Aν η συχνότητα του

ενός διαπασών είναι  294Hz τότε η συχνότητα του άλλου θα είναι

Α)Σίγουρα 296Hz       
B)Σίγουρα 292Hz 
Γ 296Hz  ή 292Hz 
∆)Καµία από τις παραπάνω 

 Μονάδες 5 

5) Ποιες από τις παρακάτω προτάσεις είναι σωστές και ποιες είναι λάθος:
Α)Αν µεταβάλλουµε την µάζα ενός ταλαντωτή που εκτελεί εξαναγκασµένη 
ταλάντωση τότε θα αλλάξει η περίοδος της ταλάντωσης του. 
Β)Όταν  ένας ταλαντωτής που εκτελεί γ.α.τ. την στιγµή t=0 είναι στην θέση 
ισορροπίας τότε φο=0. 
Γ)Όταν σε µία φθίνουσα ταλάντωση αυξήσουµε  την τιµή του b  σε πολύ µεγάλες 
τιµές τότε η κίνηση λέγεται  απεριοδική. 
∆)Στην περίπτωση των ηλεκτρικών ταλαντώσεων ο κύριος  λόγος της απόσβεσης 
είναι η ωµική αντίσταση των κυκλωµάτων αυτών. 
Ε)Σε µία φθίνουσα ταλάντωση ο λόγος των διαδοχικών µέγιστων είναι σταθερός. 

 Μονάδες 5 



ΘΕΜΑ 2ο 

1) Σε µία φθίνουσα ταλάντωση που το πλάτος µειώνεται εκθετικά µε το χρόνο η
γραφική παράσταση της αποµάκρυνσης σε συνάρτηση µε  τον χρόνο δίνεται

από την παρακάτω γραφική παράσταση.

0,9

0,1
π
5

π
5

2 t(s)

x  (m)

0

Να θεωρηθεί  ότι η σταθερά D της  φθίνουσας ταλάντωσης είναι ίση µε αυτή της 
αµείωτης ελεύθερης ταλάντωσης η δε µάζα του ταλαντωτή είναι 1kg. 

H απώλεια της ενέργειας του ταλαντωτή στην διάρκεια της δεύτερης περιόδου 
της ταλάντωσής  είναι : 

 Α) 0,5J  Β)4J  Γ)4,5J 

 Μονάδες(2+6) 
2) Ένα σώµα εκτελεί ταυτόχρονα 3 ταλαντώσεις που έχουν εξισώσεις

       Χ1=10ηµ10τ           Χ2=10ηµ(10τ+π)      Χ3=10ηµ(10t+π/3) όλες στο S.I. 

H συνολική εξίσωση κίνησης θα είναι  

A)Xολ=10√3ηµ(10t+π/3) B)Xολ=10ηµ(10t+π/6)   Γ)Χολ=10ηµ(10t+π/3)

 Μονάδες (3+6) 
3) Η παρακάτω  οριζόντια αβαρής σανίδα πρόκειται να  εκτελέσει

εξαναγκασµένη ταλάντωση µε συχνότητα 5/π Ηz.

f= π
5

Hz
k1=k2=k3=100N/m

k1 k2 k3

m2=1kg

m1=0,5kg

m3=4kg



Ο Τοτός  και ένας φίλος ο Μπόµπος  συζητούν για το ποιο µπαλάκι θα εκτελέσει 
ταλάντωση µε  το µεγαλύτερο πλάτος. Ο Τοτός λέει :<<To ελαφρύ σώµα>>. Ο 
Μπόµπος  λέει :<<To βαρύ  σώµα>> 

Ποιος έχει δίκαιο 

Α)Ο Τοτός        Β)Ο Μπόµπος  Γ)Κανένας 
 Μονάδες(2+6) 

ΘΕΜΑ 3ο 

Ένα  ιδανικό κύκλωµα L-C   αποτελείται από ιδανικό πηνίο µε συντελεστή  L=10mH 
και  ιδανικό πυκνωτή µε χωρητικότητα C=100mF.Tη χρονική στιγµή t=0 o πυκνωτής 
έχει όλη την ενέργεια του κυκλώµατος που είναι ίση µε 5.10-3J.Nα βρεθούν : 
a)H περίοδος της ενέργειας του πυκνωτή 
β)Το µέτρου του ρυθµού µεταβολής της έντασης του ρεύµατος όταν ο ρυθµός 
µεταβολής του φορτίου  του πυκνωτή είναι 0. 
γ)Να σχεδιαστεί η γραφική παράσταση  του φορτίου του πυκνωτή σε συνάρτηση µε 
το στιγµιαίο ρεύµα που διαρρέει το κύκλωµα. 

 Μονάδες (8+8+9) 

ΘΕΜΑ 4Ο 

Τα παρακάτω ελατήρια του σχήµατος είναι και τα δύο συµπιεσµένα και το σώµα 
m=1kg ισορροπεί ανάµεσά τους. 

 Η σταθερά του ενός είναι K1=100Ν/m και του άλλου είναι Κ2=300Ν/m.Αρχικά το 
ελατήριο Κ1 είναι συσπειρωµένο κατά 0,3m.∆ίνουµε αρχική ταχύτητα Uo=8m/sec . 
Α)Να αποδείξετε ότι το σώµα κάνει γ.α.τ. και να γραφούν οι εξισώσεις x-t,u-t.Θετική 
φορά να θεωρηθεί η φορά της αρχικής ταχύτητας. 
Β)Να βρεθεί το µέτρο της ταχύτητας του σώµατος όταν το σώµα βρίσκεται i)Στην 
θέση φυσικού µήκους του πρώτου ελατηρίου και ii)Στην θέση του φυσικού µήκους 
του δεύτερου ελατηρίου. 
Γ)Κάποια στιγµή  το ελατήριο µε σταθερά Κ2 και ενώ  έχει µηδενική ενέργεια 
παραµόρφωσης  σπάει για κάποια άγνωστη αιτία  και ο Τοτός (του προηγούµενου 
θέµατος) το αφαιρεί από την θέση του αυτόµατα.i) Θα συνεχίσει το σώµα να κάνει 
γ.α.τ; ii)Γιατί;iii)Aν ναι να βρεθούν το νέο πλάτος και η νέα συχνότητα. 

 Moνάδες (7+5+2+2+7+2) 



Ήθελα να είχα και µια και δύο και τρεις και τέσσερις… 

Σύγχρονες πηγές… 

Τέσσερις σύγχρονες  πηγές κυµάτων δηµιουργούν στην επιφάνεια ενός υγρού 

εγκάρσια κύµατα τα οποία διαδίδονται µε ταχύτητα u=1m/sec. Tην στιγµή t=0 οι 

πηγές Ο1 , Ο2 ,Ο3 και Ο4 αρχίζουν ταυτόχρονα να ταλαντώνονται κατακόρυφα µε 

εξισώσεις  ψ1=ψ2=ψ3=ψ4=0,1ηµ2πt (S.I.).Οι  σηµειακές πηγές σχηµατίζουν 

τετράγωνο πλευράς α=√2m πάνω στην επιφάνεια του υγρού. Την χρονική στιγµή 

t1=2sec σταµατάει να ταλαντώνεται η πηγή Ο4.Τη χρονική στιγµή t2=3sec 

σταµατάει να ταλαντώνεται και η πηγή Ο3.Το ίδιο συµβαίνει και την χρονική στιγµή 

t3=4sec και t4=5sec µε τις άλλες δύο πηγές  Ο2 και Ο1. Να δοθεί η εξίσωση 

αποµάκρυνσης ταλάντωσης για το σηµείο που αντιστοιχεί  στο κέντρο του 

τετραγώνου που σχηµατίζουν οι τέσσερις πηγές καθώς και να γίνει η γραφική 

παράσταση αυτής σε συνάρτηση µε τον χρόνο. 

AΠΑΝΤΗΣΗ 

Με τη βοήθεια του ΠΘ το µήκος της διαγωνίου του τετραγώνου θα είναι d=2m άρα 

η απόσταση του κέντρου από την κάθε πηγή θα είναι R1=R2=R3=R4=1m.Η 

περίοδος ταλάντωσης του σηµείου αυτού θα είναι Τ=2π/ω=1sec και το µήκος 

κύµατος θα βρεθεί από την σχέση U=λ.f   άρα λ=1m. 

H εξίσωση του κάθε κύµατος που παράγει η κάθε πηγή θα είναι 

Ψ=0,1ηµ2π(t-R)  (S.I.) έτσι για το κέντρο του τετραγώνου 

 ψ1=ψ2=ψ3=ψ4=0,1ηµ2π(t-1) (S.I.) για t≥1sec 

άρα το ψολ=4ψ1=0,4ηµ2π(t-1)  (S.I) για t≥1sec και για όσο χρόνο φυσικά 

ταλαντώνονται όλες οι πηγές. 

Από την σχέση του διαστήµατος για την οµαλή κίνηση R=U.t για να φτάσει µία 

διαταραχή από την κάθε πηγή στο κέντρο του τετραγώνου θα χρειαζόταν χρόνος 

∆t=1sec.Eτσι γενική µορφή αποµάκρυνσης σε συνάρτηση µε το χρόνο θα δινόταν 

σύµφωνα µε τη σχέση 

 0  0≤t≤1 

 0,4ηµ2π(t-1)  1≤t≤3 

   0,3ηµ2π(t-1)  3≤t≤4

0,2ηµ2π(t-1)    4≤t≤5 

 0,1ηµ2π(t-1)  5≤t≤6 

 0  6≤t 

Αρα η γραφική παράσταση θα έχει τη µορφή 

yολ= 





Μια αναδίπλωση ράβδου για το νέο μας σπίτι. 

Για να διπλώσει μία  λεπτή ράβδο από μαλακό σίδηρο  μάζας  m=2Kg και μήκους l=1m 

ακριβώς  στη μέση ο Μπάρμπα-Γιάννης ο σιδεράς χρειάζεται να δαπανήσει ελάχιστη χημική 

ενέργεια Emin=5J. Η ίδια ράβδος αφήνεται να πέσει ελεύθερα  έτσι ώστε το κέντρο μάζας  

της να βρίσκεται σε ύψος Η=0,5 m πάνω από ακλόνητο  οριζόντιο καρφί Ο1 όπως στο 

παρακάτω σχήμα. 
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H

Μετά την κρούση της ράβδου με το οριζόντιο ακλόνητο καρφί η ράβδος διπλώνει  (χωρίς να 

αναπηδήσει) και σταματάει ακριβώς την στιγμή που τα δύο της κομμάτια γίνονται 

κατακόρυφα. Να βρεθούν: 

A) H θερμότητα που θα αναπτυχθεί κατά την κρούση του καρφιού με την ράβδο μέχρι

να ισορροπήσει τελικά το σύστημα.

Β)   Την κινητική ενέργεια  της ράβδου την στιγμή που τα δύο κομμάτια της σχηματίζουν 

γωνία 90
Ο
 . 

Γ)  Αν η ράβδος  αρχικά βρισκόταν σε μεγαλύτερο του αρχικού ύψους θα άλλαζε η τελική 

κατάσταση ισορροπίας αν η κρούση των δύο κομματιών ήταν τώρα πλαστική; 

Δίνεται  ημ45
ο
=0,7 

AΠΑΝΤΗΣΗ 

Α) Με την βοήθεια της ΑΔΕ από την αρχική στην τελική θέση της ράβδου θα έχουμε 

Μ.g.(H+L/4)=Emin +Qκρ    άρα μετά από πράξεις Qκρ=10J 



O1

H + L/4

B)Για να σχηματίσουν τα δύο κομμάτια της ράβδου γωνία 90
Ο
 θα πρέπει το κάθε κομμάτι

να έχει διαγράψει γωνία  45
ο
 δηλαδή η ράβδος να έχει λυγίσει κατά την μισή της της 

τελικής της γωνίας. Ετσι με τη βοήθεια και πάλι της ΑΔΕ 

Μ.g.(H+Lημ45
ο
 /4)=Emin/2 +Qκρ  +Κ        άρα μετά τις πράξεις Κ=1J 

 Γ)Αν το αρχικό ύψος ήταν μεγαλύτερο του αρχικού  τα δύο κομμάτια της ράβδου θα 

έφταναν ταυτόχρονα στην ίδια κατακόρυφη θέση έχοντας ίσες κατά μέτρο  γωνιακές 

ταχύτητες αλλά αντίθετης φοράς. Ετσι μετά την πλαστική  κρούση των  δύο ράβδων  με την 

βοήθεια της ΑΔΣ  

 Ι1.ω1-Ι2.ω2=(I1+I2).ωσυσ 

 και επειδή 

      Ι1=Ι2 και Ιω1Ι=Ιω2Ι  το ωσυσ=0r/sec. 

Το Στ=0 και ΣF=0  άρα  το σύστημα θα ισορροπούσε στην τελική κατακόρυφη θέση. 



Κύλιση σε Μαγνητικό πεδίο. 

To παραπάνω σχήμα αποτελείται  από δύο αγώγιμους χωρίς αντίσταση  ομογενείς λεπτότατους   δίσκους 

μάζας m=1Kg και  ακτίνας R που συνδέονται μεταξύ τους με λεπτότατη αγώγιμη  οριζόντια ράβδο χωρίς 

αντίσταση  μήκους L=1m που διέρχεται από το κέντρο των δύο δίσκων και είναι συγκολλημένο με αυτό .Το 

όλο σύστημα  μπορεί  να κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει πάνω σε δύο αμελητέας ωμικής αντίστασης  ατσάλινα 

άκαμπτα σύρματα που σχηματίζουν γωνία κλίσης φ=30ο με το οριζόντιο επίπεδο και στο κάτω άκρο τους 

είναι συνδεδεμένα με ωμική αντίσταση R1=3Ω.Το όλο σύστημα βρίσκεται μέσα σε κατακόρυφο μαγνητικό 

πεδίο μαγνητικής επαγωγής Β=1Τ.Αν το μήκος των άκαμπτων συρμάτων είναι αρκετά μεγάλο και το σύ-

στημα αφεθεί ελεύθερο  χωρίς αρχική ταχύτητα να βρεθούν: 

A) To είδος της κίνησης που θα εκτελέσει το σύστημα

Β) Η μέγιστη κινητική ενέργεια του συστήματος 

Γ) Ο τελικός ρυθμός μεταβολής δυναμικής ενέργειας του συστήματος 

Για τον κάθε  δίσκο  Icm= ½ mR2.Nα υποτεθεί ότι οι δύο λεπτοί δίσκου βρίσκονται εκτός μαγνητικού πεδίου. 

Απάντηση: 

Α)Η παράλληλη  συνιστώσα του βάρος προς το κεκλιμένο επίπεδο επιταχύνει το σύστημα μεταφορικά ενώ 

οι δύο στατικές τριβές στα δύο άκαμπτα σύρματα επιταχύνουν στροφικά το σύστημα. Έτσι το σύστημα αρ-

χίζει να κατέρχεται στο κεκλιμένο επίπεδο. Η κίνηση αυτή δημιουργεί ΗΕΔ από επαγωγή στα άκρα της ρά-

βδου  με αποτέλεσμα να δημιουργηθεί επαγωγικό ρεύμα και άρα δύναμη Laplace στην κινούμενη ράβδο. 
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Για την μεταφορική κίνηση του συστήματος 

Μολgημφ -2Τ-ΒΙLσυνφ=Μολa (1) 

Για την στροφική κίνηση του συστήματος 

2ΤR= ½ MολR2∙αγων  (2) 

Η ένταση του ρεύματος που διαρρέει το κύκλωμα θα δίνεται από τη σχέση 

Ι=Βσυνφ∙υL/Rολ  (3) 

Με την βοήθεια των σχέσεων (1),(2) και (3) θα καταλήξουμε 

Μολgημφ – Β2συν2φ∙υL2/Rολ =1,5Μολa (4) 

Aρα κίνηση του συστήματος  είναι επιταχυνόμενη μεταφορική και στροφική με συνεχώς μειούμενη επιτά-

χυνση. Έτσι το σύστημα  τελικά θα εκτελέσει ομαλή στροφική και ομαλή μεταφορική κίνηση.  

Β)Την μέγιστη κινητική ενέργεια το σύστημα  θα την αποκτήσει όταν a=0. Mε την βοήθεια της σχέσης (4) 

θα έχουμε Uορ=40m/s. 

Η ολική κινητική ενέργεια του συστήματος θα είναι Κολ= ½ Μολυ
2 + ½ Iολω

2=2400J 

Γ) Μετά την απόκτηση της οριακής ταχύτητας του συστήματος  όλη η δυναμική ενέργεια του συστήματος 

μετατρέπεται σε θερμότητα στην ωμική  αντιστάση . Έτσι  

ΔUB/Δt=PR=Ι2R1=400W 
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Η παραπάνω άσκηση ξεκίνησε από εδώ : http://ylikonet.blogspot.com/2010/02/blog-

post_7503.html 

Σκαλίζοντάς την δεν µου άρεσε ο χρόνος που έγινε η κρούση σε σχέση µε την 

αντίστοιχη στιγµή που έστειλε η πηγή των κυµάτων το αντίστοιχο κύµα.Πρέπει 

λοιπόν, αν θέλουµε να είµαστε ακριβείς στην περίπτωση που η πηγή επιταχύνεται 

στο φαινόµενο Doppler  να γνωρίζουµε την ταχύτητα της πηγής την στιγµή που 

εκπέµπει το κύµα και όχι όταν αυτό έχει φτάσει στον ανιχνευτή.Bέβαια στην 

συγκεκριµένη άσκηση το τελικό αποτέλεσµα δεν διαφέρει και πολύ από το αρχικό 

αποτέλεσµα γιατί οι αποστάσεις είναι σχετικά µικρές. 

Μια πραγµατικά σύνθετη άσκηση για καθηγητές 

Στο παρακάτω σχήµα η ράβδος ΑΓ έχει  µάζα Μ=2kg  και µήκος L=6m ισορροπεί 

οριζόντια  µε τη βοήθεια καρφιού που βρίσκεται σε απόσταση l=2m από το ένα της 

άκρο της Α. Στο άκρο Α υπάρχει κολληµένο πάνω στη ράβδο σώµα µάζας Μ2. 

Πάνω στην ίδια κατακόρυφο µε την άλλη άκρη Γ της ράβδου υπάρχει  κατακόρυφο 

ελατήριο σταθεράς Κ=200π2Ν/m µε την πάνω άκρη του στερεωµένη. Στο άλλο άκρο 

του ελατηρίου είναι δεµένο σώµα µάζας m1=0,5kg στο άκρο του οποίου είναι δεµένη 

οριζόντια ελαστική χορδή πάνω στην οποία µπορεί να διαδοθεί εγκάρσιο αρµονικό 

κύµα µε ταχύτητα U=2 m/sec.Mέσω ενός δεύτερου  κατακόρυφου νήµατος µε 

ελάχιστο µήκος το σώµα  µάζας m1 συνδέεται µε δεύτερο σώµα µάζας m2=0,5kg.Το 



σώµα µάζας m2 απέχει κατακόρυφη απόσταση από το άκρο Γ της ράβδου ύψος 

Η=1,25m. Στo σώµα µάζας m1 υπάρχει ηχητική πηγή αρµονικών ήχων συχνότητας 

Fs=680Hz ενώ στο σώµα µάζας m2 υπάρχει ανιχνευτής ηχητικών κυµάτων. Κάποια 

στιγµή το κατακόρυφο νήµα κόβεται και τo σώµα µάζας m2 συγκρούεται πλαστικά µε 

την ράβδο. Να βρεθούν: 

A    H µάζα Μ2 

Β)   Να βρεθεί η εξίσωση που περιγράφει την συχνότητα που καταγράφει ο 

ανιχνευτής ήχων που βρίσκεται στο σώµα µάζας m2 µέχρι την στιγµή που αυτή 

συγκρούεται πλαστικά µε την ράβδο και να βρεθεί η συχνότητα του ανιχνευτή  

ελάχιστα πριν την κρούση. 

Γ)   Η γωνιακή ταχύτητα του συστήµατος  αµέσως µετά την κρούση 

∆)  Η µορφή της οριζόντιας ελαστικής  χορδής την στιγµή που γίνεται η πλαστική 

κρούση. 

∆ίνεται για την ράβδο Ιcm=1/12 M.L2  η ταχύτητα του ήχου Uηχ=340m/sec  το 

g=10m/sec2   και  π2=10.Ολα τα σώµατα εκτός της ράβδου να θεωρηθούν σηµειακά. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Α)Για να ισορροπεί η ράβδος θα ισχύει η σχέση ισορροπίας  Στ(Ο)=0    άρα 

 -Μ.g.(L/2 –l) +M2.g.l=0    άρα Μ2=1kg. 

B)Για την ισορροπία των σωµάτων m1-m2 µε το ελατήριο θα ισχύει  (m1+m2).g=Kx1   

άρα x1=1/200 m  ενώ µετά το κόψιµο του νήµατος θα ισχύει για την ισορροπία του 

σώµατος m1   m1.g=Kx2   άρα x2=1/400 m.Tην στιγµή που κόβεται το νήµα το σώµα 

m1 δεν έχει ταχύτητα άρα θα βρίσκεται στην ακραία θέση της ταλάντωσης της και αν 

υποθέσουµε ότι η θετική φορά είναι προς τα πάνω θα βρίσκεται στην ΘΕΑ.Το πλάτος 

της ταλάντωσης θα είναι Α=x1-x2=1/400 m  και η  εξίσωση της ταχύτητας θα δίνεται 

από την σχέση  u=π/20 συν(20πt+3π/2) (S.I) 

To σώµα m2 εκτελεί ελεύθερη πτώση µέχρι να χτυπήσει την ράβδο. Ο χρόνος που θα 

χρειασθεί το σώµα m2 για να χτυπήσει την ράβδο θα βρεθεί από την σχέση  

Η=1/2 g.t2  άρα  t=0,5sec. Ετσι η ταχύτητα του σώµατος m2  θα δίνεται από την 

σχέση  V=10.t  t<0,5sec . 



 Θ.Ι.Τ 

 X΄ 

 Μ 

 Α+1/2.g.t́2  M1 

 Θ.Ε.Α. 

 M2      Ń (t΄ ) 

 Ν(t) 

 Θεωρούµε σαν αρχή µέτρησης των αποστάσεων τη Θ.Ι.Τ. της µάζας m1. 

Θεωρώ t΄ τη χρονική στιγµή που η µάζα m1 βρίσκεται στη θέση Μ εκπέµπει ηχητικό 

κύµα και έστω ότι εκείνη την στιγµή  ο ανιχνευτής του κύµατος βρίσκεται στη θέση 

Ν΄.Το κύµα αυτό θα φτάσει στον ανιχνευτή την χρονική στιγµή t όταν αυτός 

βρίσκεται στην θέση Ν.Σε χρόνο t-t́ το ηχητικό κύµα έχει διανύσει  απόσταση 

ΜΝ=Uηχ.(t-t΄)  (1) 

ΜΝ=ΜΝ΄+Ν΄Ν (2) 

ΜΝ΄=Α+1/2.g.t́2 –X΄ (3) 

N΄Ν=Α + ½.g.t2 – A-1/2.g.t́2=½.g.t2 –1/2.g.t́2 (4) 

Από τις (1),(2),(3) και (4) 

Uηχ(t-t΄)=Α+ ½.g.t́2 –X΄+1/2g.t2-1/2.g.t́2 

Uηχ(t-t΄)=Α-Αηµ(ωt΄+3π/2) +1/2.g.t2 

Και µε αντικατάσταση θα προκύψει η εξίσωση 

340(0,5-t́)=1/400 -1/400 .ηµ(20πt΄+3π/2) + 1,25  (S.I) 



H παραπάνω εξίσωση µπορεί να λυθεί µόνο γραφικά µε την βοήθεια του 

προγράµµατος  mathematica 

Η λύση µέσω του προγράµµατος mathematica βγαίνει µε την βοήθεια των δύο 

γραφικών παραστάσεων  των συναρτήσεων  ψ1=340(0,5-t́)  και  

ψ2=1/400 -1/400 .ηµ(20πt΄+3π/2) + 1,25 .Από τις γραφικές παραστάσεις 

παρατηρούµε ότι το σηµείο τοµής των καµπυλών βρίσκεται κοντά στην περιοχή του 

0,5 sec.Αν εµείς δώσουµε την περιοχή της λύσης κοντά στο 0,5sec το πρόγραµµα µας 

δίνει τη λύση t΄=0,496362sec. 

Plot[{340*(0.5-x),1/400*(1-Sin[20*Pi*x+3*Pi/2])+5*x^2},{x,0,0.59}] 
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FindRoot[340*(0.5-x)==1/400*(1-Sin[20*Pi*x+3*Pi/2])+5*x^2,{x,0.5}] 
{x→0.496362} 

Από την σχέση για το φαινόµενο Doppler  θα έχουµε 

Fαν=(Uηχ-V).Fs/(Uηχ+u)= (340-10t)680/{340+π/20 συν(20πt΄+3π/2)}  (S.I.) (5) 



Η κρούση θα συµβεί την στιγµή t=0,5sec άρα η συχνότητα θα είναι Fαν≈670Ηz. 

Γ)Για την κρούση του m2 µε την ράβδο θα εφαρµόσουµε Α∆Σ 

       m2.V.(L-l)=Ioλ.ωσυστ (2) 

Το Ιολ=1/12 .Μ.L2 +M.(L/2 –l)2 +M2.l
2+m2.(L-l)2=20kg.m2  άρα   µε αντικατάσταση 

στη σχέση (2) ωσυστ=0,5r/sec 

∆)Το σώµα m1 µετά το κόψιµο του νήµατος θα γίνει η πηγή κύµατος που θα διαδοθεί 

στην οριζόντια   ελαστική χορδή. Ο χρόνος t=0,5sec  αντιστοιχεί σε  5Τ  άρα το κύµα 

έχει διαδοθεί στην χορδή 5λ.Από την σχέση   U=λ.f   άρα  λ=0,2m.Αρα το σχήµα της 

χορδής θα είναι  



Και αν αφαιρεθεί το καρφί; 

Μια λύση  με την βοήθεια του προγράμματος mathematica 

Ομογενής και ισοπαχής ράβδος μάζας Μ=3Κg και μήκους  L=1m μπορεί να 

στρέφεται χωρίς τριβές γύρω από οριζόντιο  καρφί   Ο που βρίσκεται στο ένα του 

άκρο όπως στο παρακάτω σχήμα 

Στο άλλο άκρο της ράβδου ασκείται  μεταβλητή  δύναμη F κάθετη πάντα στην 

ράβδο της οποίας το μέτρο μεταβάλλεται σύμφωνα με την σχέση F=112θ/π
2
 (S.I.) 

όπου θ η γωνία που θα διαγράφει η ράβδος σε σχέση με την αρχική  οριζόντια 

θέση.Αν η ράβδος αφεθεί ελεύθερη από την οριζόντια θέση να βρεθούν: 

Α)  Η γωνιακή ταχύτητα  της ράβδου όταν η ράβδος έχει διαγράψει γωνία 90
ο
  σε 

σχέση με την αρχική της θέση. 

 Β) Ποια η  γωνία για την οποία η ράβδος έχει αποκτήσει μέγιστη κινητική 

ενέργεια για πρώτη φορά μετά την εκκίνησή της. 

Την στιγμή  t=0 που η ράβδος γίνεται κατακόρυφη η δύναμη F καταργείται και 

αφαιρείται  ακαριαία το οριζόντιο καρφί που βρίσκεται στο σημείο Ο. 

Γ)  Πόση είναι  το μέτρο της   γωνιακής ταχύτητας  της ράβδου μετά την αφαίρεση 

του καρφιού. 

Δ)  Τι είδους κίνηση θα εκτελέσει η ράβδος και πόση η συνολική του κινητική 

ενέργεια την στιγμή t=1sec. 

Για την ράβδο Ιcm=1/12 .M.L
2
 

AΠΑΝΤΗΣΗ 

Α)Με την βοήθεια της ΑΔΕ για την αρχική θέση και την τελική θέση της ράβδου θα 

έχουμε    



Ww –WF=Kτελ    (1)   το έργο της δύναμης θα υπολογιστεί με την βοήθεια του 

εμβαδού μιας και η δύναμη είναι μεταβλητή 

 Aπό την (1)   θα βρούμε  Μ.g.L/2 –WF=Kτελ   άρα Κτελ=1J άρα ω1=√2r/sec. 

Β)Για  την κίνηση της ράβδου όσο η ροπή του βάρους της είναι μεγαλύτερη από τη 

ροπή της εξωτερικής δύναμης F τόσο θα αυξάνει η κινητική ενέργεια της ράβδου. Η 

ροπή του βάρους μειώνεται αφού μειώνεται το απόστημα της ενώ η ροπή της 

εξωτερικής δύναμης λόγω της μορφής της δύναμης αυξάνει συνεχώς. Ετσι κάποια 

στιγμή οι δύο ροπές θα γίνουν ίσες. Τότε η ράβδος θα αποκτήσει μέγιστη  κινητική 

ενέργεια. 

 Μ.g.L.συνθ/2 -112θ.L/π
2
 =0 άρα  συνθ/θ =112/15.π

2
 

Με την βοήθεια του προγράμματος mathematica 

Plot[{Cos[x],(112 x)/(15 π2)},{x,0,π/2}] 

0.5 1.0 1.5

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

FindRoot[Cos[x]==(112 x)/(15 π2),{x,0.7}] 



{x→0.861202} 

Plot[{Cos[x]/x,112/(15 π2)},{x,0,π/2}] 

0.5 1.0 1.5

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

FindRoot[Cos[x]/x==112/(15 π2),{x,0.6}] 

{x→0.861202} 

Αρα  όταν η ράβδος καλύψει γωνία θ=0,861202rad  θα αποκτήσει μέγιστη κινητική 

ενέργεια  

Γ)Kατά το πολύ μικρό χρόνο Δt που αφαιρείται το καρφί η στροφορμή της ράβδου 

ως προς το άκρο της Ο  διατηρείται, γιατί  η ροπή του βάρους της και της δύναμης 

από το καρφί ως προς το σημείο αυτό είναι μηδενική. Aπό αυτό θα προκύψει ότι η 

γωνιακή ταχύτητα ω1 της ράβδου ως προς το Ο λίγο πριν την αφαίρεση του καρφιού 

είναι ίση με την αντίστοιχη γωνιακή της ταχύτητα ω2 αµέσως µετά την αφαίρεση, 
δηλαδη ω1=ω2. 

Δ)Η κίνηση της ράβδου μετά την αφαίρεση του καρφιού  είναι  σύνθετη και 

αποτελείται από μία ομαλή στροφική με σταθερή γωνιακή ταχύτητα ω2 και μία  

οριζόντια βολή για το κέντρο μάζας της ράβδου με αρχική ταχύτητα Ucm=ω2.L/2= 

√2/2 m/sec  εξαιτίας της δύναμης του βάρους.Η κατακόρυφη απόσταση του

κέντρου μάζας θα δίνεται από την σχέση Η=1/2.g.t
2
=5m. 

Mε την βοήθεια της ΑΔΕ από την αρχική κατάσταση μετά την αφαίρεση του 

καρφιού μέχρι και την στιγμή t=1sec θα έχουμε  

Καρχ+Ww=Kτελ    άρα    Κτελ=151J 



Ένα χρονοκύκλωµα

Δύο άπειροι αγωγοί xx΄ και ψψ΄ χωρίς αντίσταση είναι παράλληλα τοποθετημένοι μεταξύ τους και κάθετα 

σε ομογενές μαγνητικό πεδίο έντασης Β=1Τ και απέχουν μεταξύ τους απόσταση L=1m.Αγωγός ΚΛ 

αμελητέας εσωτερικής αντίστασης και μήκους L=1m μπορεί να κινείται χωρίς τριβές πάνω στους  

άπειρους αγωγούς με ταχύτητα παράλληλη σε αυτούς τους αγωγούς. Στα άκρα xψ συνδέουμε σε σειρά 

μία ωμική αντίσταση R και ιδανικό πυκνωτή χωρητικότητας C. Σε μία θέση λίγο πιο πέρα συνδέουμε μία 

όμοια ωμική αντίσταση R και ένα ιδανικό πηνίο με συντελεστή αυτεπαγωγής L  όπως φαίνεται στο 

παρακάτω σχήμα 

Τη χρονική στιγμή t=0 εκτοξεύουμε τον αγωγό ΚΛ με αρχική ταχύτητα Uo=10  m/s και ταυτόχρονα 

ασκούμε σταθερή δύναμη F=1 N.Παρατηρούμε ότι ο αγωγόςΚΛ εκτελεί ευθύγραμμη ομαλή κίνηση. Να 

βρεθούν: 

Α)Η ένταση του ρεύματος που διαρρέει τον αγωγό ΚΛ . 

Β)Την σχέση που πρέπει να συνδέουν την ωμική αντίσταση των αντιστατών του κυκλώματος με την 

χωρητικότητα  του πυκνωτή και τον συντελεστή αυτεπαγωγής του πηνίου για να εκτελεί ευθύγραμμη 

ομαλή κίνηση ο αγωγός ΚΛ. 

Γ)Αν η μάζα του αγωγού ΚΛ είναι m=1Kg   και ο συντελεστής αυτεπαγωγής είναι L=1H και μετά από 

αρκετό χρονικό διάστημα η δύναμη F καταργηθεί να βρεθεί η συνολική θερμότητα που θα παραχθεί 

στο κύκλωμα μετά την κατάργηση της δύναμης F.  

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Α)Ο αγωγός κινείται με σταθερή ταχύτητα άρα η επαγωγική τάση στα άκρα του είναι σταθερή και  ίση με 

Εεπ=ΒUoL=10V 

H κίνηση του αγωγού είναι ομαλή άρα θα πρέπει το ΣF=0 άρα F=FL άρα  1=ΒΙολL άρα Ιολ=1Α. 



B)Με την βοήθεια του δεύτερου κανόνα του Κίρκωφ θα έχουμε

ΒUoL-Vc-I1R=0   ή  BUoL-Q1/C –dQ1/dt=0 (1) 

BUoL-VL –I2R=0  ή ΒUoL-LdI2/dt-I2R=0  (2) 

H λύση της διαφορικής εξίσωσης (1) θα δώσει   Ι1=ΒUoLe
-t/RC

/R=1/R e
-t/RC

  (SI)

H λύση της διαφορικής εξίσωσης (2) θα δώσει   Ι2=(1-ΒUoL/R)e
-tL/R

=1-1/R e
-Rt/L

 (SI)

Ioλ=Ι1+Ι2   άρα 1=1/R e
-t/RC

  +1-1/R e
-Rt/L

 (3)

Για να ισχύει η σχέση (3) θα πρέπει  t/RC=tR/L   άρα  R
2
=L/C (4) 

Γ)Τελικά τα κυκλώματα έχουν αποκατασταθεί με τελικό ρεύμα που διαρρέει το πηνίο Ι2=Ιολ=1Α. Ο 

πυκνωτής είναι φορτισμένος με τάση Vcmax=BUoL=10V. 

I2τελ=ΒUoL/R  άρα R=10Ω.Με την βοήθεια της σχέσης (4)  C=1/100 F 

Mε την βοήθεια της ΑΔΕ για την κατάσταση του κυκλώματος την στιγμή που καταργείται η δύναμη  θα 

έχουμε  

Κ +UΒ +UE=Q ολ   ή  1/2mUo
2
 +1/2 LI2τελ

2
 + ½ C Vcmax

2
   μετά από πράξεις θα βρούμε Qολ=51J



Μισό-µισό. 

Οµογενής ράβδος µήκους l και µάζας M είναι αναρτηµένη από οριζόντιο άξονα Α, γύρω από 

τον οποίο µπορεί να περιστραφεί από κατακόρυφο επίπεδο. Στον ίδιο άξονα Α είναι δεµένο 

αβαρές νήµα µε το ίδιο µήκος l, στο άλλο άκρο του οποίου είναι δεµένο σφαιρίδιο µάζας m 

.Αρχικά το νήµα είναι τεντωµένο στο ίδιο κατακόρυφο επίπεδο και το σφαιρίδιο βρίσκεται σε 

πολύ  µικρό ύψος h πάνω από το κατώτερο σηµείο της ράβδου. Στη συνέχεια το σφαιρίδιο 

αφήνεται ελεύθερο και προσκρούει στο άκρο της ράβδου και συγκρούεται µε αυτή ελαστικά. 

Μετά την κρούση το σφαιρίδιο ακινητοποιείται. Οι τριβές θεωρούνται αµελητέες. 

Α)Ποια η σχέση των µαζών του σφαιριδίου και της ράβδου για επαναλαµβάνεται το γεγονός αυτό 

περιοδικά; 

B) Ποια η περίοδος του παραπάνω φαινοµένου.

∆ίνεται για την ράβδο Ia=1/3 ML2 

Απάντηση: 

Α)Με την βοήθεια της Α∆Σ για την κρούση µπαλακίου-ράβδου θα έχουµε 

mυL=Iω (1) 

Με την βοήθεια της Α∆Ε πριν και µετά την κρούση 

½ m·υ2= ½ Iω2  (2) 

από τις (1) και (2) θα προκύψει Μ=3m 

B)Για το εκκρεµές µπορούµε να πούµε

ΣF= wx= - mgsinθ 

Για µικρές γωνίες : ΣF = - x
mg

l
, όπου  x=L·ηµθ=L·θ 

Η περίοδος είναι : Τ1 = 2π
g

l

Η ροπή µιας στοιχειώδους µάζας m στο σηµείο Ο είναι : τ= -mghsinθ 

Με αντικατάσταση στο νόµο του Νεύτωνα βρίσκουµε: 

ηµθ
θ

mgh
dt

d
I −=

2

2

 

Για µικρές γωνίες έχουµε: 

θ

w
→

w
→

w
→

→
T

x
θ

ℓηµθ

ℓ

y



0
2

2

=+ θ
θ

I

mgh

dt

d
, 

 που ταυτίζεται µε την εξίσωση απλού αρµονικού ταλαντωτή όπου, 

θ = θmaxσυν(ωt + φ), 

T2 =2π
mgh

I

  Στην περίπτωσή µας  το σύστηµα εκτελεί µισή ταλάντωση εκκρεµούς και µισή ταλάντωση φυσικού 

εκκρεµούς άρα η περίοδος  του θα είναι  

Τ= ½ Τ1 + ½  Τ2= 









+

3

2
1

g

l
π  



Τροχαλία στόκος και ταλάντωση. 

Mία τροχαλία µάζας Μ=2Kg και ακτίνας R=1m  µπορεί να στρέφεται χωρίς τριβές γύρω από οριζόντιο στα-

θερό άξονα. Στο χαµηλότερο σηµείο της τροχαλίας είναι κολληµένο σηµειακό σώµα µάζας Μ1. Μέσω κατα-

κόρυφου µη εκτατού νήµατος  που είναι περασµένο στην τροχαλία είναι δεµένο σώµα µάζας Μ2=1kg  όπως 

φαίνεται στο παρακάτω σχήµα: 

 Το σύστηµα αφήνεται ελεύθερο χωρίς αρχική ταχύτητα µε το νήµα τεντωµένο και κατακόρυφο. Να βρε-

θούν: 

Α)Η σχέση που πρέπει να έχουν οι µάζες Μ2 και Μ1 για να µπορέσει τελικά το σώµα µάζας Μ1 να διαγρά-

ψει γωνία θ=90ο µέχρι να σταµατήσει στιγµιαία. 

Β)Να  βρεθεί η διαφορική εξίσωση  που περιγράφει την κίνηση του συστήµατος. Το σώµα µάζας Μ2 εκτε-

λεί γ.α.τ.; 

Γ)Να εκφράσετε την ταχύτητα του σώµατος µε µάζα Μ2 σε συνάρτηση  µε την µετατόπισή της. 

Για την τροχαλία δίνεται Ιcm=0,5MR2. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ

A)Με τη βοήθεια  του Α∆Ε για την µετακίνηση του συστήµατος από την αρχική στην τελική του θέση θα

έχουµε:

U2=U1   δηλαδή M 2gπR/2 =M1gR   άρα  Μ1=Μ2π/2  άρα Μ1=π/2 Κg. 

B)Για τo σώµα µάζας Μ2:  Μ2g –T1=Μ2a   (1)

Για την τροχαλία  Τ1R- M1gRηµθ=(0,5MR2+M1R
2)a/R  ή Τ1-Μ1gηµθ =(0,5Μ +Μ1)a    (2) 

Όµως το x=Rθ (3) 

Aπό (1) και (2) & (3)   M2g – M2a –M1gηµx/R =(0,5M+M1)a άρα 

M2g –M2π/2g ηµx/R =(0,5M+M2 +M2π/2)a 

που µε αντικατάσταση των δεδοµένων θα καταλήξουµε στη  διαφορική εξίσωση 

2
x0 

2
2510

2

2 ππ
ηµπ ≤≤⋅







 +=⋅−
dt

xd
x

Με τη βοήθεια του mathematica µπορούµε να πάρουµε τις παρακάτω γραφικές παραστάσεις. 



Όπως προκύπτει από τη διαφορική

σώµατος δεν είναι γ.α.τ. αλλά είναι

Γ) Η σχέση 
2

2510 x 


 +=⋅−
π

ηµπ

Από τις αρχικές συνθήκες x=0 υ=0 

τος σε συνάρτηση µε την µετατόπιση θα

4
1 υ

π








+

από τη διαφορική εξίσωση αλλά και από τις γραφικές παραστάσεις

α τ αλλά είναι  περιοδική κίνηση. 

2 2

2

dt

xd
⋅


π
 µπορεί να γραφεί 

2
2510

dt

d
x

υπ
ηµπ ⋅








+=⋅−

dt

dx
 

2
2510 ⋅⋅








+=⋅−

dx

d
x

υπ
ηµπ  ή 

  
2

2)510( υυ
π

ηµπ ddxx ⋅







+=⋅−

και µε ολοκλήρωση θα πάρουµε 

1

2

22
2510 Cxx +







 +=⋅−
υπ

συνπ . 

=0 θα βρούµε C1=5π έτσι η γενική σχέση που δίνει τη

µετατόπιση θα είναι   

)1(5102 xx συνπυ −−=  

υθερίου

ail

γραφικές παραστάσεις  η κίνηση του 

που δίνει τη ταχύτητα του σώµα-

ρήστος Ε



Χρ

Δύο άπειροι αγωγοί xx΄ και ψψ΄ χωρίς αντίσταση είναι παράλληλα τοποθετημένοι μεταξύ τους και κάθετα

σε ομογενές μαγνητικό πεδίο έντασης Β=1Τ και απέχουν μεταξύ τους απόσταση

αμελητέας εσωτερικής αντίστασης 

άπειρους αγωγούς με ταχύτητα παράλληλη σε αυτούς τους αγωγούς.

μία ωμική αντίσταση R=10Ω και ιδανικό πυκνωτή χωρητικότητας

συνδέουμε μία όμοια ωμική αντίσταση

όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα

Ο πυκνωτής και το πηνίο συνδέονται μέσω των μεταγωγών (1) και (

αυτόματα στην θέση (3). 

Τη χρονική στιγμή t=0 εκτοξεύουμε τον αγωγό ΚΛ με αρχική ταχύτητα

ασκούμε σταθερή δύναμη F=1 N. 

Α)Nα αποδείξετε  ότι ο αγωγός θα εκτελεί ομαλή κίνηση

Την χρονική στιγμή t=1sec  οι μεταγωγοί (1

απώλεια ενέργειας και εκείνη την στιγμή καταργείται η δύναμη

Β)Nα βρεθεί τι ποσοστό του έργου της δύναμης έγινε θερμότητα πάνω στις αντιστάσεις.

Γ)Ποια η ολική ενέργεια του κυκλώματ

θέση (3) 

Δ)Να γίνει ποιοτικά η γραφική παράσταση του φορτίου του πυκνωτή.

 ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Α)Με την βοήθεια του δεύτερου κανόνα του Κίρκωφ θα έχουμε

αγωγού θα είναι σταθερή θα έχουμε

ρονοκύκλωµα µε κατάληξη LC 

΄ και ψψ΄ χωρίς αντίσταση είναι παράλληλα τοποθετημένοι μεταξύ τους και κάθετα

σε ομογενές μαγνητικό πεδίο έντασης Β=1Τ και απέχουν μεταξύ τους απόσταση L=1

 και μήκους L=1m μπορεί να κινείται χωρίς τριβές πάνω στους

άπειρους αγωγούς με ταχύτητα παράλληλη σε αυτούς τους αγωγούς. Στα άκρα xψ συνδέουμε σε σειρά

και ιδανικό πυκνωτή χωρητικότητας C=10
-2

F.Σε μία θέση λίγ

ωμική αντίσταση R=10Ω και ένα ιδανικό πηνίο με συντελεστή αυτεπαγωγής

όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα 

έονται μέσω των μεταγωγών (1) και (2) που μπορούν να

εκτοξεύουμε τον αγωγό ΚΛ με αρχική ταχύτητα Uo=10  m/s και ταυτόχρονα

ότι ο αγωγός θα εκτελεί ομαλή κίνηση . 

οι μεταγωγοί (1) και (2) μεταφέρονται στην θέση (3) αυτόματα και χωρίς

απώλεια ενέργειας και εκείνη την στιγμή καταργείται η δύναμη F. 

α βρεθεί τι ποσοστό του έργου της δύναμης έγινε θερμότητα πάνω στις αντιστάσεις.

Γ)Ποια η ολική ενέργεια του κυκλώματος LC που δημιουργηθεί μετά την μεταφορά των μεταγωγών στη

Δ)Να γίνει ποιοτικά η γραφική παράσταση του φορτίου του πυκνωτή. 

Με την βοήθεια του δεύτερου κανόνα του Κίρκωφ θα έχουμε και με την υπόθεση ότι η ταχύτητα του

α έχουμε 

΄ και ψψ΄ χωρίς αντίσταση είναι παράλληλα τοποθετημένοι μεταξύ τους και κάθετα 

=1m. Αγωγός ΚΛ 

χωρίς τριβές πάνω στους 

ψ συνδέουμε σε σειρά 

Σε μία θέση λίγο πιο πέρα 

και ένα ιδανικό πηνίο με συντελεστή αυτεπαγωγής L =1Η 

) που μπορούν να μεταφερθούν 

και ταυτόχρονα 

) και (2) μεταφέρονται στην θέση (3) αυτόματα και χωρίς

α βρεθεί τι ποσοστό του έργου της δύναμης έγινε θερμότητα πάνω στις αντιστάσεις. 

μιουργηθεί μετά την μεταφορά των μεταγωγών στη 

και με την υπόθεση ότι η ταχύτητα του 



ΒUL-Vc-I1R=0   ή  BUL-Q1/C –dQ1/dt=0 (1) 

BUL-VL –I2R=0  ή ΒUL-LdI2/dt-I2R=0  (2) 

H λύση της διαφορικής εξίσωσης (1) θα δώσει   Ι1=
RC

t

e
R

LB −υ
 (3) 

H λύση της διαφορικής εξίσωσης (2) θα δώσει   Ι2=
t

L

R

e
R

LB −









−

υ
1  (4) 

Ioλ=Ι1+Ι2  και με την βοήθεια των (3) και (4) Ioλ=1Α. 

Αρα η FL=BIoλL=1A άρα ΣF=0 άρα η κίνηση του αγωγού είναι ομαλή. 

Β)  Για να αποκατασταθεί το κάθε χρονoκύκλωμα θέλει περίπου χρόνο tαποκ=5RC=0,5sec. 

Aρα μετά από 1sec τα χρονοκυκλώματα έχουν αποκατασταθεί. 

 Ο πυκνωτής είναι φορτισμένος με τάση Vcmax=BUoL=10V και το πηνίο διαρρέεται I2τελ=
R

LB oυ  =1Α. 

Το έργο της δύναμης  είναι WF=F.x=FUo.t=10J 

Mε την βοήθεια της ΑΔΕ   θα έχουμε 

WF= UΒ +UE+Q ολ 

και   μετά από πράξεις θα βρούμε Qολ=8J  άρα το 80% του έργου της δύναμης έγινε θερμότητα στις 

ωμικές αντιστάσεις. 

Γ)   Η ολική ενέργεια του κυκλώματος είναι το άθροισμα των ενεργειών του πηνίου και  του πυκνωτή 

εκείνη τη στιγμή 

Εολ= UΒ +UE =1J 

Δ)    Μέχρι την χρονική στιγμή t=1sec το φορτίο του πυκνωτή ήταν Q1=CVmax=0,1Cb και το απέκτησε 

περίπου την χρονική στιγμή της αποκατάστασης του κυκλώματος δηλαδή περίπου στο 0,5s.Στην 

συνέχεια και μέχρι το 1sec το φορτίο του πυκνωτή είναι περίπου σταθερό στην τιμή Q1 ενώ μετά την 

στιγμή του 1sec  αρχίζει η ηλεκτρική ταλάντωση με μέγιστο φορτίο που θα βρεθεί από την σχέση της 

ολικής ενέργειας.  

Εολ=1/2 Qmax
2
/C    άρα Qmax=0,1 2  C



H ποιοτική γραφική παράσταση φαίνεται στο σχήμα 

21,0



Δυο κρούσεις ράβδου με σημειακή μάζα 

Λεπτότατη  oµογενής  ράβδος ΑΓ µε µήκους  mL
3

32,3
=  έχει µάζα kgM

π

39
= και µπορεί να 

στρέφεται χωρίς τριβές γύρω από οριζόντιο άξονα Ο που διέρχεται από το κέντρο µάζας της ράβδου .H 

ράβδος ισορροπεί οριζόντια . 

Σηµειακό σώµα µάζας m=1Kg χτυπάει κάθετα την οριζόντια ράβδο µε ταχύτητα µέτρου υ  σε απόσταση L/4 

από το σηµείο Ο και ανακλάται  στιγµιαία µε νέα ταχύτητα µέτρου υ΄ και πάλι κατακόρυφα µε φορά προς τα 

πάνω. Αν τα δύο σώµατα ξανασυγκρουστούν  στο άκρο Α της ράβδου  ενώ το η ράβδος έχει διαγράψει 

γωνία θ και  ενώ το σηµειακό σώµα είναι στιγµιαία ακίνητο να βρεθούν: 

A) Το µέτρο της ταχύτητας υ ΄ του σηµειακού σώµατος µετά την πρώτη κρούση

Β) Το µέτρο της ταχύτητας υ του σηµειακού σώµατος την στιγµή της πρώτης κρούσης 

Γ) Το µέτρο της ταχύτητας του σηµειακού σώµατος αµέσως µετά την δεύτερη κρούση αν µετά τη δεύτερη 

κρούση η ράβδος µείνει ακίνητη. 

2

12

1
MLI cm = . 

Aπάντηση: 

Α) Όταν η ράβδος διαγράψει  γωνία θ µε τη βοήθεια της παραπληρωµατικής γωνίας φ θα βρούµε 

5,0

2

4 ==
L

L
συνϕ   άρα η γωνία φ=60ο και η γωνία θ=2π/3 rad.To ύψος που διέγραψε το σηµειακό 

σώµα είναι Η   και θα δίνεται µε τη βοήθεια του σχήµατος 



Mε τη βοήθεια της Α∆Ε για την άνοδο του σηµειακού σώµατος και µέχρι την κρούση του µε τη ράβδο 

θα έχουµε  

½ mυ΄
2 =mgH  θα βρούµε υ΄=4m/s. 

B)Mε την βοήθεια του νόµου της ταχύτητας για το σηµειακό σώµα µπορούµε να βρούµε το χρόνο ανόδου

του σώµατος 

υ=υ΄-gtαν   άρα tαν=0,4s 

Στον ίδιο χρόνο όµως η ράβδος διέγραψε γωνία θ=2π/3 rad εκτελώντας οµαλή στροφική κίνηση µέχρι 

να γίνει η σύγκρουση 

θ=ωt  άρα ω=10π/6 r/s 

Eπειδή η κρούση είναι στιγµιαία µπορούµε να εφαρµόσουµε Α∆Σ για  την πρώτη κρούση του 

σηµειακού σώµατος µε τη ράβδο 

Lαρχ=Lτελ    ή   mυL/4 = Icmω –mυ΄L/4 

και µετά από πράξεις να βρούµε  υ=12m/s. 

Γ) Με τη βοήθεια της Α∆Σ για την δεύτερη κρούση θα έχουµε 

212

1 2 L
mML ⋅′′= υω

µετά από τις πράξεις θα βρούµε sm /35,2=′′υ  



∆υο σφαίρες σε µια στεφάνη. 

 Στο εσωτερικό και στο χαµηλότερο σηµείο  µιας κατακόρυφης  και ακλό-

νητης  κυκλικής στεφάνης ακτίνας R=10m  βρίσκονται δύο µικρές ελαστι-

κές σφαίρες ίδιας ακτίνας  r=0,1m. ∆ίνουµε κατάλληλες αντίθετες  οριζόντι-

ες ταχύτητες στις δύο σφαίρες έτσι ώστε οι δύο σφαίρες να κυλίονται χωρίς 

να ολισθαίνουν στο εσωτερικό της στεφάνης και να φτάνουν ταυτόχρονα 

στο ανώτερο σηµείο της στεφάνης εκτελώντας µε ταχύτητες που θα µπο-

ρούσαν µόλις να εκτελέσουν ανακύκλωση. 

Αν οι δύο σφαίρες έχουν µάζες  m2=3m1  και η  ακαριαία σύγκρουσή τους είναι κεντρική και ελαστική να 

υπολογιστούν: 

Α)  Το µέτρο της  αρχικής  ταχύτητας  εκτόξευσης των δύο σφαιρών 

Β)  Το µέτρο της ταχύτητας των σηµείων επαφής των δύο σφαιρών µε την κυκλική στεφάνη αµέσως µετά 

την σύγκρουσή τους. 

Γ)  Πόσες περιστροφές θα κάνει η σφαίρα µάζας m2 µέχρι να επιστρέψει στο σηµείο εκκίνησης για πρώτη 

φορά αν υποθέσουµε ότι η σφαίρα µε µάζα m1 αφαιρεθεί από το σύστηµα µετά την κρούση της µε την 

δεύτερη σφαίρα. 

Η ροπή αδράνειας της κάθε σφαίρας είναι Ιcm=0,4MR2 , το R>>r , g=10m/s2
.

 Απάντηση: 

Α) Oταν η κάθε σφαίρα θα φτάσε ι στο ανώτερο σηµείο της στεφάνης  το 

βάρος της και αντίδραση της στεφάνης θα παίζουν το ρόλο της κεντρο-

µόλου δύναµης 

Μg + N= 
R

m
2

υ
 όµως Ν>0  άρα υmin= gR =10m/s 

Mε τη βοήθεια της Α∆Ε από το χαµηλότερο σηµείο στο ανώτερο θα 

έχουµε: 

RmgImIm o 2
2

1

2

1

2

1

2

1 2
min

2
min
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 και µετά από πράξεις  υ0=19,6m/s. 



B)Η κρούση των δύο σφαιρών είναι κεντρική και ελαστική. Οι δυνάµεις επαφής δεν µπορούν να προκα-

λέσουν ροπή έτσι η γωνιακή ταχύτητα των δύο σφαιρών δεν µπορεί να αλλάξει εξαιτίας της κρούσης. 

Για τις ταχύτητες των κέντρων µάζας των δύο σφαιρών µπορούµε να πάρουµε του γνωστούς τύπους 

της ελαστικής κρούσης. Ετσι 

sm
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m
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Eτσι τα σηµεία επαφής των δύο σφαιρών µε τη στεφάνη θα έχουν µέτρα ταχυτήτων 

υoλ1=υ1΄ + υπερ=30m/s 

υoλ2=υπερ=10m/s 

Γ) Μέχρι να γίνει η κρούση η σφαίρα µάζας m2 έχει διαγράψει κυλιόµενη  µήκος πR άρα έχει κάνει 

Ν1=πR/2πr=50 περιστροφές. 

Μετά την κρούση το κέντρο µάζας της σφαίρας    m2 εκτελεί ελεύθερη πτώση. Ετσι από το νόµο της 

ελεύθερη πτώσης θα έχουµε 2R=1/2gt2  άρα t=2s 

H σφαίρα όµως συνεχίζει να εκτελεί  οµαλή στροφική κίνηση µε ω=U/r=100r/s.Eτσι κατά την πτώση 

της θα διαγράψει γωνία θ=ωt=200r άρα Ν2=θ/2π=100/π περιστροφές. 

Μέχρι να επιστρέψει στο σηµείο βολής για πρώτη φορά θα έχει διαγράψει Νολ={100/π +50} περι-

στροφές. 



Κρούση τριών σωµάτων. 

Πάνω σε ένα λείο κεκλιµένο επίπεδο γωνία κλίσης φ=30ο ισορροπεί σώµα µάζας Μ1=1kg µε τη βοήθεια 

ιδανικού ελατηρίου σταθεράς Κ=100Ν/m. ∆ύο σώµατα µε  µάζες Μ2=Μ3=1kg  συγκρούονται ακαριαία 

πλαστικά  και ταυτόχρονα την χρονική στιγµή t=0, το ένα κινούµενο µε οριζόντια ταχύτητα µέτρου 

sm /332 =υ  την στιγµή της κρούσης  και το άλλο κινούµενα κατακόρυφα προς τα κάτω µε ταχύτητα την 

στιγµή της κρούσης  µέτρου υ3=3m/s. 

Αν το φυσικό µήκος του ελατηρίου είναι L0=1,15  m να βρεθούν: 

A)Η ταχύτητα του συσσωµατώµατος αµέσως µετά την κρούση καθώς και η απώλεια της κινητικής

ενέργειας του συστήµατος  εξαιτίας της πλαστικής κρούσης.

Β)Η εξίσωση της δυναµικής ενέργειας ταλάντωσης του συστήµατος  των τριών σωµάτων αν θετική φορά 

θεωρηθεί η φορά της ταχύτητας του συσσωµατώµατος. 

Γ)Η  εξίσωση της δυναµικής ενέργειας του συστήµατος εξαιτίας του βάρους του αν το επίπεδο µηδενικής 

ενέργειας θεωρηθεί το οριζόντιο επίπεδο πάνω στο οποίο βρίσκεται το κεκλιµένο επίπεδο. 

∆ίνεται το g=10m/sec2. 

Απάντηση: 

Α)Με τη  βοήθεια της Α∆Ο στον παράλληλο µε το κεκλιµένο επίπεδο άξονα xx΄θα έχουµε 

Μ2υ2συνφ-Μ3υ3ηµφ=(Μ1+Μ2+Μ3)υσυσ 

θα βρούµε µετά από πράξεις  υσυσ=1m/s. 

H A∆Ε για την κρούση θα µας έδινε: 

Κ2 +Κ3 =Κσυσ + Qκρούσης 

άρα µετά τις πράξεις θα βρούµε  Qκρούσης=16,5J 

B)Από την αρχική ισορροπία του  σώµατος Μ1 θα έχουµε Μ1gηµφ=Κx1 θα βρούµε x1=0,05m.Μετά την

πλαστική κρούση και πάλι από την ισορροπία του συστήµατος των σωµάτων θα έχουµε Mολgηµφ=Κx2 

θα βρούµε x2=0,15m.Mε τη βοήθεια της Α∆ΕΤ για το σύστηµα θα έχουµε: 
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 θα βρούµε Α=0,2m. 

Η εξίσωση της αποµάκρυνσης θα δίνεται από τη σχέση x=Aηµ(ωt+φο) .Την στιγµή t=0 έχουµε 

x=x2-x1=0,1m και υ>0 άρα η εξίσωση θα έχει µορφή 







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Eτσι η εξίσωση της δυναµικής ενέργειας ταλάντωσης θα έχει µορφή: 


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Γ) Η θέση ισορροπίας της ταλάντωσης απέχει απόσταση από το κάτω άκρο του ελατηρίου D=L0-x2=1m  ή 

η κατακόρυφη απόσταση από το επίπεδο µηδενικής δυναµικής ενέργειας Η=D/2=0,5m.H εξίσωση του 

ύψος του συσσωµατώµατος  θα δίνεται από τη σχέση 

h = H +xηµφ=0,5+ 



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
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Eτσι η δυναµική ενέργεια λόγω βάρους του συστήµατος θα δίνεται από τη σχέση: 


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Μια πηγή και δύο κύματα. 

∆ύο λεπτότατες χορδές η µία από σίδηρο και άλλη από αλουµίνιο συγκολλούνται  σε ένα σηµειακό σώµα 

µάζας m=1kg έτσι ώστε η πρώτη  να είναι οριζόντια και η δεύτερη να είναι κατακόρυφη. ∆ένουµε το 

σηµειακό σώµα σε ένα κατακόρυφο ελατήριο σταθεράς Κ=100Ν/m το άλλο άκρο του οποίου βρίσκεται 

δεµένο σε ακλόνητο ταβάνι όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. 

∆ίνουµε αρχική ταχύτητα στο σηµειακό σώµα υ0=1m/s µε φορά προς τα πάνω.Αν η ταχύτητα των κυµάτων 

που θα δηµιουργηθούν στην κάθε χορδή είναι υAl=20m/s  και υFe=10m/s να  βρεθούν: 

A) To είδος των κυµάτων που θα διαδοθεί στην κάθε χορδή.

Β) Η εξίσωση του κάθε κύµατος στην κάθε χορδή. 

Γ) Να αποτυπωθούν ποιοτικά τα στιγµιότυπα των δύο χορδών όταν η πηγή έχει εκτελέσει 2 πλήρεις 

ταλαντώσεις. 

Να υποθέσουµε ότι τα δύο σύρµατα είναι τόσο λεπτά που δεν επηρεάζουν την ταλάντωση του σηµειακού 

σώµατος καθώς επίσης και ότι οι χορδές είναι συνεχώς τεντωµένες. 

Aπάντηση: 

A) Στην οριζόντια ράβδο από σίδηρο θα διαδοθεί εγκάρσιο αρµονικό κύµα µιας και η πηγή ταλαντώνεται

κάθετα στην διάδοση του κύµατος. Στην κατακόρυφη χορδή από αλουµίνιο θα διαδοθεί διαµήκες κύµα

µιας και η πηγή δηµιουργίας του κύµατος ταλαντώνεται παράλληλα προς τη διάδοση του κύµατος.

B) To σηµειακό σώµα µάζας m θα λειτουργεί  ταυτόχρονα σαν πηγή των δύο παραπάνω κυµάτων µε

περίοδο s
k

m
T

5
2

π
π ==  και πλάτους mA 1,00 ==

ω
υ

Από το νόµο της κυµατικής και για το κάθε µέσο διάδοσης των κυµάτων θα έχουµε για τα µήκη κύµατος 

υ=λf   άρα για τη χορδή του σιδήρου λFe=2π m  και για τη χορδή από αλουµίνιο λAl=3π m 

Ετσι η εξίσωση του κύµατος που διαδίδεται στην σιδερένια χορδή θα είναι 









−⋅=

ππ
πηµ

2

5
21,0

xt
yFe  (S.I.) 

ενώ για το κύµα που διαδίδεται στην κατακόρυφη χορδή από αλουµίνιο η εξίσωση θα έχει µορφή 
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µιας και την χρονική στιγµή t=0 η πηγή βρίσκεται στην ΘΙΤ αλλά έχει ταχύτητα προς τα πάνω. 

Γ)Η ποιοτική  µορφή της οριζόντιας χορδής θα είναι η παρακάτω 

 Αν αναφερόµαστε στην κατακόρυφη χορδή, διαδίδεται διαµήκες κύµα οπότε προφανώς δεν θα 

αλλάξει η µορφή της και βλέποντάς την κάποιος δεν θα παρατηρήσει αλλαγή στην µορφή της. 

Αν µπορούσαµε να φανταστούµε τις αλλαγές στην πυκνότητα του υλικού, τότε θα είχαµε µια εικόνα, 

όπως στο παρακάτω σχήµα, όπου αντιστοιχούµε τη χορδή µε ελατήριο, πάνω στο οποίο θα 

µπορούσαµε να δούµε τα πυκνώµατα και τα αραιώµατα. 



Μια σφαίρα και µια σανίδα. 

Mία λεπτότατη και άκαµπτη  ράβδος  ΑΓ  µάζας Μ=2Κg και µήκους L=1,12m  µπορεί να περιστρέφεται 

χωρίς τριβές γύρω από ακλόνητο οριζόντιο  άξονα O που απέχει από το έδαφος ύψος Η=L/8 ενώ η απόστα-

ση του άξονα Ο  από το σηµείο Α είναι  ΑΟ=L/4. Μία σφαίρα µάζας m=4Kg  και ακτίνας R=0,28 m τοποθε-

τείτε στο άκρο Α έτσι ώστε το άκρο Α να βρίσκεται στο έδαφος και η ράβδος  να παίζει το ρόλο κεκλιµένου 

επιπέδου. ∆ίδουµε στη σφαίρα κατάλληλη αρχική ταχύτητα µέτρου υcmA=3m/s έτσι ώστε η σφαίρα να κυλίε-

ται χωρίς να ολισθαίνει ανερχόµενη στην ράβδο. 

Nα βρεθούν: 

A)Tο µέτρο της ταχύτητας του κέντρου µάζας της σφαίρας την στιγµή που χάνεται η επαφή του σηµείου Α

µε το έδαφος.

Β) Oι περιστροφές που έχει εκτελέσει η σφαίρα µέχρι να χάσει την επαφή της µε τη ράβδο αν αυτό συµβεί 

τη χρονική στιγµή που η ράβδος βρίσκεται σε οριζόντια θέση . Yποθέστε ότι σε όλη την διάρκεια της 

κίνησης της σφαίρας πάνω στην ράβδο ότι η σφαίρα κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει. 

Γ) Πόση είναι η ολική  κινητική ενέργεια του συστήµατος σφαίρας-ράβδου τη στιγµή που χάνουν την επα-

φή τους. 

∆ίνεται για τη σφαίρα Ιcm=0,4MR2 και g=10m/s2. 

Απάντηση: 

Α) Η επαφή του σηµείου Α µε το έδαφος θα χαθεί όταν η 

δύναµη αντίδρασης του δαπέδου θα µηδενιστεί. Σε ε-

κείνο το σηµείο που είναι και το τελευταίο σηµείο ι-

σορροπίας της σανίδας θα ισχύει   

Στ(ο)=0  άρα –Μgd1+mgd2=0  άρα 

-20d1+40d2=0  µε d1=Lσυν30ο/4  άρα d2=Lσυν300/8  έτσι η απόσταση x=L/8 



Mε την βοήθεια της Α∆Ε για το ανέβασµα της σφαίρας και µέχρι τη στιγµή που θα διανύσει διάστηµα 

L/4 –L/8=L/8 θα έχουµε: 
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και µετά από πράξεις θα βρούµε smcm /22=′υ . 

Β)Η επαφή των δύο σωµάτων θα χαθεί όταν η επιτάχυνση της σανίδας στο σηµείο επαφής µε σφαίρα γίνει 

µεγαλύτερο ή οριακά ίση  µε την επιτάχυνση της βαρύτητας g. 

Για την σανίδα θα ισχύει  Στ(ο)=Ιοαγων   άρα γωνa
L
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Για το σηµείο επαφής της σφαίρας µε τη σανίδα θα ισχύει όµως a=αγων.x ή g=aγων.x (2) 

Από τις σχέσεις (1) και (2) θα βρούµε mLx
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Eτσι το συνολικό µήκος που προχώρησε η σφαίρα κυλιόµενη θα είναι m
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Γ)Με τη βοήθεια της Α∆Ε από την αρχική µέχρι και τη στιγµή που τα δύο σώµατα χάνουν την επαφή τους 

θα έχουµε 
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Και µετά τις πράξεις Κoλ=9,8J 



Τρεις περιστρεφόµενες ράβδοι. 

Tρεις ράβδοι ίδιας µάζας  Μ=3kg και ίδιου µήκους L=1,2m µπορούν να στέφονται χωρίς τριβές γύρω από 

οριζόντιους άξονες  έτσι ώστε το χαµηλότερό τους σηµείο µόλις και να έρχεται σε επαφή µε το οριζόντιο 

λείο έδαφος. Η µεσαία ράβδος περιστρέφεται γύρω από το κέντρο µάζας της σηµείο Β ενώ οι δύο ακριανές 

γύρω από το ανώτερο τους σηµείο Α και Γ αντίστοιχα. Η πρώτη ράβδος ανασηκώνεται έτσι ώστε να γίνει 

οριζόντια και αφήνεται ελεύθερη. Μόλις φτάσει στο κατώτερό της σηµείο συγκρούεται µε ακίνητο  σηµεια-

κό σώµα µάζας m=1kg όπως φαίνεται στο παρακάτω  σχήµα. 

Αν µετά από κάθε κρούση το σώµα που κινούνταν παραµένει ακίνητο και οι ράβδοι δεν µπορούν να συ-

γκρουστούν µεταξύ τους να βρεθούν: 

Α) Η απώλεια ενέργειας σε κάθε κρούση 

Β) Πόσες κρούσεις θα πραγµατοποιηθούν µέχρι να επαναληφθεί η εικόνα του αρχικού σχήµατος και πόσες 

συνολικά κρούσεις θα πραγµατοποιηθούν. 

Γ) Να γίνει ποιοτικά το διάγραµµα της γωνιακής ταχύτητας της κάθε ράβδου σε συνάρτηση µε το χρόνο, 

στους ίδιους άξονες. 

Icm=1/12ML2. 

Απάντηση: 

Α)Με την βοήθεια της Α∆Ε για την πτώση της πρώτης ράβδου θα έχουµε 

2

2

1

2
ωI

L
Mg =  άρα ω=5r/s 

Για την πρώτη κρούση της ράβδου µε το σηµειακό σώµα θα έχουµε 

ΙAω=mυL  θα βρούµε υ=6m/s 



Με την βοήθεια της Α∆Ε για την κρούση 1
22

2

1

2

1
κρυω QmI +=  µετά από πράξεις Qκρ1=0J άρα η 

πρώτη κρούση είναι ελαστική. 

Για τη δεύτερη κρούση του σηµειακού σώµατος µε τη µεσαία ράβδο θα έχουµε µε τη βοήθεια της 

Α∆Σ   

22
ωυ cmI

L
m =  µετά από πράξεις ω2=10r/s 

και µε τη βοήθεια της Α∆Ε για την δεύτερη κρούση θα έχουµε 

2
2
2

2

2

1

2

1
κρωυ QIm cm +=  άρα θα βρούµε Qκρ2=0J 

Άρα και η δεύτερη κρούση είναι ελαστική. 

Η δεύτερη ράβδος θα κάνει τώρα µισή περιστροφή γύρω από τον οριζόντιο άξονα Β και θα ξαναχτυ-

πήσει το σηµειακό σώµα που είχε µείνει ακίνητο στην αρχική του θέση µετά την κρούση του µε την 

µεσαία ράβδο. Έτσι θα έχουµε επανάληψη της δεύτερης κρούσης από την αντίθετη µεριά. Έτσι το 

σηµειακό σώµα θα φύγει µε ταχύτητα  υ=6m/s µε πορεία προς την τρίτη ράβδο µε τη δεύτερη ράβδο 

να µένει ακίνητη και φυσικά χωρίς πάλι καµία απώλεια ενέργειας. 

Το σηµειακό σώµα τώρα θα συγκρουστεί µε την τρίτη ράβδο που είναι και πάλι η αντίστροφη πορεία 

της πρώτης κρούσης. ΄Ετσι και πάλι το φαινόµενο θα επαναληφθεί από την ανάποδη µεριά της πρώ-

της κρούσης. Έτσι η τρίτη ράβδος θα ξεκινήσει µε γωνιακή ταχύτητα ω=5r/s για να φτάσει στην ορι-

ζόντιά της θέση και να ξαναγυρίσει για να ξαναχτυπήσει το σηµειακό σώµα µάζας m. Eπειδή όλες οι 

κρούσεις είναι τελικά  ελαστικές δεν θα υπάρχει απώλεια ενέργειας άρα Qαπ=0J 

B) Για να εµφανιστεί ξανά η αρχική εικόνα µε την πρώτη ράβδο σε οριζόντια θέση θα πρέπει η σηµειακή

µάζα να επιστρέψει στην αρχική της θέση. Έτσι θα έχουν πραγµατοποιηθεί 2 κρούσεις µε την πρώτη

ράβδο 4 κρούσεις µε την µεσαία ράβδο αλλά και άλλες δύο κρούσεις µε την δεξιά ράβδο. ‘Αρα συνο-

λικά 8 κρούσεις. Επειδή δεν υπάρχουν απώλειες ενέργειας το φαινόµενο δεν θα σταµατήσει ποτέ. Έ-

τσι θα εκτελεστούν άπειρες κρούσεις.

Γ) Στο παρακάτω διάγραµµα µε κόκκινο χρώµα είναι η γωνιακή ταχύτητα της α΄ράβδου, µε µπλε της β΄ 

και µε µπλε της γ΄ ράβδου. 





Eλικόπτερο - Φυλακές  

επειδή είναι και τα δύο της μόδας 

Μία  οριζόντια ράβδος µάζας Μ=4Κg και µήκους L=1m είναι αρχικά ακίνητη πάνω από ένα  κατακόρυφο 

ιδανικό ελατήριο σταθεράς  Κ=40π2N/m µε το κέντρο µάζας της ράβδου  να απέχει κατακόρυφη απόσταση 

Η=0,15m  από το πάνω άκρο του ελατηρίου που το άλλο του άκρο είναι ακλόνητα στερεωµένο στο δάπεδο 

όπως δείχνει το παρακάτω σχήµα 

Με κατάλληλη στιγµιαία  ροπή ζεύγους δίνουµε αρχική κατακόρυφη γωνιακή ταχύτητα ω0= 6  r/s στη 

ράβδο και ταυτόχρονα την αφήνουµε ελεύθερη. Aν η ράβδος µε την κρούσης µε το ελατήριο δεν έχει 

απώλεια ενέργειας και δεν κολλάει σε αυτό να βρεθούν: 

A) To είδος της κίνησης της ράβδου

Β) Η µέγιστη κινητική ενέργεια της ράβδου 

Γ) Η περίοδος της περιοδικής κίνησης του κέντρου µάζας της ράβδου. 

Ιcm= 2

12

1
ML ,  π2=10 και 73,13=

ΑΠΑΝΤΗΣΗ

Α)Η δύναµη που δέχεται η ράβδος είναι  το βάρος της και όταν είναι σε επαφή µε το ελατήριο η δύναµη 

του ελατηρίου. Και οι δύο δυνάµεις ασκούνται στο κέντρο µάζας της ράβδου  µε αποτέλεσµα να µην 

µπορούν να µεταβάλλουν την στροφική κατάσταση της ράβδου. Ετσι η αρχική γωνιακή ταχύτητα της 

ράβδου είναι συνεχώς σταθερή. 

Η ράβδος εκτελεί συνεχώς  οµαλή στροφική κίνηση και κατά την πτώση της µέχρι να ακουµπήσει το 

ελατήριο εκτελεί και ελεύθερη πτώση. Μετά την επαφή µε το ελατήριο εκτελεί µέρος κατακόρυφης 

Α.Α.Τ. µέχρι να επιστρέψει στο φυσικό µήκος του ελατηρίου οπότε από εκεί και µετά εκτελεί οµαλά 

επιβραδυνόµενη κίνηση µε επιβράδυνση το g.    

H



Β) Η µέγιστη κινητική ενέργεια της ράβδου θα είναι στην θέση ισορροπίας της ΑΑΤ και θα είναι: 

Κmax= ½ Iω0
2+ ½ ΚΑ2  (1) 

Για τη θέση ισορροπίας θα έχουµε Κx1=Mg  άρα x1=0,1m 

Mε  την βοήθεια της Α∆Ε για την ελεύθερη πτώση της ράβδου  

ΜgH= ½ Mυ2   θα βρούµε 3=υ  m/s. 

Mε την βοήθεια της Α∆ΕΤ για την κατακόρυφη ταλάντωση του κέντρου µάζας της ράβδου θα έχουµε: 

½ Κx1
2 + ½ Mυ2= ½ KA2  θα βρούµε Α=0,2m 

Μετά την αντικατάσταση των παραπάνω αποτελεσµάτων στην σχέση (1) θα έχουµε Κmax=9J 

Γ) Για να επιστρέψει το σώµα  στην αρχική θέση θα πρέπει να κάνει τους εξής χρόνους 

Η= ½  g t1
2    t1= 31,0 s  για την κάθοδο 

Για την ταλάντωση και µε την βοήθεια του περιστρεφόµενου διανύσµατος 

φ=ω∆t → 
3

4π
=10∆t2  άρα ∆t2=

15

2π
 s 

O χρόνος ανόδου της ράβδου θα είναι και πάλι t1= 31,0 s 

Aρα ο συνολικός χρόνος tολ=0,764s 



Mια παλιά βασανιστική (τανυστική) άσκηση 

αφιερωμένη στον Διονύση Μητρόπουλο 

Ένα παράξενο ελατήριο σταθεράς Κ=10Ν/μ  έχει  φυσικό μήκος σπειρών lo=0,8m έχει το τελευταίο μέρος 

του σε μορφή ευθύγραμμου σύρματος μήκους 0,2m όπως το παρακάτω σχήμα 

Mία ομογενής  σφαίρα μάζας Μ=1kg  και ακτίνας R=0,1m  έχει μία μικρή οπή κατά μήκος μιας διαμέτρου 

της και στο πάχος του σύρματος του ελατηρίου έτσι ώστε το σύρμα να συμπεριφέρεται σαν άξονας 

περιστροφής  χωρίς τριβές με το εσωτερικό της σφαίρας . Ο Μπαρμπα Γιάννης ο σιδεράς περνά το 

ευθύγραμμο τμήμα του ελατηρίου στην οπή της σφαίρας και με ένα σφυρί δημιουργεί «χείλη» στο άκρο 

του ελατηρίου, έτσι ώστε η σφαίρα να μπορεί να περιστρέφεται χωρίς τριβές,  χωρίς όμως η σφαίρα  να 

μπορεί να βγει  από το ευθύγραμμο σύρμα του ελατηρίου. Στερεώνουμε το ένα άκρο του ελατηρίου σε 

κατακόρυφο άξονα xx΄ πάνω σε ένα οριζόντιο επίπεδο , δίνουμε στη σφαίρα κατάλληλη ταχύτητα στο 

κέντρο μάζας της ,κατάλληλη γωνιακή ταχύτητα έτσι ώστε η σφαίρα να κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει και 

συγχρόνως  το κέντρο μάζας της σφαίρας να εκτελεί ομαλή κυκλική κίνηση όπως το παρακάτω σχήμα 

Να βρεθεί η ελάχιστη ενέργεια που πρέπει να δαπανήσουμε για να εκτελεί η σφαίρα την παραπάνω 

κίνηση έχοντας το ελατήριο παραμορφωμένο κατά 0,1m. 

Ιcm=0,4MR
2
  

Απάντηση: 

Η κίνηση της σφαίρας μπορεί να θεωρηθεί διπλά περιστροφική. Μία γύρω από οριζόντιο άξονα που είναι 

η συνέχεια του ελατηρίου και μία γύρω από τον κατακόρυφο άξονα που περνάει από το άλλο άκρο του 

ελατηρίου και είναι καρφωμένος στο οριζόντιο επίπεδο. Η  κινητική ενέργεια της σφαίρας θα είναι 

Κολ= ½ Ιcmω1
2
 + ½ Iκατω2

2 
 (1)

Το Ικατ θα υπολογιστεί με τη βοήθεια του κανόνα του Στάινερ 

Ικατ=0.4ΜR
2
+M( ol +x+R)

2
  (2) 

R
cmυ

ω =1  (3)  και 
Rxo

cm

++
=
l

υ
ω2  (4) 

H δύναμη του ελατηρίου  θα παίζει το ρόλο της κεντρομόλου δύναμης 



Rx
Mkx

o

cm

++
=

l

2
υ

 και μετά από πράξεις θα βρούμε ucm=1m/sec. 

Mε την βοήθεια της σχέση (2) θα βρούμε Ικατ=1,004kg.m
2

Mε την βοήθεια της σχέσης (3) θα βρούμε ω1=10r/s 

Mε τη βοήθεια της σχέσης (4) θα βρούμε ω2=1r/s 

Mε αντικατάσταση όλων των παραπάνω στην σχέση (1) θα βρούμε Κολ=0,702J 

H ενέργεια του ελατηρίου δίνεται από την σχέση Uελ= ½ Κx
2
=0,05J

H oλική ενέργεια που θα πρέπει να δαπανήσουμε για να θέσουμε το σύστημα στην συγκεκριμένη 

κίνηση θα είναι Εολ=Κολ+Uελ=0,752J 



∆ιπλό χάσιµο επαφής. 

Τρία  σηµειακά σώµατα µε µάζες m1=1Kg   m2=2Kg   και  m3=1kg   βρίσκονται σε επαφή έχοντας συσπει-

ρώσει  κατά x1=0,2m  το οριζόντιο ελατήριο σταθερά Κ1=100N/m του σχήµατος. Το οριζόντιο επίπεδο είναι 

λείο. 

Το  σώµα µάζας m1 είναι δεµένο στο ελατήριο και  την  χρονική στιγµή t=0  τo σύστηµα αφήνεται ελεύθερο 

και όταν χαθεί η πρώτη επαφή των σωµάτων το σώµα µάζας m3 καρφώνεται χωρίς απώλεια ενέργειας σε 

ένα δεύτερο ελατήριο σταθεράς Κ2=300N/m.  H απόσταση των δύο φυσικών µήκων των δύο ελατηρίων εί-

ναι D=π/5 m  να βρεθούν: 

Α) Ποια στιγµή τα σώµατα θα συµβεί ο τελικός αποχωρισµός; 

Β) Ποια τα τελικά πλάτη ταλάντωσης των  σωµάτων που ταλαντώνονται αν το σώµα µάζας m2 µετά τον 

αποχωρισµό του από το σώµα µάζα m3 αποµακρυνθεί από το σύστηµα; 

Γ) Ποια θα µπορούσε να ήταν η µέγιστη και ποια η ελάχιστη απόσταση των δύο σωµάτων που ταλαντώνο-

νται; 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ

Α)Η πρώτη απώλεια επαφής θα συµβεί στη θέση φυσικού µήκους  του πρώτου ελατηρίου αφού µετά απ’ 

αυτήν το µέτρο της ταχύτητας του Σ1 θα αρχίσει να µειώνεται λόγω της δράσης της δύναµης από το ε-

λατήριο ενώ τα δύο σώµατα  Σ2 και Σ3 δεν δέχονται οριζόντιες δυνάµεις που µπορούν να µειώσουν το 

µέτρο της ταχύτητάς τους και θα συνεχίσουν κάνοντας ευθύγραµµη οµαλή κίνηση µε ταχύτητα τη µέγι-

στη ταχύτητα ταλάντωσης. 

Έτσι µε την βοήθεια της Α∆ΕΤ για την πρώτο µέρος της κίνησης θα έχουµε 

½ Κx1
2= ½  moλ υ

2  θα βρούµε υ=1m/s 

O χρόνος όπου θα κινούνται και τα τρία σώµατα σαν είναι θα είναι ∆t1=T/4=π/10 sec 

Tα δύο σώµατα µετά τον πρώτο αποχωρισµό κινούνται σαν ένα σώµα µέχρι να συγκρουστούν µε το 

ελατήριο. Ο χρόνος αυτός είναι ∆t2=D/U=π/5 sec. 

H επαφή των δύο σωµάτων θα χαθεί και πάλι στην θέση φυσικού µήκους του δεύτερου ελατηρίου και 

αυτό θα συµβεί όταν περάσει χρόνος ∆t3=T2/2=π/10 sec 



Aρα ο τελικός αποχωρισµός των σωµάτων θα συµβεί την χρονική στιγµή 

t=∆t1+∆t2+∆t3=4π/10 sec 

B) To πρώτο σώµα χάνει την επαφή του µε τα υπόλοιπα σώµατα  έχοντας ταχύτητα υ=1m/s στην θέση του

φυσικού µήκους του πρώτου ελατηρίου. Άρα η ταχύτητα αυτή είναι η µέγιστη ταχύτητα της ταλάντω-

σης έτσι υ=ω1Α1  άρα Α1=0,1m.

To τρίτο σώµα και πάλι χάνει την επαφή του µε το δεύτερο σώµα στην θέση φυσικού µήκους του δεύ-

τερου ελατηρίου έχοντας και πάλι ταχύτητα µέτρου υ=1m/s. Eτσι και πάλι είναι η µέγιστη άρα θα έ-

χουµε υ=ω3Α3   άρα mA
30

3
3 = . 

Γ) Η µέγιστη απόσταση των δύο σωµάτων θα µπορούσε να συµβεί όταν και τα δύο σώµατα βρισκόταν 

ταυτόχρονα στην µέγιστη αποµάκρυνση το ένα και στην ελάχιστη αποµάκρυνση το δεύτερο και θα ή-

ταν xmax=D+A1+A2=π/5 +0,1+(3)1/2/30=0,788m  

Ενώ η ελάχιστη απόσταση των δύο σωµάτων θα µπορούσε να συµβεί αν και τα δύο σώµατα βρισκόταν 

ταυτόχρονα το ένα  στην θέση µέγιστης αποµάκρυνσης και το άλλο στην θέση της ελάχιστης αποµά-

κρυνσης έτσι xmin=D-A1-A2=0,468m. 



Δυο κρούσεις ράβδου με σημειακή μάζα 

Λεπτότατη  oµογενής  ράβδος ΑΓ µε µήκους  mL
3

32,3
=  έχει µάζα kgM

π

39
= και µπορεί να 

στρέφεται χωρίς τριβές γύρω από οριζόντιο άξονα Ο που διέρχεται από το κέντρο µάζας της ράβδου .H 

ράβδος ισορροπεί οριζόντια . 

Σηµειακό σώµα µάζας m=1Kg χτυπάει κάθετα την οριζόντια ράβδο µε ταχύτητα µέτρου υ  σε απόσταση L/4 

από το σηµείο Ο και ανακλάται  στιγµιαία µε νέα ταχύτητα µέτρου υ΄ και πάλι κατακόρυφα µε φορά προς τα 

πάνω. Αν τα δύο σώµατα ξανασυγκρουστούν  στο άκρο Α της ράβδου  ενώ το η ράβδος έχει διαγράψει 

γωνία θ και  ενώ το σηµειακό σώµα είναι στιγµιαία ακίνητο να βρεθούν: 

A) Το µέτρο της ταχύτητας υ ΄ του σηµειακού σώµατος µετά την πρώτη κρούση

Β) Το µέτρο της ταχύτητας υ του σηµειακού σώµατος την στιγµή της πρώτης κρούσης 

Γ) Το µέτρο της ταχύτητας του σηµειακού σώµατος αµέσως µετά την δεύτερη κρούση αν µετά τη δεύτερη 

κρούση η ράβδος µείνει ακίνητη. 

2

12

1
MLI cm = . 

Aπάντηση: 

Α) Όταν η ράβδος διαγράψει  γωνία θ µε τη βοήθεια της παραπληρωµατικής γωνίας φ θα βρούµε 

5,0

2

4 ==
L

L
συνϕ   άρα η γωνία φ=60ο και η γωνία θ=2π/3 rad.To ύψος που διέγραψε το σηµειακό 

σώµα είναι Η   και θα δίνεται µε τη βοήθεια του σχήµατος 



Mε τη βοήθεια της Α∆Ε για την άνοδο του σηµειακού σώµατος και µέχρι την κρούση του µε τη ράβδο 

θα έχουµε  

½ mυ΄
2 =mgH  θα βρούµε υ΄=4m/s. 

B)Mε την βοήθεια του νόµου της ταχύτητας για το σηµειακό σώµα µπορούµε να βρούµε το χρόνο ανόδου

του σώµατος 

υ=υ΄-gtαν   άρα tαν=0,4s 

Στον ίδιο χρόνο όµως η ράβδος διέγραψε γωνία θ=2π/3 rad εκτελώντας οµαλή στροφική κίνηση µέχρι 

να γίνει η σύγκρουση 

θ=ωt  άρα ω=10π/6 r/s 

Eπειδή η κρούση είναι στιγµιαία µπορούµε να εφαρµόσουµε Α∆Σ για  την πρώτη κρούση του 

σηµειακού σώµατος µε τη ράβδο 

Lαρχ=Lτελ    ή   mυL/4 = Icmω –mυ΄L/4 

και µετά από πράξεις να βρούµε  υ=12m/s. 

Γ) Με τη βοήθεια της Α∆Σ για την δεύτερη κρούση θα έχουµε 

212

1 2 L
mML ⋅′′= υω

µετά από τις πράξεις θα βρούµε sm /35,2=′′υ  



Ελικόπτερο και στόκοι 

Μία λεπτότατη και άκαμπτη οριζόντια ράβδος ΑΓ  μάζας Μ=4Κg και μήκους L=1m είναι αρχικά ακίνητη 

πάνω από ένα  κατακόρυφο ιδανικό ελατήριο σταθεράς  Κ=4π
2
N/m με το κέντρο μάζας της ράβδου  να 

βρίσκεται σε επαφή με το πάνω άκρο του ελατηρίου  που έχει το φυσικό του μήκος και που το άλλο του 

άκρο είναι ακλόνητα στερεωμένο στο δάπεδο όπως δείχνει το παρακάτω σχήμα 

Με κατάλληλη στιγμιαία  ροπή ζεύγους την χρονική στιγμή t=0 δίνουμε αρχική κατακόρυφη γωνιακή 

ταχύτητα ω0=2π r/s  στη ράβδο και ταυτόχρονα την αφήνουμε ελεύθερη  να εκτελέσει ταλάντωση. Την 

χρονική στιγμή t=0  στην ίδια κατακόρυφη με το Α και το Γ αφήνουμε δύο σημειακές μάζες m=2π/15 Kg 

από ύψος Η. Αν οι δύο στόκοι  βρεθούν στο ίδιο οριζόντιο επίπεδο  με τα άκρα Α και Γ της ράβδου την 

χρονική στιγμή που η ράβδος περνάει από την Θέση ισορροπίας της για δεύτερη φορά μετά την χρονική 

στιγμή t=0 να βρεθούν: 

Α) Αν θα πραγματοποιηθεί  πλαστική κρούση της ράβδου με τους δύο στόκους. 

Β) Το ύψος Η από όπου αφέθηκαν ελεύθεροι οι στόκοι 

Γ) Το τελικό πλάτος ταλάντωσης του συστήματος ράβδου-στόκων. Θα χαθεί η επαφή του συστήματος 

ράβδου-στόκων με το ελατήριο; 

Δ) H  τελική γωνιακή ταχύτητα του συστήματος ράβδου-στόκων. 

Δίνεται για τη ράβδο Ιcm=1/12 ML
2
  , g=10m/s

2
 , π

2
=10 

Aπάντηση: 

Α) Η ράβδος την χρονική στιγμή t=0 δεν έχει κατακόρυφη  ταχύτητα άρα θα βρίσκεται στην ακραία θέση 

της ταλάντωσή της. Το πλάτος της ταλάντωσής που θα εκτελέσει το κέντρο μάζας της ράβδου θα 

δίνεται από την σχέση της ισορροπίας Κx1=Mg  άρα x1=1m και άρα το Α=1m.Για να φτάσει η ράβδος 

για δεύτερη φορά στην θέση ισορροπίας της θα χρειασθεί χρόνος t=3T/4=1,5s. 

Στον ίδιο χρόνο οι στόκοι θα πέσουν κατά ύψος  Η1= ½ gt
2
=11,25m. Για να συμβεί όμως κρούση θα

πρέπει τα σημεία Α και Γ της ράβδου να βρεθούν στο ίδιο  κατακόρυφο επίπεδο με το αρχικό τους 

επίπεδο. Αυτό θα συμβεί μόνο η ράβδος έχει εκτελέσει ακέραιο αριθμό μισών περιστροφών δηλαδή 

όταν θ=κπ  (1) όπου ο κ να ανήκει στους ακέραιους αριθμούς. Η γωνιακή ταχύτητα της ράβδου είναι 

H

Α Γ



σταθερή μιας και η δύναμη του βάρους και του ελατηρίου ασκούνται στο κέντρο μάζας της ράβδου 

και δεν μπορούν να προκαλέσουν ροπή. Ετσι η γωνία  θ=ω0t (2). Από τις σχέσεις (1) και (2) θα έχουμε 

2π·1,5=κπ  άρα  κ=3. Αρα οι στόκοι θα κολλήσουν στα άκρα της ράβδου. 

Β)  Οι στόκοι για να φτάσουν να συγκρουστούν με τη ράβδο θα έχουν διανύσει κατακόρυφο  διάστημα 

Η1=11,25m από τη Θ.Ι. της ράβδου άρα θα πρέπει να αφεθούν από ύψος 

Η=Η1-Α=10,25m. 

Γ)  Η ράβδος την στιγμή της κρούσης έχει μεταφορική ταχύτητα υcm=ωΑ=π m/s. Oι στόκοι έχουν 

κατακόρυφη ταχύτητα  υ=gt=15m/s. Mε την βοήθεια της ΑΔΟ για την πλαστική κρούση θα έχουμε: 

Μυcm-mυ-mυ=(M+2m)υσυσ  άρα υσυσ=0 m/s. 

Η αύξηση της μάζας του συστήματος θα αλλάξει και τη θέση ισορροπίας της κατακόρυφης 

ταλάντωσης του συστήματος. Με τη βοήθεια της τελικής ισορροπίας θα έχουμε Moλg=Kx2  άρα 

x2=(1+π/15)  m. Eτσι το νέο πλάτος θα είναι Α2=x2-x1=π/15 m. 

Για να χαθεί η επαφή του συστήματος με το ελατήριο θα πρέπει το σύστημα να φτάσει στην θέση του 

φυσικού μήκους του ελατηρίου. Αυτό δεν μπορεί να συμβεί μιας και το πλάτος ταλάντωσης είναι 

μικρότερο από την συσπείρωση x2 του ελατηρίου από την νέα θέση ισορροπίας. 

Δ) Για την πλαστική κρούση των στόκων έχουμε με την βοήθεια της ΑΔΣ: 

Ιcmω0=Ιολωσυστ 
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Ένα αμορτισέρ. 

Δίσκος μάζας Μ=1Kg  ακτίνας R=0,1m ισορροπεί κατακόρυφος πάνω σε λείο οριζόντιο επίπεδο. Στο κέντρο 

του δίσκου στερεώνουμε κατακόρυφο ελατήριο σταθεράς Κ=100Ν/m και φυσικού μήκους lo=0,8m. Στο 

πάνω μέρος του ελατηρίου ισορροπεί  σημειακό σώμα  μάζας m1=1Kg. Εκτοξεύουμε το σημειακό σώμα με 

κατακόρυφη ταχύτητα μέτρου u=4m/s  και φορά προς τα πάνω και την ίδια στιγμή με μία στιγμιαία 

δεξιόστροφη ροπή  δίνουμε γωνιακή ταχύτητα ω=15r/s η οποία είναι παράλληλη προς το έδαφος  στον 

δίσκο.  

Την στιγμή που ο δίσκος είναι έτοιμος να απογειωθεί από το έδαφος το σημειακό σώμα συγκρούεται 

ακαριαία κεντρικά και ελαστικά με ελαστικό νταβάνι. Να βρεθούν: 

A) Τι είδους κίνηση εκτελεί ο δίσκος;

B) Η απόσταση του δαπέδου από το νταβάνι

Γ) Η γραφική παράσταση της  απομάκρυνσης σε συνάρτηση με το χρόνο για το σημειακό σώμα. 

Δ) Πόσες  περιστροφές εκτελεί ο δίσκος ανάμεσα σε δύο κρούσεις του σημειακού σώματος με το 

νταβάνι. 

Ε) Αν  κάποια στιγμή βάλουμε στο πάνω μέρος του σημειακού σώματος μία σταγόνα LOGO κόλλα και η 

κρούση του σημειακού σώματος γίνει πλαστική με το νταβάνι ποια η  μέγιστη κινητική ενέργεια του 

δίσκου. 

Δίνεται: ΙΔ=0,5ΜR
2
.

Απάντηση: 

Α) Eπειδή το επίπεδο είναι λείο ο δίσκος δεν δέχεται δύναμη τριβής από το δάπεδο. Οι μοναδικές 

δυνάμεις  που ασκούνται στον δίσκο είναι το βάρος του, η κάθετη δύναμη του δαπέδου αλλά και η 

δύναμη του ελατηρίου. Όλες αυτές οι δυνάμεις δεν μπορούν να προκαλέσουν ροπή έτσι ο δίσκος 

εκτελεί ομαλή στροφική κίνηση. 

Β)Για να είναι έτοιμος ο δίσκος να απογειωθεί θα πρέπει η δύναμη του δαπέδου να γίνει Ν=0.Το 

ελατήριο πρέπει να είναι τεντωμένο και να ισχύει Fελ=Μg άρα x2=0,1m. Η απόσταση του νταβανιού 

από το πάτωμα θα είναι  H=lo+R+x2=1m. 

Γ)Το σημειακό σώμα εκτελεί ταλάντωση και μέχρι να γίνει η κρούση είναι απλή αρμονική. 



Για την ισορροπία του σημειακού σώματος Kx1=m1g άρα x1=0,1m.H ταχύτητα εκτόξευσης είναι και η 

μέγιστη ταλάντωσης και αν το σύστημα έκανε ΓΑΤ  θα είχε πλάτος A=u/ω=0,4m. 

Παρατηρούμε ότι η θέση της ελαστικής κρούσης με το νταβάνι είναι η x=+A/2 άρα ο χρόνος από την 

ΘΙΤ και μέχρι την στιγμή της ελαστικής κρούσης θα βρεθεί από την εξίσωση της απομάκρυνσης  

A/2=Aημωt  ή t=T/12 =π/60 s.To μέτρο της ταχύτητας δεν θα αλλάξει εξαιτίας της ελαστικής κρούσης 

έτσι η ταλάντωση θα συνεχιστεί και κατά την κάθοδο του σημειακού σώματος. Ο χρόνος μέχρι να 

φτάσει και πάλι στην ΘΙΤ θα είναι και πάλι Τ/12 ενώ μέχρι να φτάσει στην θέση ελάχιστης 

απομάκρυνσης θα χρειαστούμε χρόνο Τ/4.Ετσι η γραφική παράσταση της απομάκρυνσης με το χρόνο 

θα έχει την παρακάτω μορφή 

Δ) Ο χρόνος επανάληψης των κρούσεων είναι η περίοδος  της παραπάνω περιοδικής  κίνησης και είναι 

Τταλ=2Τ/3=2π/15s.O δίσκος στον παραπάνω χρόνο εκτελεί ομαλή στροφική κίνηση άρα η γωνία 

διαγραφής του δίσκου θα είναι θ=ωt=15·2π/15=2π rad. Aρα οι περιστροφές θα είναι Ν=θ/2π=1 

περιστροφή. 

Ε) Όταν θα κολλήσει η σημειακή μάζα το ελατήριο είναι τεντωμένο κατά x2=0,1m.H θέση αυτή όμως 

είναι και η  κατακόρυφη θέση ισορροπίας για τον δίσκο . Έτσι ο δίσκος θα εκτελεί μόνο στροφική 

κίνηση με Κπερ= ½ Ιω
2
=0,5625J 



Επειδή υπάρχει περίσσευμα στόκων και φουρφουριών.... 

Δύο ράβδοι μάζας Μ=1,8Κg και μήκους L=1m είναι κολλημένοι στο κέντρο μάζας τους έτσι ώστε να σχημα-

τίζουν μεταξύ τους ορθή γωνία. Κάνουμε μία μικρή τρύπα στο κέντρο μάζας των δύο ράβδων και στο κέ-

ντρο τους περνάμε οριζόντιο άξονα που είναι η κατάληξη ενός κατακόρυφου ελατηρίου σταθεράς 

Κ=400Ν/m και αρκετά μεγάλου φυσικού μήκους όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα. Το σύστημα ισορ-

ροπεί με την μία ράβδο κατακόρυφη και την άλλη οριζόντια και μπορεί να  περιστρέφεται χωρίς τριβές 

γύρω από τον οριζόντιο άξονα. 

Τέσσερα  όμοια σημειακά σώματα m=0,1Κg  που κινούνται τα δύο οριζόντια και τα δύο κατακόρυφα με το 

ίδιο μέτρο ταχύτητας υ=10m/s συγκρούονται ταυτόχρονα και ακαριαία στα τέσσερα άκρα των δύο ρά-

βδων όπως φαίνεται στο παραπάνω σχήμα. 

Α)  Τι είδους κίνηση θα εκτελέσει το κέντρο μάζας του συστήματος των σωμάτων; 

B) Ποια η μέγιστη κινητική ενέργεια του συστήματος ;

Γ)  Ποιο το ελάχιστο και ποιο το μέγιστο μέτρο της γραμμικής ταχύτητας  που θα μπορούσαν να αποκτή-

σουν κάποια στιγμή οι σημειακές μάζες; 

Για την κάθε ράβδο Ιcm=1/12ML
2
. 

Aπάντηση: 

A) Mε την βοήθεια της ΑΔΟ για τους άξονες χχ΄και ψψ΄θα έχουμε

mυ-mυ=(2m+2M)υσυσχχ΄θα έχουμε  υσυσχχ΄=0m/s 

mυ-mυ=(2m+2M)υσυσψψ΄θα έχουμε  υσυσψψ΄=0m/s 

 άρα το κέντρο μάζας του συστήματος δεν θα κινηθεί. 

Με τη βοήθεια της ΑΔΣ για το σύστημα θα έχουμε: 
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Θα βρούμε μετά τις πράξεις ωσυσ=5r/s. 



Για την αρχική θέση ισορροπίας  θα έχουμε 2Μg=Kx1  άρα x1=36/400 m 

Για την τελική ισορροπίας θα έχουμε (2Μ+4m)g=Kx2  άρα x2=40/400 m 

Μετά την κρούση το Στ=0 άρα το σύστημα θα εκτελεί ομαλή στροφική κίνηση γύρω από το κέντρο 

μάζας του και το  κέντρο μάζας του συστήματος  θα εκτελεί κατακόρυφη ΓΑΤ εξαιτίας της δύναμης 

του ελατηρίου και του βάρους του. 

Eπειδή το  κέντρο μάζας του σύστηματος δεν έχει αρχική ταχύτητα το σύστημα θα βρίσκεται στην α-

κραία θέση της ταλάντωσής  του. Το πλάτος ταλάντωσης του συστήματος θα είναι Αcm=0,01 m 

Ετσι το κέντρο μάζας του συστήματος θα εκτελεί  κατακόρυφη Γ.Α.Τ με περίοδο Τ=π/5 sec. 

Β)  Η μέγιστη κινητική ενέργεια θα είναι όταν το σύστημα περνά από την θέση ισορροπίας του. 

Αρα Κmax= ½ Iολωσυσ
2
 + ½ Μολ·υcmmax

2
=5,02J

Γ)  Οι σημειακές σφαίρες έχουν συνεχώς συνολική ταχύτητα ίση με το διανυσματικό άθροισμα της γραμ-

μικής ταχύτητας λόγω περιστροφής και την ταχύτητα λόγω της μεταφοράς του κέντρου μάζας του 

συστήματος. 

Ετσι η υoλmax=ωσυσL/2 +ωΑ=2,6m/s 

ενώ η υολmin=ωσυσL/2-ωΑ=2,4m/s. 



Θα µείνει τεντωµένο το νήµα; 

Το κιβώτιο του παρακάτω  σχήµατος είναι κύβος πλευράς 2R µάζας m=1kg και µπορεί να κινείται πάνω σε 

λείο οριζόντιο τραπέζι ύψους Η=1,25m εκτελώντας  οµαλή κυκλική κίνηση ακτίνας R1=2m µε την βοήθεια 

oριζόντιου τεντωµένου σκοινιού η  άλλη άκρη του οποίου βρίσκεται δεµένη µε δεύτερο σώµα µάζας m2=5kg 

που ισορροπεί κατακόρυφα. 

Σφαίρας µάζας Μ=3kg  και ακτίνας R=0,1m τοποθετείται σε ένα σηµείο της περιφέρειας της κυκλικής τρο-

χιάς που εκτελεί το σώµα µάζας m1 µε κατάλληλη αρχική γωνιακή ταχύτητα παράλληλη προς το επίπεδο του 

τραπεζιού και µε φορά προς το κέντρο του κύκλου. Κάποια στιγµή τα δύο σώµατα συγκρούονται ακαριαία  

κεντρικά και ελαστικά. Αν µετά την κρούση των δύο σωµάτων η σφαίρα κυλιέται χωρίς να ολισθαίνει  και 

το νήµα είναι συνεχώς τεντωµένο να βρεθούν: 

A)Το µέτρο της αρχικής ταχύτητας του κύβου.

Β)Το µέτρο της αρχικής γωνιακής ταχύτητας της σφαίρας 

Γ)To µέγιστο ύψος που θα κατέβει το σώµα µάζας m2 

∆)Ποια η τελική κινητική ενέργεια της σφαίρας λίγο πριν χτυπήσει στο έδαφος. 

Για την σφαίρα Ιcm=0,4MR2. 

AΠΑΝΤΗΣΗ 

Α)Για την ισορροπία του σώµατος  µάζας m2 θα έχουµε Τ=m2g  άρα Τ=50Ν 

Ο κύβος εκτελεί οµαλή κυκλική κίνηση και η τάση του νήµατος έχει το ρόλος της κεντροµόλου δύνα-

µης. Έτσι  Τ=Fκ  άρα T=mυ2/R  και µετά από τις πράξεις υ=10m/s 

B)H κρούση του κύβου και της σφαίρας είναι κεντρική και ελαστική. Οι δυνάµεις κατά  την κρούση είναι

κεντρικές και έτσι δεν θα προκαλέσουν µεταβολή στην στροφική κίνηση της σφαίρας. Ισχύουν οι τύποι 

της κεντρικής ελαστικής κρούσης µε την σφαίρα αρχικά ακίνητη µεταφορικά  

Έτσι 

m2

m
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Eπειδή η σφαίρα αµέσως µετά την κρούση κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει θα πρέπει να ισχύει η συνθήκη 

κύλισης άρα  υcm2́  =ωοR  άρα ω0=50r/s. 

Γ) Επειδή συνολικά οι δυνάµεις που ασκούνται στον κύβο δεν δηµιουργούν ροπή η στροφορµή του κύβου 

διατηρείται σταθερή. Με την βοήθεια της Α∆Σ θα έχουµε: 

mυ1΄R1=mυτελ(R1-y)   ή υτελ=10/(2-y) (1) 

Mε την βοήθεια της Α∆Ε για όλο το σύστηµα  και µέχρι να σταµατήσει να κατεβαίνει στιγµιαία  το 

σώµα µάζας m2 θα έχουµε 

½ mυ1΄
2 +m2gψ = ½ mυτελ

2    ή 12,5 +50y =0,5υτελ
2  (2) 

Από τις (1) και (2) θα καταλήξουµε στην εξίσωση 4y3-15y2+12y=0 µε λύσεις το 

y=0m  y=2,59m  & y=1,15m µε δεκτή φυσικά  την τελευταία µιας και το y δεν µπορεί να είναι µεγα-

λύτερο του R. 

∆)  Mε τη βοήθεια της Α∆Ε για την σφαίρα µετά την κρούση θα έχουµε 

½ Μυcm
2 + ½ Icmω0

2 +ΜgH=Kολεδαφους θα έχουµε µετά από τις πράξεις Κεδαφους=90J 



Κρούση – ολίσθηση- κύλιση 

∆ύο σφαίρες µε µάζες  m1=3Kg και  m2=1Kg έχουν ίδιες ακτίνες  R1=R2=0,2 m κρέµονται από  δύο 

κατακόρυφα νήµατα ίδιου µήκους L  που είναι στερεωµένα στο ταβάνι εργαστηρίου ενώ  οι σφαίρες είναι σε 

επαφή. Εκτρέπουµε τις δύο σφαίρες έτσι ώστε το κέντρο µάζας της κάθε σφαίρας να ανέβει κατακόρυφα 

κατά ύψη Η1=0,45m και Η2=0,2m όπως στο παρακάτω σχήµα: 

Kάποια στιγµή αφήνουµε τη µία και µετά από λίγο την άλλη µε αποτέλεσµα κάποια δεύτερη  χρονική 

στιγµή  οι  δύο σφαίρες να συγκρουστούν κεντρικά και ελαστικά ενώ τα νήµατα είναι κατακόρυφα. 

Ελάχιστα πριν την κρούση τα νήµατα κόβονται ταυτόχρονα ενώ το κατώτερο σηµείο της κάθε σφαίρας 

βρίσκεται σε επαφή µε οριζόντιο έδαφος που παρουσιάζει συντελεστή τριβή ολίσθησης µ=2/5 . 

Να βρεθούν: 

A) To µέτρο της ταχύτητας του κέντρου µάζας των δύο σφαιρών  πριν και αµέσως µετά την κρούση

Β) Η µέγιστη ενέργεια ελαστικής  παραµόρφωσης των δύο σφαιρών στην διάρκεια της κρούσης 

Γ) Η χρονική στιγµή που θα αρχίσει η καθαρή κύλιση για κάθε σφαίρα µετά το τέλος της κρούσης  

∆) Ο ρυθµός µεταβολής της απόστασης των δύο κέντρων µάζας των δύο σφαιρών   όταν οι σφαίρες 

κυλίονται χωρίς να ολισθαίνουν. 

∆ίνεται Ιcm=0,4MR2  & g=10m/s2. 

Aπάντηση: 

Α)Με τη βοήθεια της Α∆Ε  ΜgH= ½ Mυ2  για της δύο σφαίρες θα βρούµε τα µέτρα των δύο ταχυτήτων 

των κέντρων µάζας των δύο σφαιρών  πριν την κρούση υ1=3m/s & υ2=2m/s. 

Mε την βοήθεια των τύπων της ελαστικής κρούσης δύο σφαιρών που συγκρούονται κεντρικά και 

ελαστικά θα έχουµε 

υ1΄=(m1-m2)υ1/(m1+m2)  + 2m2υ2/(m1+m2)=0,5m/s 

υ2΄=(m2-m1)υ2/(m1+m2)  + 2m1υ1/(m1+m2)=5,5m/s 

B) Kατά την διάρκεια της κρούσης οι δύο σφαίρες αρχίζουν να παραµορφώνονται. Η µέγιστη

παραµόρφωση θα συµβεί την στιγµή που οι δύο σφαίρες αποκτήσουν την ίδια ταχύτητα. 

Με τη βοήθεια της Α∆Ο θα έχουµε: 

m2

H1
H2

m1



m1υ1-m2υ2=(m1+m2)υκ και µετά τις πράξεις  υκ=1,75m/s 

Mε εφαρµογή της Α∆Ε θα έχουµε ½ m1υ1
2 +1/2 m2υ

2= ½ (m1+m2)υκ
2 + Umax θα βρούµε µετά τις 

πράξεις 

 Umax=9,375J 

Γ) Μετά το τέλος της  κρούσης και οι δύο σφαίρες κινούνται µόνο µεταφορικά προς τα δεξιά µε 

αποτέλεσµα να εµφανιστεί τριβή ολίσθησης προς τα αριστερά στη κάθε σφαίρα. Έτσι η κάθε σφαίρα θα 

αρχίσει να επιταχύνεται στροφικά µέχρι την χρονική στιγµή που θα αρχίσει η καθαρή κύλιση. Έτσι µε 

βάση τον δεύτερο νόµο του Νεύτωνα για την στροφική και την µεταφορική κίνηση θα έχουµε για την 

κάθε σφαίρα 

ΤολR=0,4MR2
αγων  (1) 

Τολ=Ma (2) 

µε την επίλυση των (1) και (2) θα βρούµε αγων=50r/s2 a=4m/s2 

H καθαρή κύλιση θα συµβεί όταν η ταχύτητα του κατώτερου σηµείου της κάθε σφαίρας θα µηδενιστεί 

δηλαδή υcm=υπερ   άρα υo-at=αγωνtR   και µετά την αντικατάσταση για κάθε σφαίρα θα έχουµε t1=1/28 s 

και t2=11/28 s. 

∆) Η απόσταση των δύο κέντρων µάζας καθορίζεται από τη σχέση Scm=xcm2-xcm1 άρα ο ρυθµός µεταβολής 

αυτής της απόστασης θα είναι ∆Scm/∆t=υcm2-υcm1 (3) 

H ταχύτητα του κέντρου µάζας της κάθε σφαίρας θα δίνεται από τη σχέση της ταχύτητας στην 

επιβραδυνόµενης κίνησης  υ=υo-at  άρα για κάθε σφαίρα θα έχουµε υcm2=55/14 m/s 

και  υcm2=5/14 m/s   και µε τη βοήθεια της σχέσης (3) ∆xcm/∆t=25/7 m/s 



Κρούση δύο ράβδων. 

∆ύο οµογενείς ελαστικές πρισµατικές ράβδοι µε αµελητέο πλάτος, η ΟΑ και η ΟΒ, µε 

µάζες M1=1Κg και M2=0,25kg αντίστοιχα. Το µήκος της  ράβδου  ΟΑ είναι L1= 1,2 m 

ενώ το µήκος της ράβδου ΟΒ είναι L2=2,4m  και οι δύο ράβδοι µπορούν (λόγω του 

αµελητέου πλάτους τους) να στρέφονται χωρίς τριβές στο ίδιο κατακόρυφο επίπεδο 

γύρω από οριζόντιο άξονα που περνά από το κοινό τους άκρο Ο και είναι κάθετος στη 

διεύθυνσή τους. Κρατάµε αρχικά την ράβδο ΟΑ  στην οριζόντια διεύθυνση  και την 

αφήνουµε ελεύθερη. Η δεύτερη ράβδος ΟΒ ισορροπεί κατακόρυφη όπως φαίνεται στο 

παρακάτω σχήµα . 

Nα βρεθούν: 

A) H γωνιακή ταχύτητα της κάθε ράβδου αµέσως µετά την ελαστική κρούση των δύο ράβδων

Β) Να βρεθεί ο µέγιστος ρυθµός µεταβολής  του µέτρου της στροφορµής της κάθε ράβδου µετά την 

κρούση 

Γ)  Αν θα ξαναγίνει κρούση των δύο ράβδων. 

Ιo=1/3ML2. 

Aπάντηση: 

Α) Με τη βοήθεια της Α∆Ε για την πτώση της πρώτης ράβδου και µέχρι την ελαστική της κρούση µε τη 

δεύτερη ράβδο θα έχουµε 

Μ1gL1/2= ½ Iω1
2   θα βρούµε   ω1=5r/s 

Eπειδή η κρούση των δύο ράβδων είναι ελαστική κατά αντιστοιχία µε την ελαστική κρούση των δύο 

σφαιρών θα µπορούσαµε να εφαρµόσουµε τους τύπους της ελαστικής κρούσης για ακίνητη και 

κινούµενη σφαίρα. Έτσι 

ω1΄= 1
21

21
ω

II

II

+

−
 θα βρούµε ω1΄=0r/s 

ω2’= 1
21

12
ω

II

I

+
 θα βρούµε ω2΄=5r/s 

δηλαδή µιας και οι δύο ράβδοι έχουν την ίδια ροπή αδράνειας Ι1=Ι2=0,48Kg·m2 θα ανταλλάξουν 

γωνιακές ταχύτητες. 



Β) Ο µέγιστος ρυθµός µεταβολής της κάθε ράβδου θα συµβεί όταν η ροπή του βάρους της κάθε ράβδου θα 

γίνει µέγιστη. Για την πρώτη ράβδο ο ρυθµός θα είναι 0 µιας και η ράβδος θα µείνει ακίνητη. Για τη 

δεύτερη ράβδο ο µέγιστος ρυθµός θα συµβεί στην οριζόντια θέση µιας και εκεί το απόστηµα του 

βάρους της αποκτά µέγιστη τιµή. Θα πρέπει όµως να ελέγξουµε αν η ράβδος θα φτάσει στην οριζόντια 

θέση. Με την βοήθεια της Α∆Ε για την άνοδο της δεύτερης ράβδου θα έχουµε 

K
L

gMI +=′
22

1 2
2

2
22ω  θα βρούµε Κ=3J 

Eπειδή η ράβδος φτάνει στην οριζόντια θέση εκεί η ράβδος θα έχει  και τον µέγιστο ρυθµό  του µέτρου 

της στροφορµής 

∆L/∆t =M2gL2/2=3N·m 

Γ) Για να µη ξανασυµβεί κρούση των δύο ράβδων θα πρέπει η δεύτερη ράβδος να µην επιστρέψει ποτέ 

στην αρχική της θέση αυτό µπορεί να συµβεί µόνο αν η ράβδος κάποια στιγµή ισορροπήσει. Αυτό 

µπορεί να συµβεί µόνο στην κατακόρυφη θέση για την ράβδο. Με την βοήθεια της Α∆Ε για την άνοδο 

της ράβδου και µέχρι το ανώτερό της σηµείο θα έχουµε 

τελ
ω KgLMI +=′ 22

2
222

1

 θα βρούµε µετά από τις πράξεις ότι Κτελ=0J. 

Aρα η δεύτερη ράβδος µόλις που φτάνει στην κατακόρυφη  θέση  έχοντας  µηδενική γωνιακή ταχύτητα. 

Έτσι δεν πρόκειται  να ξανασυµβεί δεύτερη κρούση. 



Mια ρακέτα του τένις μπορούμε  να τη θεωρήσουμε ότι αποτελείται από μία λεπτή

ομογενής ξύλινη ράβδο μάζας M= 300

λαστικό δίσκο μάζας m=400gr και ακτίνας

τους στο άκρο της ξύλινης ράβδου με την ευθεία της ράβδου να διέρχεται από το

κέντρο του ελαστικού δίσκου. Στο άκρο της ράβδου που δεν είναι ενωμένο με το

δίσκο ανοίγουμε μία μικρή οπή έτσι ώστε το σύστημα να μπορεί να περιστρέφε

χωρίς τριβές γύρω από τον οριζόντι

το επίπεδο του ελαστικού δίσκου όπως το παρακ

Η ρακέτα αφήνεται ελεύθερη από το ανώτερό της σημείο και όταν αποκτά την μ

γιστη ταχύτητά της για πρώτη φορά συγκρούετ

κή μπάλα του τένις  μάζας  m1=100gr

υ=10m/s . H σύγκρουση είναι ακαριαία και πραγματοποιείται στο κέντρο του ελαστικού δίσκου.

Να βρεθούν: 

Α) Η ροπή αδράνειας της ρακέτας

Β) Η μέγιστη κινητική ενέργεια της ρακέτας πριν την κρούση

Γ) Το μέτρο της γωνιακής ταχύτητας της ρακέτας αλλά και το μέτρο της ταχύτητας της μπάλας μετά την

κρούση. 

Δ) Τη μέγιστη γωνία εκτροπής της ρακέτας μετά την κρούση.

Δίνεται η ροπή αδράνειας της ράβδου Ι

για άξονα που ΒΡΙΣΚΕΤΑΙ ΠΑΝΩ ΣΤΟ ΕΠΙΠΕΔΟ τ

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Α) Για τη ράβδο και για τον ελαστικό δίσκο με τη βοήθεια του κα

Ιολ=Ιραβ + ΙΔ=
12
1

Β) Η μέγιστη κινητική ενέργεια της ρακέτας θα συμβεί όταν η ρακέτα θα βρίσκεται στην χαμηλότερή της

θέση και με τη βοήθεια της ΑΔΕ θα έχουμε

Γ)Eπειδή η κρούση των δύο σωμάτων είναι ελαστική μπορούμε κατ΄αναλογία με την ελαστική κρούση

δύο σφαιρών να εφαρμόσουμε τους τύπους της ελαστικής κρούσης

21

21
1 ωω

II

II

+

−
=′

με Ι1=0,018

Μια ρακέτα του τένις. 

ια ρακέτα του τένις μπορούμε να τη θεωρήσουμε ότι αποτελείται  από μία λεπτή

300gr και μήκους L=10cm και από ένα λεπτό ε-

και ακτίνας R=10cm που είναι κολλημένα μεταξύ 

τους στο άκρο της ξύλινης ράβδου με την ευθεία της ράβδου να διέρχεται από το 

κέντρο του ελαστικού δίσκου. Στο άκρο της ράβδου που δεν είναι ενωμένο με το 

δίσκο ανοίγουμε μία μικρή οπή έτσι ώστε το σύστημα να μπορεί να περιστρέφεται 

χωρίς τριβές γύρω από τον οριζόντιo  άξονα Ο που  είναι συνεχώς παράλληλος με 

το επίπεδο του ελαστικού δίσκου όπως το παρακάτω σχήμα. 

Η ρακέτα αφήνεται ελεύθερη από το ανώτερό της σημείο και όταν αποκτά την μέ-

γιστη ταχύτητά της για πρώτη φορά συγκρούεται τελείως ελαστικά με μία σημεια-

gr που κινείται οριζόντια με ταχύτητα μέτρου 

σύγκρουση είναι ακαριαία και πραγματοποιείται στο κέντρο του ελαστικού δίσκου.

Η ροπή αδράνειας της ρακέτας γύρω από τον άξονα περιστροφής της Ο. 

Η μέγιστη κινητική ενέργεια της ρακέτας πριν την κρούση 

Το μέτρο της γωνιακής ταχύτητας  της ρακέτας αλλά και το μέτρο της ταχύτητας της μπάλας μετά την

Τη μέγιστη γωνία εκτροπής της ρακέτας μετά την κρούση. 

Δίνεται η ροπή αδράνειας της ράβδου Ιcm=1/12 ML
2
   ενώ η ροπή αδράνειας του δίσκου είναι Ι

για άξονα που ΒΡΙΣΚΕΤΑΙ ΠΑΝΩ ΣΤΟ ΕΠΙΠΕΔΟ του δίσκου και περνάει από το κέντρο μάζας.

Για τη ράβδο και για τον ελαστικό δίσκο με τη βοήθεια του κανόνα του Στάινερ θα βρούμε

018,0)(
4412

2
22

2 KgLRm
R

m
L

MML ⋅=++++

Η μέγιστη κινητική ενέργεια της ρακέτας θα συμβεί όταν η ρακέτα θα βρίσκεται στην χαμηλότερή της

θέση και με τη βοήθεια της ΑΔΕ θα έχουμε 

ΜgL +mg2(L+R)= Kmax   άρα Κmax=1,9J 

πειδή η κρούση των δύο σωμάτων είναι ελαστική μπορούμε κατ΄αναλογία με την ελαστική κρούση

δύο σφαιρών να εφαρμόσουμε τους τύπους της ελαστικής κρούσης 

2
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=0,018kg.m
2
   & Ι2=m1(L+R)

2
=0,004kg.m

2
  οπότε

ια ρακέτα του τένις μπορούμε να τη θεωρήσουμε ότι αποτελείται από μία λεπτή 

ται 

σύγκρουση είναι ακαριαία και πραγματοποιείται στο κέντρο του ελαστικού δίσκου. 

Το μέτρο της γωνιακής ταχύτητας της ρακέτας αλλά και το μέτρο της ταχύτητας της μπάλας  μετά την 

του δίσκου είναι ΙΔ= mR
2
/4

ου δίσκου και περνάει από το κέντρο μάζας. 

νόνα του Στάινερ  θα βρούμε 

.2m⋅

Η μέγιστη κινητική ενέργεια της ρακέτας θα συμβεί όταν η ρακέτα θα βρίσκεται στην χαμηλότερή της 

πειδή η κρούση των δύο σωμάτων είναι ελαστική μπορούμε κατ΄αναλογία με την ελαστική κρούση 

2ω
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μετά από πράξεις θα βρούμε ω1’=-8,95r/s & ω2΄=55,55r/s άρα υ2’ =ω2΄(R+L)=11,11m/s 

Δ) Με τη βοήθεια της ΑΔΕ για την άνοδο και μέχρι την ανώτερη θέση της ρακέτας θα έχουμε 
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 θα βρούμε μετά από πράξεις συνφmax= 0,24 



Στιγμιότυπο - Doppler 

Πάνω σε μία ήρεμη επιφάνεια υγρού μία ακίδα πάλλεται  αρμονικά δημιουργώντας επιφανειακό  

εγκάρσιο κύμα. Κάποια χρονική στιγμή t=0 η ακίδα  αρχίζει να κινείται σε  σταθερή κατεύθυνση προς την  

θετική κατεύθυνση xx΄με σταθερή ταχύτητα. Αν  το στιγμιότυπο του κύματος  είναι η  παρακάτω  γραφική 

παράσταση  

τότε το μήκος κύματος του κύματος που θα διαδιδόταν στο νερό αν  η ακίδα αν ήταν ακίνητη θα είναι: 

Α. 5cm  Β. 10cm  Γ.  7,5cm 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Από το σχήμα παρατηρούμε ότι  1,5λ1+1,5λ2=15 άρα λ1+λ2=10cm (1) 

Oι παρατηρητές που βρίσκονται μπροστά από την πηγή μετράνε μήκος κύματος 

      λ1=λ-υsTs    (2) 

ενώ οι παρατηρητές που βρίσκονται πίσω από την πηγή  μετράνε μήκος κύματος 

      λ2=λ+υsTs    (3) 

Mε πρόσθεση κατά μέλη των εξισώσεων (2) και (3) θα βρούμε λ1+λ2=2λ  άρα με την βοήθεια της  σχέσης 

(1) θα βρούμε λ=5cm. 

Aρα σωστή απάντηση το Α. 



Υδροπλάνο στη λίμνη Πολυφύτου 

O Δήμαρχος Σερβίων-Βελβεντού θέλοντας να εκμηδενίσει την απόσταση Πειραιάς-Λίμνη Πολυφύτου 

αποφάσισε να αγοράσει ένα υδροπλάνο  για να μπορεί ο ίδιος να πάει ταχύτατα από τα Σέρβια στην 

Αθήνα  αλλά και για να έρχεται  γρήγορα στα Σέρβια ο συνταξιούχος πλέον Διονύσης Μάργαρης . Ο 

Δήμαρχος μιας και υπάρχουν λεφτά αποσπά από την Αegean τον έμπειρο πλέον πιλότο και μαθητή του 

συγγραφέα  της άσκησης  τον Δημήτρη Τζιούτζια. Το υδροπλάνο  που δεν διαθέτει και πολλά “κονφόρ” ( ο 

Δήμος δεν έχει λεφτά για πέταμα)   έχει τέσσερα καθίσματα που αποτελούνται από  ιδανικά ελατήρια 

σταθεράς Κ=400π
2
Ν/m και το κάθε κάθισμα έχει  μάζα Μκ=10Kg . Στην πρώτη δοκιμαστική πτήση και για

κακή τους τύχη  υπάρχει κύμα  στην λίμνη Πολυφύτου  που κινείται με ταχύτητα u=1,5m/s οπότε ο 

πιλότος  που έχει μάζα 70Kg αποφασίζει να κάνει μία μικρή δοκιμαστική βόλτα μέσα στην λίμνη χωρίς να 

απογειωθεί το υδροπλάνο έχοντες επιβαίνοντες τον Δήμαρχο που έχει μάζα  80Κg  το Διονύση που έχει 

μάζα  75Κg και τον  δάσκαλο  του πιλότου που έχει μάζα  90Κg. Αν το υδροπλάνο κινείται με ταχύτητα u2= 

4,5m/s  σε σχέση με τη γέφυρα και  κόντρα στο κύμα ποιος από τους επιβάτες θα απολαύσει περισσότερο 

την βόλτα. Δίνεται ότι η συχνότητα ταλάντωσης των μορίων του νερού f=0,25Hz. 

Α.Ο Δήμαρχος  Β.Ο Διονύσης  Γ.Ο Πιλότος  Δ.Ο Δάσκαλος 

AΠΑΝΤΗΣΗ 

Το υδροπλάνο κινείται αντίθετα με τη φορά διάδοσης του κύματος. Έτσι ο κάθε επιβάτης του υδροπλάνου 

θα αντιλαμβάνεται συχνότητα του κύματος που θα δίνεται από τη σχέση του φαινομένου Doppler 

Hzff 12 =
+

=
υ

υυ
παρ

Για να απολαύσει   μέγιστα την βόλτα του ο επιβάτης θα πρέπει να βρεθεί σε κατάσταση συντονισμού. 

 Έτσι η ιδιοσυχνότητα του επιβάτη πρέπει να γίνει ίση με την Fπαρ 

Δηλαδή Fo=Fπαρ      άρα 

k

MM εκπ
+

=

2

1
1  και μετά από πράξεις Με=90kg 

Aρα το Δ είναι η σωστή απάντηση 

Υ.Σ. Συνήθως σε αυτές τις περιπτώσεις  πιο χαρούμενος είναι ο Δήμαρχος αλλά του την είχα στημένη….. 



ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ ΣΤΗ ΦΥΣΙΚΗ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 

 Γ ΛΥΚΕΙΟΥ 2012-2013 

ΘΕΜΑ Α 

Στις ερωτήσεις 1-4 να γράψετε στο τετράδιό σας τον αριθμό της ερώτησης και δίπλα το γράμμα που 

αντιστοιχεί η σωστή απάντηση 

1. Δίσκος κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει με την επίδραση σταθερής οριζόντιας δύναμης πάνω σε μη λείο

οριζόντιο δάπεδο. Η στατική τριβή

α. Έχει φορά προς τα εμπρός 

β. Έχει φορά προς τα πίσω 

γ. Μπορεί και να μην υπάρχει τριβή 

δ. Είναι μεγαλύτερη της τριβής ολίσθησης 

(Μονάδες  5) 

2. Στο στάσιμο κύμα που έχει σχηματιστεί σε μία χορδή

α. Όλα τα σημεία ταλαντώνονται με την ίδια συχνότητα 

β. Όλα τα σημεία έχουν φάση 0 ή π 

γ. Για να μετατραπεί όλη η  μέγιστη δυναμική ενέργεια της χορδής  σε μέγιστη κινητική ενέργεια 

χρειάζεται χρόνο Τ/4 όπου Τ η περίοδος ταλάντωσης μία κοιλίας του στάσιμου κύματος. 

δ. Η απόσταση μίας κοιλίας από τον πιο κοντινό δεσμό είναι συνεχώς λ/4 όπου λ το μήκος κύματος των 

κυμάτων που δημιουργούν το στάσιμο κύμα. 

 (Μονάδες  5) 

3. Ένα σώμα εκτελεί απλή αρμονική ταλάντωση, του οποίου η επιτάχυνση μεταβάλλεται σύμφωνα με την

εξίσωση  a=10ημ10t (S.I).H γραφικά παράσταση της ταχύτητας σε σχέση με τον χρόνο μπορεί να είναι

i) 

 (Μονάδες  5) 

4. Η μετατόπιση ενός φάσματος ενός στοιχείου που βρίσκεται σε ένα αστέρι προς το ερυθρό σημαίνει ότι

το αστέρι



 α. Είναι ακίνητο προς τη Γη 

 β. Πλησιάζει προς τη Γη 

γ. Απομακρύνεται από τη Γη 

δ. Είναι αόρατο από τη Γη 

(Μονάδες  5) 

5. Ποιες από τις παρακάτω προτάσεις είναι σωστές και ποιες είναι λανθασμένες

α. Το διακρότημα επειδή έχει εξίσωση ψ=Α΄ημω΄t είναι απλή αρμονική ταλάντωση 

β. Τα εγκάρσια κύματα διαδίδονται στα αέρια 

γ. Στις οπτικές ίνες δεν ισχύει ο νόμος του Snell 

δ. Όταν η συνισταμένη των ροπών και η συνισταμένη των δυνάμεων που ασκούνται σε ένα σώμα είναι 

ίσες με το 0 το στερεό ισορροπεί. 

ε. Στην διάρκεια μιας  ελαστικής κρούσης οι κινητικές ενέργειες των σωμάτων που συγκρούονται 

παραμένουν σταθερές. 

 (Μονάδες  5) 

ΘΕΜΑ Β 

1) Ο γνωστός για τις πειραματικές δυνατότητες Βαγγέλης εκτελεί το παρακάτω

πείραμα:

 Ενώνει δύο  μη λεία κατακόρυφα διαδοχικά τεταρτοκύκλια με ακτίνες R1 και 

R2 με R1>R2 και αφήνει ένα  λεπτό δαχτυλίδι (όχι χρυσό σε καιρό κρίσης 

βρισκόμαστε)  από την κορυφή του πρώτου τεταρτοκύκλιου και  καθώς το 

δαχτυλίδι κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει όταν βρίσκεται σε επαφή με τα δύο τεταρτοκύκλια ξαφνικά 

βγαίνει από το δεύτερο τεταρτοκύκλιο έχοντας κατακόρυφη ταχύτητα. Το μέγιστο ύψος που θα ανεβεί 

το κέντρο μάζας του δαχτυλιδιού  σε σχέση με το σημείο επαφής των δύο τεταρτοκυκλίων που θα 

μετρήσει ο Βαγγέλης θα είναι:  

Α.Ηmax=R1  Β.  Hmax=(R1-R2)/2  Γ.  Hmax=(R1+R2)/2 

 (Μονάδες 3) 

Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 

      (Μονάδες    6) 

2.Ο Διονύσης γνωστός συνταξιούχος λόγω του απεριορίστου ελεύθερου χρόνου παίζει με την κιθάρα του 

και παρατηρεί ότι: 

Η μέγιστη απόσταση μίας κοιλίας από τον γειτονικό της δεσμό  ότι είναι 10cm ενώ  η ελάχιστη 

απόσταση τους είναι 6cm ενώ παρατηρεί  επίσης ότι από την μέγιστη στην ελάχιστη απόσταση της 

κοιλίας από δεσμό απαιτείται χρόνος 0,2s. H εξίσωση του στάσιμου κύματος  που έχει δημιουργηθεί 

στην κιθάρα του Διονύση μπορεί να είναι 



Α. ψ=16συνπx/12ημ2,5πt  Β. ψ=

Αιτιολογήστε την απάντησή σας

3. O γνωστός κατασκευαστής  i.p. σε

βοήθεια λίγου λιωμένου κεριού σε ένα από τα δύο όμοια διαπασών του εργαστηρίου του καταφέρνει

να φτιάξει δύο διαπασών που να έχουν λόγο συχνοτήτων

το αυτί του Γιάννη αν χτυπήσει ταυτόχρονα τα δύο διαπασών σε χρόνο δύο δια

της έντασης του ήχου που βγάζουν τα δύο διαπασών

Aιτιολογήστε την απάντησή σας

ΘΕΜΑ Γ 

Tρεις ράβδοι ίδιας μάζας  Μ=3kg και ίδιου μήκους L=1,2m μπορούν να στέφονται χωρίς τριβές γύρω από

οριζόντιους άξονες  έτσι ώστε το χαμηλότερό τους σημείο μόλις και να έρχεται σε επαφή με το οριζόντιο

λείο έδαφος. Η μεσαία ράβδος περιστρέφεται γύρω από το κέντρο μάζας της σημείο Β ενώ οι δύο

ακριανές γύρω από το ανώτερο τους σημείο Α και Γ αντίστοιχα. Η πρώτη ράβδος αναση

να γίνει οριζόντια και αφήνεται ελεύθερη. Μόλις φτάσει στο κατώτερό της σημείο συγκρούεται με ακίνητο

σημειακό σώμα μάζας m=1kg όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα.

Αν μετά από κάθε κρούση το σώμα που κινούνταν παραμένει ακίνητο και οι ρ

συγκρουστούν μεταξύ τους να βρεθούν:

Α) Η απώλεια ενέργειας σε κάθε κρούση

Β) Πόσες κρούσεις θα πραγματοποιηθούν μέχρι να επαναληφθεί η εικόνα του αρχικού σχήματος και

πόσες συνολικά κρούσεις θα πραγματοποιηθούν.

Β. ψ=8συνπx/12∙ημ2,5πt     Γ. ψ=16συνπx/4ημ2,5πt

Αιτιολογήστε την απάντησή σας 

σε dt   Γιάννης παίζει με τα διαπασών του εργαστηρίου του.

ίγου λιωμένου κεριού σε ένα από τα δύο όμοια διαπασών του εργαστηρίου του καταφέρνει

να φτιάξει δύο διαπασών που να έχουν λόγο συχνοτήτων f1/f2=11/12. Πόσες ταλαντώσεις θα εκτελέσει

το αυτί του Γιάννη αν χτυπήσει ταυτόχρονα τα δύο διαπασών σε χρόνο δύο διαδοχικών μηδενισμών

της έντασης του ήχου που βγάζουν τα δύο διαπασών

Α.10  Β.14  Γ.11,5 

ιτιολογήστε την απάντησή σας 

Tρεις ράβδοι ίδιας μάζας Μ=3kg και ίδιου μήκους L=1,2m μπορούν να στέφονται χωρίς τριβές γύρω από

έτσι ώστε το χαμηλότερό τους σημείο μόλις και να έρχεται σε επαφή με το οριζόντιο

λείο έδαφος. Η μεσαία ράβδος περιστρέφεται γύρω από το κέντρο μάζας της σημείο Β ενώ οι δύο

ακριανές γύρω από το ανώτερο τους σημείο Α και Γ αντίστοιχα. Η πρώτη ράβδος αναση

να γίνει οριζόντια και αφήνεται ελεύθερη. Μόλις φτάσει στο κατώτερό της σημείο συγκρούεται με ακίνητο

σημειακό σώμα μάζας m=1kg όπως φαίνεται στο παρακάτω  σχήμα. 

Αν μετά από κάθε κρούση το σώμα που κινούνταν παραμένει ακίνητο και οι ράβδοι δεν μπορούν να

συγκρουστούν μεταξύ τους να βρεθούν: 

Α) Η απώλεια ενέργειας σε κάθε κρούση 

κρούσεις θα πραγματοποιηθούν μέχρι να επαναληφθεί η εικόνα του αρχικού σχήματος και

πόσες συνολικά κρούσεις θα πραγματοποιηθούν. 

πt  (x,ψ σε cm ,t σε s) 

 (Moνάδες 2) 

 (Μονάδες 6) 

Γιάννης παίζει με τα διαπασών του εργαστηρίου του.Mε τη

ίγου λιωμένου κεριού σε ένα από τα δύο όμοια διαπασών του εργαστηρίου του καταφέρνει

Πόσες ταλαντώσεις θα εκτελέσει 

δοχικών μηδενισμών 

 (Mονάδες 3) 

 (Μονάδες 4) 

Tρεις ράβδοι ίδιας μάζας Μ=3kg και ίδιου μήκους L=1,2m μπορούν να στέφονται χωρίς τριβές γύρω από 

έτσι ώστε το χαμηλότερό τους σημείο μόλις και να έρχεται σε επαφή με το οριζόντιο 

λείο έδαφος. Η μεσαία ράβδος περιστρέφεται γύρω από το κέντρο μάζας της σημείο Β ενώ οι δύο 

ακριανές γύρω από το ανώτερο τους σημείο Α και Γ αντίστοιχα. Η πρώτη ράβδος ανασηκώνεται έτσι ώστε 

να γίνει οριζόντια και αφήνεται ελεύθερη. Μόλις φτάσει στο κατώτερό της σημείο συγκρούεται με ακίνητο 

άβδοι δεν μπορούν να 

 (Μονάδες 7) 

κρούσεις θα πραγματοποιηθούν μέχρι να επαναληφθεί η εικόνα του αρχικού σχήματος και 



 (Μονάδες 9) 

Γ) Να γίνει ποιοτικά το διάγραμμα της γωνιακής ταχύτητας της κάθε ράβδου σε συνάρτηση με το χρόνο, 

στους ίδιους άξονες. 

 (Μονάδες 9) 

Icm=1/12ML
2
. 

ΘΕΜΑ Δ 

Δίσκος μάζας Μ1=7kg και ακτίνας R=0,5m μπορεί να περιστρέφεται οριζόντια χωρίς τριβές γύρω από 

κατακόρυφο άξονα. Ο δίσκος ισορροπεί οριζόντιος με την βοήθεια κατακόρυφου ιδανικού ελατηρίου που 

ο άξονας του ελατηρίου συμπίπτει με τον άξονα περιστροφής. Το ελατήριο είναι αρχικά συσπειρωμένο 

κατά 0,7m. 

Δεύτερος οριζόντιος δίσκος ίδιας ακτίνας με τον πρώτο αλλά με μάζα Μ2=1Κg μπορεί να περιστρέφεται 

οριζόντια γύρω από τον ίδιο κατακόρυφο άξονα. Δίνουμε ακαριαία αρχική γωνιακή ταχύτητα ω0= 8 r/sec 

και αφήνουμε το δίσκο ελεύθερο να κινηθεί μόνο με την επίδραση του βάρους του. Την στιγμή που ο 

δεύτερος δίσκος έχει εκτελέσει γωνιακή μετατόπιση θ=6,4rad συγκρούεται με τον ακίνητο δίσκο που είναι 

δεμένος στο ελατήριο αλλά μπορεί να περιστρέφεται γύρω από τον κατακόρυφο άξονα περιστροφής. 

Μετά από λίγο το σύστημα λειτουργεί σαν ένας ενιαίος δίσκος. Να βρεθούν: 

Α)Το ύψος από όπου αφέθηκε ο δεύτερος δίσκος 

 (Μονάδες 5) 

Β)Η κοινή γωνιακή ταχύτητα του συστήματος των δύο δίσκων και το πλάτος της κατακόρυφης 

ταλάντωσης των δύο δίσκων 

 (Μονάδες 6) 

Γ)H μέγιστη κινητική ενέργεια του συστήματος των δύο δίσκων. 

 (Μονάδες 8) 

Δ)Η απώλεια ενέργειας εξαιτίας της πλαστικής κρούσης. 

 (Μονάδες 6) 

Δίνονται για τον δίσκο Ιcm=0,5M.R
2
.



Φούρκα που δημιουργεί ταλαντώσεις. 

Στο παρακάτω σχήμα η ράβδος ΑΓ έχει μάζα Μ=3Κg και μήκος L=0,8m  ισορροπεί οριζόντια. Η ράβδος δεν 

είναι ομογενής αλλά το κέντρο μάζας βρίσκεται σε οριζόντια απόσταση L/3 από το άκρο της Α. Η ράβδος 

ισορροπεί ενώ ακουμπά στα  δύο σημειακά σώματα m1=1Kg στο άκρο Α και m2=3Kg στο άκρο Γ με την 

βοήθεια δύο ιδανικών κατακόρυφων ελατηρίων με σταθερές Κ1=100Ν/m και Κ2=300Ν/m όπως στο 

παρακάτω σχήμα 

Ενώνουμε τα δύο σώματα με αβαρή  ελαστική χορδή όπου μπορεί να διαδοθεί αρμονικό κύμα με 

ταχύτητα u=1/π m/s. Την χρονική στιγμή t=0 αφαιρούμε  αυτόματα την ράβδο ΑΓ με αποτέλεσμα τα 

σώματα m1 και m2 που είναι δεμένα στα ελατήρια να εκτελούν απλές αρμονικές ταλαντώσεις. 

Να βρεθούν: 

A) H αρχική παραμόρφωση του κάθε ελατηρίου

Β) Η εξίσωση της απομάκρυνσης σε συνάρτηση με το χρόνο για καθένα από τα δύο σώματα αν 

υποθέσουμε ότι η θετική φορά είναι προς τα πάνω 

Γ) Η μορφή της χορδής την στιγμή που θα συναντηθούν τα δύο κύματα. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Α) Από τις συνθήκες ισορροπίας για την ράβδο θα έχουμε 

Ν1+Ν2=W  (1)  -W
3

L
⋅  +N2L=0 (2) μετά από τις πράξεις θα βρούμε Ν1=20Ν και Ν2=10Ν

Για το κάθε ελατήριο θα έχουμε αντίστοιχα  για την ισορροπία του  Ν1΄+m1g=K1x1  άρα x1=0,3m   ενώ 

για το  δεύτερο σώμα Ν2΄+m2g=K2x2  άρα x2=
30

4
m

B)Mετά την αφαίρεση της ράβδου καταργούνται οι δυνάμεις αντίδρασης άρα αλλάζει η θέση ισορροπίας

του κάθε σώματος. Ετσι οι νέες θέσεις ισορροπίας θα βρεθούν από τις σχέσεις m1g=K1x3   άρα 

m1 m2

k2k1

Α Γ



x3=0,1m    m2g=K2x4    άρα x4=0,1m. Eπειδή το κάθε σώμα την στιγμή της απομάκρυνσης της σανίδας 

δεν έχει ταχύτητα θα βρίσκεται σε ακραία θέση άρα το Α1=x1-x3=0,2m   και  Α2=x2-x4=
30

1
m.

Επειδή έχουμε ορίσει  θετική φορά είναι η προς τα πάνω θα έχουμε για το κάθε σώμα 


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Γ) Το μήκος κύματος για το κάθε κύμα θα δίνεται από το νόμο της κυματικής u=λf και επειδή οι δύο 

πηγές έχουν την ίδια περίοδο τα μήκη κύματος θα είναι ίδια με λ=0,2m.To κάθε κύμα θα κάνει χρόνο 

t=
υ2
L

 =0,4π sec που αντιστοιχεί σε δύο πλήρεις ταλαντώσεις της κάθε πηγής. Πρέπει να 

παρατηρήσουμε ότι οι θέσεις ισορροπίας δεν είναι στο ίδιο οριζόντιο επίπεδο έτσι το σχήμα τη 

χορδής θα είναι το παρακάτω 

L

0,4m

1/15 m



Μια κρούση δακτυλιδιού. 

∆αχτυλίδι µάζας Μ=2kg και ακτίνας R=1m  µπορεί να στρέφεται χωρίς τριβές  γύρω από οριζόντιο άξονα 

που περνάει από άκρο Ο της περιφέρειας  του λεπτού δαχτυλιδιού. Εκτρέπουµε το δαχτυλίδι κατά γωνία 

θ=90ο από την θέση ισορροπίας του και αφήνουµε το σύστηµα ελεύθερο. Την στιγµή που το δαχτυλίδι έχει 

αποκτήσει την µέγιστη κινητική ενέργεια  του συγκρούεται στιγµιαία και πλαστικά µε αυτό ένα δεύτερο 

σηµειακό σώµα  µάζας m=1 kg που έχει αφεθεί ελεύθερο από το άξονα O όπως στο παρακάτω σχήµα 

Να βρεθούν: 

A) H µέγιστη γωνιακή ταχύτητα του δαχτυλιδιού πριν την πλαστική κρούση

Β) Την απώλεια της ενέργειας  του συστήµατος δαχτυλίδι-σηµειακό σώµα εξαιτίας της κρούσης 

Γ) Το µέτρο της µεταβολής της ορµής του σηµειακού σώµατος εξαιτίας της κρούσης 

∆) Την µέγιστη γωνία που θα διαγράψει το σηµειακό σώµα µετά την κρούση 

AΠΑΝΤΗΣΗ 

Α)Η ροπή αδράνειας του δαχτυλιδιού είναι µε βάση τον ορισµό της ροπής αδράνειας  Icm=MR2  και µε 

την βοήθεια του κανόνα του Στάινερ Ιο=ΜR2+MR2=4kg.m2 

Mε την βοήθεια της Α∆Ε για την πτώση του δαχτυλιδιού θα έχουµε 

MgR= ½ Ioω
2    µετά τις πράξεις θα έχουµε  10=ω  r/s 

B) Mε την βοήθεια την Α∆Σ για την κρούση του σηµειακού σώµατος µε το δαχτυλίδι θα έχουµε

 Lαρχ=Lτελ    άρα Ιοω=Ιτελωτελ  άρα θα βρούµε 
2

10
=

τελ
ω  r/s 

Mε την βοήθεια της Α∆Ε  θα έχουµε  ½ Ιοω
2 +mg2R=1/2 Iτελωτελ

2 +Qκρ  άρα µετά τις πράξεις 

Qκρ=30J 

Γ) To µέτρο της  ορµής  του σηµειακού σώµατος πριν την κρούση είναι 



Pαρχ=muαρχ=m 404 =Rg  kgm/s 

Ενώ το µέτρο της τελικής ορµής του σηµειακού σώµατος αµέσως µετά την κρούση είναι 

Ρτελ=mωτελ2R= 10  kgm/s 

Και µε την βοήθεια του πυθαγόρειου θεωρήµατος  θα έχουµε ∆Ρ= 25 kgm/s 

∆)Με την βοήθεια της Α∆Ε και µέχρι τη στιγµή που το στερεό θα σταµατήσει θα έχουµε 

½ Ιτελωτελ
2=Μgh1 +mgh2 

µε h1=R –Rσυνφ   και h2=2R-2Rσυνφ  και µετά από τις πράξεις θα βρούµε συνφ=0,75 



Μια μεταβλητή δύναμη σε ράβδο. 

Ράβδος ΑΓ μάζας Μ=1Kg και μήκους L=0,6m  μπορεί να περιστρέφεται γύρω από το ένα της άκρο Α  γύρω 

από οριζόντιο άξονα χωρίς τριβές. Την στιγμή t=0  και ενώ η ράβδος ισορροπεί σε κατακόρυφη θέση  

αποκτά αρχική γωνιακή ταχύτητα ω0=10r/s και ταυτόχρονα εφαρμόζεται πάνω της μεταβλητή δύναμη F  

συνεχώς κάθετη στη ράβδο στο άκρο της Γ και με εξίσωση F=5ημφ (S.I.) όπου φ η γωνία που σχηματίζει η 

ράβδος με την αρχική κατακόρυφη θέση της ράβδου όπως στο παρακάτω σχήμα 

Η δύναμη F καταργείται μόλις μηδενιστεί το μέτρο της για πρώτη φορά μετά την εφαρμογής της. 

Να βρεθούν: 

Α)  Ο χρόνος που ασκήθηκε η δύναμη F 

Β) H γραφική παράσταση  του μέτρου της ροπής της δύναμης F σε συνάρτηση της γωνίας και μέχρι το 

μηδενισμό αυτής. Τι εκφράζει το περικλειόμενο  εμβαδόν μεταξύ της καμπύλης και του άξονα των 

γωνιών; Mπορεί να υπολογιστεί το εμβαδόν; Αν ναι πόσο είναι αυτό το εμβαδόν; 

Γ)  Η μέγιστη ισχύς της δύναμης 

Δ) Η μέγιστη γωνιακή ταχύτητα της ράβδου 

Για την ράβδο Ιcm=1/12ML
2
.

Aπάντηση: 

Α) Μια μεταβλητή δύναμη σε ράβδο. 

Με την βοήθεια του δεύτερου νόμου του Νεύτωνα για την στροφική κίνηση θα έχουμε 

Στ=Ιαγων    ή   FL-MgLημφ/2=Ιαγων  και  μετά από πράξεις  αγων=0r/s
2
.

Παρατηρώ δηλαδή ότι η ράβδος θα εκτελέσει ομαλή στροφική κίνηση με σταθερή γωνιακή ταχύτητα 

ω0=10r/s.H δύναμη θα μηδενιστεί για πρώτη φορά όταν ημφ=0 δηλαδή για γωνία φ=π . Aρα ο χρόνος 



που θα κάνει η ράβδος για να φτάσει στην ανώτερή της θέση εκεί όπου η δύναμη θα μηδενιστεί θα 

βρεθεί από τη σχέση θ=ωοt   ή t=π/10 s. 

B)H ροπή της δύναμης F θα δίνεται από την σχέση τF=FL=3ημφ (S.I.)

Eτσι η γραφική της παράσταση θα είναι 

To περικλειόμενο εμβαδό εκφράζει το έργο της ροπής της  δύναμης. Με την βοήθεια του ΘΜΚΕ από 

την αρχική θέση της ράβδου και  μέχρι την ανώτερή της θέση θα έχουμε 

WF+WW=ΔΚ 

 και επειδή η μεταβολή της κινητικής ενέργειας της ράβδου είναι 0 το WF=MgL=6J.Aρα και το 

περικλειόμενο εμβαδό θα είναι 6J. 

Γ) Η ισχύς της δύναμης  δίνεται από τον τύπο P=τω  (1) 

Επειδή η γωνιακή ταχύτητα της ράβδου είναι σταθερή η ισχύς της δύναμης θα γίνει μέγιστη όταν η 

ροπή της θα γίνει μέγιστη. Αυτό συμβαίνει όταν η γωνία διαγραφής είναι π/2 άρα τFmax=3N.m 

Mε βάση την σχέση (1) Ρmax=30J/s 

Δ) Η ράβδος θα αποκτήσει μέγιστη κινητική ενέργεια στην χαμηλότερη θέση της τροχιάς εκεί δηλαδή 

όπου η δυναμική της ενέργεια είναι η ελάχιστη. Αυτό θα συμβεί όταν η ράβδος φτάσει στην αρχική 

της θέση. Με τη βοήθεια της ΑΔΕ από την ανώτερη  στην κατώτερη θέση της ράβδου θα έχουμε 

½ Ιωο
2
 +ΜgL= ½ Iωmax

2
   και μετά από πράξεις θα βρούμε ωmax= 210  r/s.



∆ύο διαπασών σε µια τροχαλία

Οµογενής τροχαλία έχει µάζα Μ=8kg   και ακτίνα R= 0,5m µπορεί να ισορροπεί µε την βοήθεια 

κατακόρυφου ελατηρίου σταθεράς Κ=560N/m που είναι δεµένο στο κέντρο της τροχαλίας µε το ένα άκρο 

του και το άλλο άκρο του είναι  ακλόνητα συνδεδεµένο  σε οροφή όπως στο παρακάτω σχήµα. 

∆ύο σηµειακά διαπασών  µε µάζες m1=4kg και m2=2kg είναι δεµένα από αβαρές και µη εκτατό νήµα που 

είναι περασµένο από το αυλάκι της τροχαλίας και εκπέµπουν ήχους ίδιας συχνότητας  fs=1360Hz. Την 

στιγµή t=0 που το m1 και το m2 βρίσκονται στο ίδιο οριζόντιο επίπεδο και απέχει από το έδαφος ύψος 

Η=3,8m το σύστηµα αφήνεται ελεύθερο και τα δυο σώµατα κινούνται ενώ το κέντρο µάζας της 

τροχαλίας  παραµένει στη θέση του. Την στιγµή t=1sec κόβουµε ταυτόχρονα τα δύο νήµατα µε 

αποτέλεσµα τα δύο διαπασών να φτάσουν µετά από λίγο στο έδαφος και να καρφωθούν σε αυτό χωρίς να 

καταστραφούν. 

Να βρεθούν: 

A) Hµέγιστη κινητική ενέργεια της τροχαλίας µετά το κόψιµο των νηµάτων

Β) Τη µέγιστη και την ελάχιστη συχνότητα που θα µπορούσαν  να ακούσουν δύο ακίνητοι παρατηρητές 

που θα βρισκόταν στο εδάφος και  στην ίδια ευθεία µε τα διαπασών σε όλη την διάρκεια της κίνησης 

των διαπασών. 

Γ) Ο αριθµός των µεγίστων και των ελαχίστων έντασης ήχου που θα σχηµατιστούν στο ευθύγραµµο 

τµήµα  που ενώνει τα δύο διαπασών όταν αυτά βρεθούν στο έδαφος. 

∆ίνεται για την τροχαλία Ιcm=0,5MR2 
και για τον ήχο uηχ=340m/s. 

Aπάντηση: 

Α)Για την κίνηση των σωµάτων και µε την βοήθεια του δεύτερου νόµου του Νεύτωνα θα έχουµε 

m1g-T1=m1a  (1)   T2-m2g=m2a (1) 

Για την τροχαλία θα έχουµε από το δεύτερο νόµο του Νεύτωνα για την στροφική κίνηση θα έχουµε 

Τ1R-T2R= ½ MR2
αγων (3) 

Από τις παραπάνω εξισώσεις (1),(2) &(3)  θα βρούµε µετά από τις πράξεις a=2m/s2 T1=32N&T2=24N 



Για την ισορροπία της τροχαλίας θα έχουµε  Κx1=Mg + T1 +T2 άρα x1=136/560 m 

Mετά το κόψιµο των νηµάτων η θέση ισορροπίας της τροχαλίας σε σχέση µε το φυσικό µήκος του 

ελατηρίου θα δίνεται από την σχέση Κx2=Mgάρα x2=80/560m 

Aρα το πλάτος της ταλάντωσης του κέντρου µάζας της τροχαλίας θα είναι Α=x2-x1=0,1m 

Hτροχαλία µετά το κόψιµο των δύο σκοινιών δέχεται µόνο την κατακόρυφη δύναµη του ελατηρίου αλλά 

και το βάρος της.Και οι δύο δυνάµεις ασκούνται στο κέντρο της τροχαλίας άρα δεν µπορούν να 

προκαλέσουν ροπή.Ετσι η τροχαλία εκτελεί οµαλή στροφική κίνηση γύρω από το κέντρο µάζας της αλλά 

και το κέντρο µάζας της τροχαλίας εκτελεί Γ.Α.Τ. µε πλάτος Α.Η σταθερή γωνιακή ταχύτητα της 

τροχαλίας είναι ωmax=αγωνt=4r/s. 

Kολmax= ½ KA2 + ½ Iωmax
2=10,8J 

B)Tην στιγµή που κόβεται το κάθε νήµα το κάθε διαπασών έχει ταχύτητα µέτρου u=at=2m/sκαι έχουν

διανύσει διάστηµα h1=1/2at2=1m.Toµικρό σώµα ανεβαίνει ενώ το µεγάλο κατεβαίνει. Εχουµε δύο 

ακίνητους παρατηρητές και δύο πηγές ηχητικών κυµάτων άρα η συχνότητα που ακούει ο κάθε 

παρατηρητής θα δίνεται από τη σχέση 

η µέγιστη συχνότητα που θα ακούσει ο παρατηρητής θα είναι όταν η πηγή πλησιάζει µε την µεγαλύτερη 

ταχύτητα και η ελάχιστη συχνότητα που θα αντιληφθεί  ο παρατηρητής θα συµβεί όταν η πηγή 

αποµακρύνεται από τον παρατηρητή . Η µέγιστη ταχύτητα αποµάκρυνσης από τους παρατηρητές  είναι η 

u=2m/sγιατί το σώµα µάζας m2αµέσως µετά το κόψιµο του νήµατος θα εκτελέσει κατακόρυφη βολή προς 

τα πάνω και έτσι η Fmin=340.1340/342=1352Hz.Η µέγιστη συχνότητα που θα αντιληφθεί ο παρατηρητής 

θα είναι όταν το σώµα µάζας m2θα φτάσει στο έδαφος.Με τη βοήθεια της Α∆Ε για το σώµα m2και 

αµέσως µετά το κόψιµο του νήµατος θα έχουµε  

m2g(H+h1) + ½ m2u
2= ½ m2u2max

2 
θα βρούµε µετά τις πράξεις u2max=10m/s 

Mε αντικατάσταση της µέγιστης ταχύτητας στην σχέση (4) θα  έχουµε fmax=340.1360/330=1401,2Hz. 

Γ)Μετά το κάρφωµα και των δύο διαπασών στο έδαφος τα δύο διαπασών λειτουργούν σαν πηγές κύµατος 

µε σταθερό µήκος κύµατος λ=uηχ/fs=0,25m.Πάνω στην ευθεία που ενώνει τα δύο διαπασών, που θα 

απέχουν µεταξύ τους απόσταση 2R=1m,θα σχηµατιστεί στάσιµο κύµα η µορφή του οποίου θα είναι όπως 

στο παρακάτω σχήµα 

(4) ss ff
υυ

υ

ηχ

ηχ

±
=

Eτσι στο ευθύγραµµο τµήµα ανάµεσα στα δύο διαπασών θα υπάρχουν 8 σηµεία απόσβεσης και 7 σηµεία 

ενίσχυσης. 



Το τραινάκι… 

Ένα λεπτό δαχτυλίδι  µάζας Μ και ακτίνας   R µία σφαίρα µάζας Μ και ακτίνας R και ένας κύλινδρος  µάζας 

Μ και ακτίνας R συνδέονται µέσω αβαρών ράβδων  µεταξύ τους σχηµατίζοντας «τραινάκι» µε το δαχτυλίδι 

να παίζει το ρόλο του «µηχανοδηγού» και την σφαίρα µε τον κύλινδρο να ακολουθούν διαδοχικά το 

δαχτυλίδι. Το σύστηµα αφήνεται ελεύθερο από κάποιο ύψος ενός αρκετά µεγάλου κεκλιµένου επιπέδου 

γωνίας κλίσης φ  και το σύστηµα αρχίζει  να κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει . 

Να βρεθεί η επιτάχυνση του συστήµατος. 

∆ίνονται οι ροπές αδράνειας του κάθε στερεού Ι=λΜR2  µε λ=1 για το δαχτυλίδι λ=0,4 για την σφαίρα και 

λ=0,5 για τον κύλινδρο ενώ για το κεκλιµένο επίπεδο ηµφ=0,49. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Αν το κάθε στερεό κυλιόταν χωρίς να ολισθαίνει από µόνο του θα µπορούσαµε να βρούµε την επιτάχυνση 

του κέντρου µάζας τους κάθε στερεού  µε βάσει τους νόµους του Νεύτωνα για την µεταφορική και στροφική 

κίνηση 

Μgηµφ-Τ=Μα (1)    ΤR=λΜR2
αγων (2) 

 και από τις σχέσεις αυτές θα βρούµε a=gηµφ/(λ+1) οπότε µε βάση  την τιµή του λ του κάθε στερεού 

aσφ>aκυλ>aδαχ. 

Όταν θα συνδεθούν το δαχτυλίδι µε την σφαίρα  για να αποκτήσουν κοινή επιτάχυνση θα πρέπει η δύναµη 

της πρώτης ράβδου να αυξήσει την επιτάχυνση του δαχτυλιδιού και να µειώσει την επιτάχυνση της σφαίρας 

έτσι  ώστε να αποκτήσουν την ίδια κατά µέτρο επιτάχυνση  οπότε και πάλι µε την βοήθεια των νόµων του 

Νεύτωνα για την στροφική και την µεταφορική κίνηση του πρώτου συστήµατος θα έχουµε 
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Μgηµφ-Τ1+F1=Ma   (3)   T1R=0,5MR2
αγων (4)   Μgηµφ-Τ2-F2=Ma (5) T2R=0,4MR2

αγων(6) 

Η  αβαρής ράβδος εκτελεί µεταφορική κίνηση µε κοινή επιτάχυνση την επιτάχυνση του συστήµατος των δύο 

στερεών σωµάτων. ΄Αρα µε βάση τον δεύτερο νόµο του Νεύτωνα στα άκρα της  ράβδου θα ασκούνται 

αντίθετες δυνάµεις άρα δυνάµεις ίσου µέτρου άρα F1=F2 

Με αντικατάσταση της σχέσης (4) στην (3) και της σχέσης (6) στην σχέση (5) και πρόσθεση των σχέσεων 

που θα προκύψουν θα βρούµε ασυσ=gηµφ/1,7  (8) 

Από την σχέση (8) παρατηρούµε ότι η επιτάχυνση του συστήµατος  δαχτυλιδιού-σφαίρας είναι µικρότερη 

από την επιτάχυνση του κυλίνδρου αν κυλιόταν µόνος  του. Έτσι όταν και ο κύλινδρος θα συνδεθεί µε το 

σύστηµα θα πρέπει η επιτάχυνσή του κυλίνδρου να µειωθεί ενώ η επιτάχυνση του συστήµατος δαχτυλιδιού 

σφαίρας να αυξηθεί για να αποκτηθεί και πάλι κοινή επιτάχυνση. Έτσι η δύναµη  της δεύτερης ράβδου θα 

πρέπει να σπρώχνει το σύστηµα προς τα κάτω ενώ τον κύλινδρο προς τα πάνω. 

Η κάθε αβαρής ράβδος εκτελεί µεταφορική κίνηση µε κοινή επιτάχυνση την επιτάχυνση του συστήµατος 

όλων των στερεών σωµάτων. Άρα µε βάση τον δεύτερο νόµο του Νεύτωνα στα άκρα της κάθε ράβδου θα 

ασκούνται αντίθετες δυνάµεις άρα δυνάµεις ίσου µέτρου. 

Έτσι µε βοήθεια των νόµων του Νεύτωνα στην µεταφορική και περιστροφική κίνηση  όλων των στερεών θα 

έχουµε 

∆αχτυλιδι      Mgηµφ –Τ1+F΄1=Ma (9) 

        T1R=MR2
αγων      (10)       και µε αντικατάσταση  Μgηµφ +F́ 1=2Ma (11) 

Σφαίρα           Μgηµφ +F́ 2-F΄1-T2=Ma (12) 

 T2R=0,4MR2
αγων  (13)  και µε αντικατάσταση  Mgηµφ +F́ 2-F΄1= 1,4Ma (14) 

Kύλινδρος     Μgηµφ –Τ3-  F́ 2=Ma (15) 

 T3R =0,5MR2
αγων  (16)   και µε αντικατάσταση     Μgηµφ –F́ 2=1,5Ma (17) 

Aν προσθέσουµε κατά µέλη την (11) (14) και (17) θα έχουµε  3Μgηµφ=4,9Μa  άρα a=3gηµφ/4,9=3m/s2. 



Το ελατήριο στο άκρο νήματος. 

Μη εκτατό νήµα µήκους l=15cm και µε όριο αντοχής µεγαλύτερο από 30Ν  στερεώνεται σε 

οροφή εργαστηρίου. Στο κάτω µέρος του νήµατος στερεώνουµε  κατακόρυφο ελατήριο σταθε-

ρά Κ=100Ν/m και στο κάτω µέρος του ελατηρίου ισορροπεί σώµα µάζας m=1Kg. 

Αποµακρύνουµε το σώµα κατακόρυφα προς τα κάτω κατά d=0,2m και το αφήνουµε ελεύθερο  

την χρονική στιγµή t=0 . Κάποια στιγµή το νήµα χαλαρώνει αλλά δεν εµποδίζει την κίνηση του 

συστήµατος οπότε µετά από λίγο το πάνω άκρο του ελατηρίου φτάνει στην οροφή του εργαστηρίου και χω-

ρίς απώλεια ενέργειας το ελατήριο κολλάει στην οροφή. Να βρεθούν: 

A) H χρονική εξίσωση του µέτρου της τάσης του νήµατος.

Β) Η χρονική στιγµή της επαφής του άκρου του ελατηρίου µε την οροφή. 

Γ) Η µέγιστη δυναµική του ελατηρίου στην διάρκεια του παραπάνω πειράµατος. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Α)Για τη θέση ισορροπίας ισχύει  mg=Kx1  άρα x1=0,1m.Το σύστηµα ταλαντώνεται µέχρι το ελατήριο να 

αποκτήσει το φυσικό του µήκος ενώ στην συνέχεια  το σώµα θα εκτελεί κατακόρυφη βολή προς τα πάνω και 

µέχρι να ακουµπήσει το ελατήριο στην οροφή οπότε θα ξαναρχίσει εκ νέου η ταλάντωση. Η εξίσωση της 

αποµάκρυνσης θα είναι  ψ=Αηµ(ωt+φο) και για χρόνο T/4 +T/12=T/3 µιας και η θέση φυσικού µήκους είναι 

στην ψ=Α/2   άρα η εξίσωση της αποµάκρυνσης  είναι 

ψ=0,2ηµ(10t+3π/2)   0≤t≤π/15  (SI) 

To  µέτρο της τάσης του νήµατος είναι συνεχώς ίσο µε το µέτρο της δύναµης του ελατηρίου 

Ετσι για την δύναµη του ελατηρίου θα έχουµε Fελ-mg=-Kψ  και µετά την αντικατάσταση της  εξίσωσης της 

αποµάκρυνσης θα έχουµε 

Τ=Fελ=10-20ηµ(10t+3π/2)  0≤t≤π/15  (SI) 

B)H ταχύτητα του σώµατος την στιγµή που το νήµα χαλαρώνει θα βρεθεί µε την βοήθεια της Α∆ΕΤ:

½ muο
2+ ½ Kx1

2= ½ KA2  θα βρεθεί µετά από τις πράξεις uο= 3  m/s 

To σώµα εκτελεί κατακόρυφη βολή προς τα πάνω θα χρειασθεί χρόνο που θα βρεθεί από την εξίσωση: 

l=uοt- ½ gt2   άρα  t= s
10

3
. 

Αρα ο συνολικός χρόνος µέχρι την επαφή του ελατηρίου µε την οροφή θα είναι tολ= ss 382,0
10

3
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Γ)H ταχύτητα του σώµατος θα βρεθεί από την σχέση u=uo-gt  και θα βρεθεί  µετά από τις πράξεις 

uτελ=0m/s. Eτσι εκείνη τη στιγµή το σώµα δεν έχει ταχύτητα και θα εκτελέσει νέα ταλάντωση µε νέο  πλάτος 

το x1=0,1m.Η µέγιστη επιµήκυνση του ελατηρίου θα είναι τώρα xmax=2x1=0,2m. 

Η αρχική µέγιστη επιµήκυνση του ελατηρίου ήταν Χαρχmax=x1+Aαρχ=0,3m 

H µέγιστη δυναµική ενέργεια του ελατηρίου θα είναι στην διάρκεια του πειράµατος την στιγµή t=0 και θα 

είναι Umax= ½ Kxαρχmax
2=4,5J 



Κρούση  δύο ράβδων και χρόνος κρούσης. 

Δύο  λεπτότατοι ελαστικοί ράβδοι μήκους L1=0,6m & L2=0,8m έχουν μάζα Μ1=4/3Κg και Μ2=3Κg 

αντίστοιχα  μπορούν να περιστρέφονται γύρω από οριζόντιο κοινό άξονα που διέρχεται από το ένα τους 

άκρο. Στο ελεύθερο  άκρο της πρώτης  ράβδου μάζας Μ1 κολλάμε σημειακό σώμα μάζας m.Oι δύο ράβδοι 

φέρνονται  σε κατακόρυφη θέση και αφήνονται ταυτόχρονα δίνοντας τους ελάχιστη ώθηση  έτσι ώστε να 

κινούνται αντίθετα. Αν οι δύο ράβδοι συγκρουστούν ελαστικά την στιγμή που αποκτούν  ταυτόχρονα την 

μέγιστη κινητική τους ενέργεια να βρεθούν: 

Α) H μάζα m. 

Β) Το μέτρο της γωνιακής ταχύτητας της κάθε ράβδου αμέσως μετά την κρούση τους. 

Γ) Το μέτρο της μεταβολής της ορμής του σώματος μάζας m κατά την διάρκεια της κρούσης. 

Δ) Ποια από τις δύο ράβδος θα σταματήσει πρώτη για πρώτη φορά και που θα συμβεί αυτό. 

Δίνεται για την κάθε ράβδο Ιcm=1/12ML
2
. 

Απάντηση 

Α)Αν οι δύο ράβδοι είχαν συνεχώς την ίδια γωνιακή επιτάχυνση και επειδή η αρχική τους γωνιακή 

ταχύτητα έχει μηδενικό μέτρο οι ράβδοι θα έφταναν ταυτόχρονα στο χαμηλότερο σημείο της τροχιάς τους 

εκεί που θα έχουν και την μέγιστη κινητική τους ενέργεια. 

Ετσι για την πρώτη ράβδο  μαζί με το μπαλάκι της και από το νόμο της  της στροφικής κίνησης 

M1g ½ L1ημφ +mgL1ημφ=Ι1αγων (1) 

Και για την δεύτερη ράβδο 

Μ2g ½ Lημφ=Ι2αγων (2) 

Αν διαιρέσουμε τις δύο σχέσεις κατά μέλη θα έχουμε  Μ1(L2-L1)=m(3L1-2L2) και μετά από πράξεις θα 

βρούμε Μ1=m  άρα  m=4/3Kg 

Β)Mε τη βοήθεια της ΑΔΕ από την ανώτερη στην κατώτερη θέση της κάθε ράβδου θα έχουμε 



Μ2gL2= ½ I2ω2
2
  και μετά τις πράξεις θα  βρούμε  ω2= 35  r/s

M1gL1 +mg2L1= ½ I1ω1
2
  και μετά τις πράξεις θα βρούμε ω1= 35  r/s ίδια φυσικά κατά μέτρο με την ω2 μιας

και οι δύο ράβδοι έχουν κοινό χρόνο κίνησης με συνεχώς την ίδια στιγμιαία γωνιακή επιτάχυνση. 

Παρατηρώ ότι Ι1= 1/3 Μ1L1
2
 +mL1

2
=0,64kgm

2
   και  Ι2=1/3Μ2L2

2
=0,64kgm

2
.

Υπάρχει ελαστική κρούση δύο ράβδων που έχουν την ίδια ροπή αδράνειας  άρα κατ’ αναλογία με τις  

κεντρικές ελαστικές κρούσεις των  σημειακών σωμάτων οι ράβδοι θα ανταλλάξουν γωνιακές ταχύτητες 

έτσι τα μέτρα των δύο νέων γωνιακών ταχυτήτων θα είναι και πάλι ω1’ =ω2’ = 35  r/s.

Γ)Το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας της μάζας m  πριν αλλά και μετά την κρούση θα είναι: 

u1=u1’=ωL1= 33  m/s

Άρα ΔΡ=mu1’ –(-mu1)=2mu1= 38  kgm/s

Δ)Η κάθε ράβδος θα αρχίσει να ανεβαίνει προς την αντίθετη της αρχικής κατεύθυνσης  αλλά και πάλι με 

την ίδια ακριβώς γωνιακή επιβράδυνση αυτή τη φορά. Επειδή οι αρχικές γωνιακές ταχύτητες  κατά μέτρο 

των δύο ράβδων είναι ίδιες  οι ράβδοι θα φτάσουν ταυτόχρονα και πάλι στην αρχική τους θέση  έχοντας 

μηδενική γωνιακή ταχύτητα όση ήταν και  η αρχική  τους φυσικά μιας και δεν υπάρχει απώλεια ενέργειας 

κατά την κρούση. 



Πού θα γίνει η κρούση 

Λείος κύβος  ακµής α=2R= 0,4m και µάζας Μ1=3Κg είναι δεµένος µε ιδανικό ελατήριο φυσικού µήκους 

L0=0,5 m και σταθεράς Κ=300π2Ν/m η άλλη άκρη του οποίου είναι στερεωµένη σε ακλόνητο σηµείο σε κα-

τακόρυφο τοίχο. Λεία σφαίρα ακτίνας R=0,2m  και µάζας Μ2=3Κg  είναι ακίνητη στην άλλη άκρη του ορι-

ζόντιο λείου δαπέδου και σε επαφή µε κατακόρυφο τοίχο όπως στο παρακάτω σχήµα 

Συσπειρώνουµε το ελατήριο κατά x1=0,1 m και την στιγµή t=0 αφήνουµε το σύστηµα ελεύθερο ενώ την ίδια 

στιγµή δίνουµε στο κέντρο µάζας της σφαίρας  ταχύτητα µέτρου ucm=π 3  m/s και κατάλληλη γωνιακή τα-

χύτητα έτσι ώστε να αρχίσει να κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει πλησιάζοντας τον κύβο. Η κρούση των δύο 

στερεών είναι κεντρική και ελαστική και διαρκεί ελάχιστο χρόνο  όπως επίσης και η κάθε κρούση της σφαί-

ρας µε τον κατακόρυφο τοίχο. Αν η κρούση των δύο στερεών  συµβεί σε τέτοια θέση όπου ο κύβος φτάνει 

για πρώτη φορά µετά την στιγµή t=0 και µετά την κρούση τους ο κύβος   εκτελεί ταλάντωση µε το µέγιστο 

δυνατό πλάτος να βρεθούν: 

A) To oριζόντιο µήκος του δωµατίου

Β) Το είδος της κίνησης του κάθε σώµατος ξεχωριστά και να βρεθεί η περίοδος του  φαινοµένου 

Γ) Η γραφική παράσταση του µέτρου της ταχύτητας του ανώτερου σηµείου της σφαίρας. 

AΠΑΝΤΗΣΗ 

Α)Για να εκτελεί ο κύβος ταλάντωση µε το µέγιστο δυνατό πλάτος θα πρέπει να πάρει από τη σφαίρα την 

µεγαλύτερη δυνατή ποσότητα ενέργειας. Αυτό θα συµβεί µόνο αν η σφαίρα µείνει ακίνητη µεταφορικά. 

Η στροφική κατάσταση  της σφαίρας δεν µπορεί να αλλάξει µιας και όλες οι κρούσεις είναι κεντρικές 

και οι δυνάµεις επαφής δεν µπορούν να προκαλέσουν στην διάρκεια της κρούσης καµία ροπή καθώς ε-

πίσης δεν µπορούν να αναπτυχθούν τριβές µιας και τα στερεά είναι λεία. Επειδή τα στερεά έχουν ίδιες 

µάζες θα ανταλλάξουν ταχύτητες. Έτσι η ταχύτητα του  κύβου θα πρέπει να έχει µέτρο µηδέν την στιγ-

µή της κρούσης. Θα πρέπει να  βρίσκεται δηλαδή σε ακραία θέση της ταλάντωσή του. Αυτό µπορεί να 

συµβεί µόνο στην θέση +Α µιας και φτάνει στην θέση αυτή για πρώτη φορά µετά την χρονική στιγµή 

t=0. O χρόνος για να φτάσει εκεί θα είναι t1=T/2=0,1sec. Στο ίδιο χρόνο η σφαίρα εκτελεί οµαλή µετα-

φορική και στροφική κίνηση διανύοντας το κέντρο µάζας του απόσταση S=ucmT/2=0,1π 3 m 

Το µήκος του δωµατίου θα είναι Soλ=L0+A+a+2R+S=1,5 +0,1π3   ≈2 m 

B)Η σφαίρα αρχικά κυλιέται µέχρι να γίνει η πρώτη σύγκρουση µε τον κύβο ενώ ο κύβος εκτελεί µέρος

γ.α.τ. από την ακραία  αρχική του θέση  -Α µέχρι την +Α αυτό διαρκεί αρχικό χρόνο ∆t1=T/2=0,1s.  

Στην συνέχεια ο κύβος συγκρούεται κεντρικά και ελαστικά µε τη σφαίρα µε αποτέλεσµα να ανταλλά-



ξουν ταχύτητες τα κέντρα µάζας τους. Έτσι  ο κύβος τώρα θα εκτελεί νέα γ.α.τ. µε πλάτος που θα βρε-

θεί µε την βοήθεια της Α∆ΕΤ 

½ ΚΑ2 + ½ Μ1ucm2= ½ KA΄2  και µετά από πράξεις θα βρούµε Α΄=0,2m. 

Το κέντρο µάζας της σφαίρας θα µείνει ακίνητο ενώ η στροφική της κατάσταση δεν θα αλλάξει. Αυτό 

θα συµβεί µέχρι ο κύβος να επιστρέψει στη θέση της κρούση και αυτό θα διαρκέσει χρονικό διάστηµα 

∆t2=T/12 +T/4 +T/4 +T/12=5/15s 

Εκείνη την στιγµή τα σώµατα θα ανταλλάξουν και πάλι  ταχύτητες οπότε ο κύβος θα µείνει ακίνητος 

στιγµιαία  ενώ η σφαίρα θα κινείται προς τα δεξιά µε ταχύτητα µέτρου ucm=π 3  m/s ενώ θα συνεχίσει 

να περιστρέφεται κατά την αρχική φορά µέχρι το κέντρο µάζας να διανύσει και πάλι διάστηµα S=0,1π

3  m οπότε θα συγκρουστεί ακαριαία µε το τοίχο για να αλλάξει φορά το µέτρο της ταχύτητας του 

κέντρου µάζας και να ξαναρχίσει η κύλιση της σφαίρας µε τον ίδιο ακριβώς τρόπο όπως και την χρονι-

κή στιγµή t=0.O χρόνος αυτός θα είναι ∆t2=S/ucm=0,1s. Ο χρόνος όµως αυτός αντιστοιχεί σε χρόνο Τ/2 

για τον κύβο.  Ετσι ο κύβος θα βρεθεί στην αρχική του θέση όπου βρισκόταν και την χρονική στιγµή 

t=0.Έτσι το φαινόµενο θα επαναλαµβάνεται περιοδικά µε περίοδο Τκιν=Τ/2 +∆t1+∆t2=7/15 s 

Γ)Μέχρι την πρώτη κρούση το µέτρο της ταχύτητας του ανώτερου σηµείου της σφαίρα είναι 2ucm=2π 3

m/s. Mετά την πρώτη  τους κρούση και µέχρι να γίνει η δεύτερη κρούση το ανώτερο σηµείο της σφαίρα 

έχει µόνο την ταχύτητα περιστροφής που φυσικά έχει µέτρο ίσο µε το µέτρο της ταχύτητας του κέντρου 

µάζας ucm=π 3  m/s. Mετά την δεύτερη κρούση η σφαίρα κινείται προς τα δεξιά ενώ περιστρέφεται α-

ριστερόστροφα. Έτσι το συνολικό µέτρο της ταχύτητας του ανώτερου σηµείου είναι 0 µιας και η ταχύ-

τητα περιστροφής είναι αντίθετη της µεταφορικής ταχύτητας του κέντρου µάζας. Αυτό θα συµβαίνει 

µέχρι να γίνει η πρώτη κρούση µε τον τοίχο οπότε θα ξαναρχίσει η κύλιση και θα φτάσουµε και πάλι 

στην αρχική κατάσταση. Έτσι η γραφική παράσταση θα έχει µορφή 



2ο Θέµα. Εξάσκηση στις εξισώσεις της ελαστικής κρούσης. 

∆ύο σώµατα µε µάζες m1=1Kg  και m2=3kg κινούνται µε την ίδια σταθερή  ταχύτητα µέτρου u1=8m/s 

πάνω σε λείο οριζόντιο επίπεδο και είναι συνδεδεµένα µε ιδανικό ελατήριο σταθεράς Κ. Ένα 

πανοµοιότυπο σύστηµα αλλά µε µάζες  m3=3kg και m4=1kg  µε ελατήριο σταθεράς Κ κινείται  µε 

ταχύτητα µέτρου u3=4m/s  αντίθετης φοράς της u1 όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα 

Aν η κρούση των M1 και Μ2 είναι κεντρική και ελαστική και διαρκεί αµελητέο χρόνο ο  λόγος των 

µέγιστων δυναµικών ενεργειών των δύο ελατηρίων µετά την κρούση των σωµάτων  θα είναι: 

A.5                   B.  8,8                            Γ.   4,5                      Δ. 9 

Aπάντηση: 

Για την ελαστική κρούση των σωμάτων με μάζες m1 και m3 θα έχουμε από τους γνωστούς τύπους 
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Tα ελατήρια θα αποκτήσουν τη μέγιστη παραμόρφωσή τους όταν τα σώματα θα αποκτήσουν την ίδια 

κατά μέτρο και φορά ταχύτητα. Με την βοήθεια της ΑΔΟ για κάθε επιμέρους σύστημα θα έχουμε 

m2u1-m2u1΄=(m1+m2)uσυσ1  άρα μετά την αντικατάσταση uσυσ1=3,5m/s 

m3u3΄-m4u3=(m3+m4)uσυσ2  άρα µετά την αντικατάσταση uσυσ2=0,5m/s 

Με την βοήθεια του Α∆Ε για κάθε επιµέρους σύστηµα θα έχουµε 

½ m2u1
2+ ½ m1u1΄

2 = ½ (m1+m2)uσυσ1
2 + Uελmax1  άρα µετά από πράξεις Uελαmax1=121,5J 

½ m3u3΄
2+ ½ m4u3

2 = ½ (m3+m4)uσυσ2
2 + Uελmax2  άρα µετά από πράξεις Uελαmax2=13,5J 

Αρα ο λόγος είναι Umax1/Umax2=9   άρα σωστή απάντηση το ∆. 



Στάσιµα κύµατα και Doppler. 

∆ύο  ελαστικές ίδιες χορδές από το ίδιο υλικό στερεώνονται στο ένα τους άκρο από ακλόνητο σηµείο έτσι 

ώστε να είναι οριζόντιες και να απέχουν µεταξύ τους κατακόρυφη απόσταση D=5 cm. Πάνω στις χορδές 

έχει σχηµατιστεί στάσιµο κύµα και στο  ελεύθερο άκρο των δύο χορδών  έχει σχηµατιστεί κοιλία. Όσα τα 

σηµεία της κάθε χορδής  ταλαντώνονται, ταλαντώνονται  µε την ίδια συχνότητα και µε το ίδιο µέγιστο 

πλάτος  και στις  χορδές.Tην χρονική στιγµή t=0 το ελεύθερο άκρο της  πάνω χορδής βρίσκεται στην θέση 

ψ=0 και έχει θετική ταχύτητα ενώ της κάτω χορδής βρίσκεται στη θέση ψ=0 αλλά έχει αρνητική 

ταχύτητα. 

Toποθετούµε στο ελεύθερο άκρο της κάτω χορδής µία σηµειακή  αβαρή πηγή που εκπέµπει ήχο 

συχνότητας Fs ενώ στο πάνω ελεύθερο άκρο τοποθετούµε έναν αβαρή ανιχνευτή ήχων. Παρατηρούµε ότι 

ο ανιχνευτής ανιχνεύει περιοδικά µέγιστη αλλά και  ελάχιστη συχνότητα και για το γινόµενο αυτών των 

συχνοτήτων να ισχύει Fmax·Fmin=250000 Hz2 ενώ ο λόγος τους είναι Fmax/Fmin=1,201. Για την 

κατακόρυφη απόσταση του ανιχνευτή από την πηγή ισχύει η σχέση 1cm≤d . Aν ο  ανιχνευτής και η πηγή 

των ηχητικών κυµάτων  µετακινηθούν προς τα δεξιά και πάνω στις χορδές παρατηρούµε ότι για πρώτη 

φορά ο ανιχνευτής ανιχνεύει διαρκώς την τιµή Fs όταν διανύσουν  ταυτόχρονα οριζόντια απόσταση 5cm. 

Αν πάνω στην κάθε χορδή υπάρχουν 10 ακίνητα σηµεία να βρεθούν: 

Α) Το µήκος της κάθε χορδής 

Β) H συχνότητα Fs της πηγής 

Γ) Οι εξισώσεις των δύο στάσιµων κυµάτων που δηµιουργήθηκαν στις χορδές. 

∆ίνεται η uηχ=340m/s και (1,201)1/2=1,01 

Απάντηση: 

Α)Για να ανιχνεύει ο ανιχνευτής την συχνότητα της πηγής θα πρέπει η σχετική απόσταση πηγής 

παρατηρητή να είναι σταθερή. Αυτό µπορεί να συµβεί ή όταν και οι δύο κινούνται προς την ίδια 

κατεύθυνση µε το ίδιο µέτρο ταχύτητας ή όταν και οι δύο είναι ακίνητοι. Στις χορδές µας όµως όλα τα 

σηµεία και µέχρι τον πρώτο τους δεσµό κινούνται συνεχώς αντίθετα άρα δεν µπορεί η σχετική τους 

απόσταση να είναι σταθερή. Έτσι το πρώτο σηµείο που θα ανιχνευτεί συχνότητα ίση µε την Fs είναι ο 

και ο πρώτος δεσµός του στάσιµου κύµατος. Ετσι  λ/4=5cm  άρα λ=20cm. Eπειδή η  κάθε χορδή µας 



έχει 10 ακίνητα σηµεία άρα 10 δεσµούς µε την βοήθεια της εξίσωσης που δίνει τους δεσµούς θα έχουµε 

xδεσµών=(2κ+1)λ/4 και για τιµή κ=9 ( ο δέκατος δεσµός ) θα βρούµε L=95cm. 

B)Aπό την εξίσωση για το φαινόµενο Doppler  θα έχουµε
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 H πηγή και ο παρατηρητής βρίσκονται πάνω σε κοιλία του στάσιµου κύµατος και αποκτούν ταυτόχρονα 

την µέγιστη και την ελάχιστη τους ταχύτητα. Η µέγιστη συχνότητα που θα καταγράφει ο ανιχνευτής θα 

είναι όταν και δύο βρίσκονται στην ΘΙΤ και θα πλησιάζουν µεταξύ τους ενώ η ελάχιστη συχνότητα θα 

είναι όταν θα βρίσκονται στην ΘΙΤ και θα αποµακρύνονται µεταξύ τους. Με βάσει τα παραπάνω θα 
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Aν πολλαπλασιάσουµε τις εξισώσεις (1) & (2) και µε την βοήθεια των δεδοµένων θα καταλήξουµε 

Fs2=250000 άρα η συχνότητα Fs=500Hz. 

Γ)Η ελάχιστη κατακόρυφη απόσταση της πηγής και του ανιχνευτή θα συµβεί όταν το ένα θα βρίσκεται 

στην θέση -2Α ενώ το άλλο θα βρίσκεται στην θέση +2Α. Αρα η dmin=D-4A άρα το Α=1cm. 

Aν διαιρέσουµε τις εξισώσεις (1) &(2) θα έχουµεQ 
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µετά τις πράξεις ω=340/4,02=84,58r/s. 

Eτσι οι εξισώσεις για τα στάσιµα κύµατα θα έχουν µορφή 

ψ1=0,02συν 







2,0

2 xπ
·ηµ84,58t  (SI) για την πάνω χορδή

Και 

ψ2=0,02συν 







2,0

2 xπ
·ηµ(84,58t+π) (SI)  για την κάτω χορδή



Δύο δίσκοι που πήραν ανάποδες στροφές και 

επανήλθαν μετά την επιστράτευση. 

∆ύο οµογενείς δίσκου µάζας M1=2kg και Μ2=1kg έχουν ίδια ακτίνα R=0,2m και έχουν περασµένο σε ένα 

λεπτό αυλάκι αβαρές  µη εκτατό  νήµα που µπορεί να ξετυλίγεται χωρίς τριβές. Οι δίσκοι είναι σε επαφή και 

το νήµα είναι οριζόντιο στην πάνω µεριά των δίσκων όπως στο παρακάτω σχήµα 

Την χρονική στιγµή t=0 ασκώ στο κέντρο του κάθε δίσκου σταθερή δύναµη F1=10N  και F2=3,5N 

αντίστοιχα έτσι ώστε το ανώτερο σηµείο του κάθε δίσκου να είναι συνεχώς ακίνητο και το νήµα να 

ξετυλίγεται. Αν ο συντελεστής τριβής ολίσθησης ανάµεσα στο κάθε δίσκο και στο έδαφος είναι µ=0,1 να 

βρεθούν: 

A)Το µέτρο της επιτάχυνσης του   κέντρου µάζας του κάθε δίσκου

Β)Το ποσοστό του έργο των δύο δυνάµεων που έχει µετατραπεί σε θερµότητα λόγω τριβής µετά από χρόνο 

t=1s για όλο το σύστηµα 

Αν την χρονική στιγµή t=1s νήµα κοπεί   και καταργηθούν ταυτόχρονα οι δυνάµεις F1 και F2 να βρεθούν: 

Γ)Ποια χρονική στιγµή µετά το κόψιµο του νήµατος  θα πάψει η τριβή  προσφέρει ενέργεια στο 

περιβάλλον 

∆)Ποιες οι τελικές ταχύτητες των κέντρων µάζας του κάθε δίσκου. 

Icm=0,5MR2. 

AΠΑΝΤΗΣΗ 

Α)Επειδή το ανώτερο σηµείο του κάθε κάθε δίσκου παραµένει ακίνητο το χαµηλότερο σηµείο του κάθε 

δίσκου έχει ταχύτητα διπλάσια του κέντρου µάζας και µε φορά προς την φορά κίνησης του κάθε 

δίσκου. Ετσι σε κάθε δίσκο θα ασκείται τριβή ολίσθησης µε φορά αντίθετη της ταχύτητας του 

χαµηλότερου σηµείου του δίσκου. Από τους νόµους του Νεύτωνα για την µεταφορική και 

περιστροφική κίνηση θα έχουµε και µε βάση το σχήµα  

F1-T-µΜ1g=M1a1 (1) 

F2-T-µΜ2g=M2a2 (2) 



TR-T1R= ½ M1R
2
αγων1   ή  Τ-µΜ1g= ½ M1a1  (3) 

TR-T2R= ½ M2R
2
αγων2   ή  Τ-µΜ2g= ½ M2a2  (4) 

Mετά την επίλυση των εξισώσεων (1) και (3) θα βρούµε a1=2m/s2 

Mετά την επίλυση των εξισώσεων (2) και (4) θα βρούµε a2=1m/s2 

B)Η κίνηση του κέντρου µάζας είναι επιταχυνόµενη µε το διάστηµα του κέντρου µάζας του κάθε δίσκου

S= ½ acmt2   και για τον κάθε δίσκο θα είναι  S1=1m  & S2=0,5m  

Το έργο της κάθε δύναµης θα δίνεται από τη σχέση W1=F1S1=10J  & W2=F2S2=1,75J 

Η θερµότητα είναι το έργο της τριβής για κάθε δίσκο και θα δίνεται από τη σχέση 

Q1=T1s1 +T1Rθ=2Τ1S1=4J & Q2=T2S2 +T2Rθ=2Τ2S2=1J 

Eτσι το ποσοστό του έργο των δυνάµεων που έγινε θερµότητα είναι: 

Π=Qολ.100%/Woλ=42,55% 

Γ)Μετά το κόψιµο του νήµατος το η τριβή ολίσθησης θα επιβραδύνει την στροφική κίνηση αλλά και την 

µεταφορική  και θα πάψει να προσφέρει ενέργεια  στο περιβάλλον την στιγµή που θα αρχίσει η καθαρή 

κύλιση δηλαδή όταν το χαµηλότερο σηµείο του κάθε δίσκου αποκτήσει µηδενική ταχύτητα. Από τους 

νόµους και πάλι του Νεύτωνα για την κάθε κίνηση ξεχωριστά θα έχουµε 

µΜ1g=M1α1  άρα α1=1m/s2   & µΜ1gR=1/2M1R
2
αγων1 άρα αγων1=10r/s2 

µΜ2g=M2α2  άρα α2=1m/s2   & µΜ2gR=1/2M2R
2
αγων2 άρα αγων2=10r/s2 

H ταχύτητα του κέντρου µάζας του καθενός δίσκου την στιγµή που κόβεται το νήµα ήταν 

ucm1=a1t=2m/s   & ucm2=a2t=1m/s   και τα µέτρα της γωνιακής ταχύτητας του καθενός δίσκου ήταν 

ω1=ucm1/R=10r/s  & ω2=ucm2/R=5r/s 

Ετσι  ucm1-α1t1=(-ω1 +αγων1t1)R και µετά από πράξεις θα βρούµε t1=4/3s για τον πρώτο δίσκο ενώ για 

τον δεύτερο δίσκο θα έχουµε 

υcm2-α2t2=(-ω2 +αγων2t2)R και µετά από πράξεις θα βρούµε t2=2/3s 

∆)Οι τελικές ταχύτητες των κέντρων µάζας θα είναι µόλις αποκτήσουν την καθαρή κύλιση µιας και µετά 

από εκεί  οι δίσκοι θα εκτελούν οµαλή στροφική και µεταφορική κίνηση 

υτελ1= ucm1-α1t1=2-1·4/3=2/3 m/s  &  υτελ2= ucm2-α2t2=1-1·2/3=1/3 m/s. 



Τρύπα και κύλιση 

Οµογενής σιδερένιος δίσκος  έχει µάζα Μ=4kg και ακτίνα R=0,4m. Ο Μπάρπα-Γιάννης ο σιδεράς θέλει να 

αφαιρέσει από τον δίσκο ένα άλλον οµόκεντρο δίσκο ακτίνας R/2  έτσι ώστε αν εφαρµόσει  οριζόντια 

σταθερή δύναµη F=39N στο ανώτερο   σηµείου του κοίλου δίσκου  ώστε αυτός να κυλίεται  χωρίς να 

ολισθαίνει πάνω σε οριζόντιο επίπεδο µε συντελεστή τριβής  oλίσθησης µ>0,3.  

Nα βρεθούν: 

A) H ροπή αδράνειας του κοίλου δίσκου

Β) Η επιτάχυνση του κέντρου µάζας του κοίλου δίσκου. 

Γ) Σε ποια απόσταση από το κέντρο και πάνω στην κατακόρυφη διάµετρο   του κοίλου δίσκου µπορεί να 

εφαρµοσθεί οποιαδήποτε οριζόντια σταθερή δύναµη έτσι ώστε ο κοίλος δίσκος να κυλίεται χωρίς να 

ολισθαίνει είτε σε λείο οριζόντιο επίπεδο είτε σε τραχύ οριζόντιο επίπεδο 

Ιcm=0,5MR2 

Απάντηση: 

Α) Αν  I1 είναι η ροπή αδράνειας του κοίλου δίσκου  µπορεί να βρεθεί αν από την αρχική ροπή αδράνειας 

του συµπαγούς δίσκου αφαιρέσουµε την ροπή αδράνειας του δίσκου  που αφαιρέθηκε από το συµπαγή 

δίσκο. 

Ι1=0,5ΜR2 -0,5M΄ R1
2 (1) 

όπου Μ΄η µάζα που αφαιρέθηκε. Επειδή η πυκνότητα του δίσκου είναι σταθερή µιας και ο δίσκος είναι 

οµογενής µπορούµε να βρούµε την µάζα Μ΄από την σχέση µε την πυκνότητα  Μ/V=M΄ /V΄  ή Μ/dπR2 

=M΄/dπR1
2 όπου d το πάχος του δίσκου άρα Μ΄=ΜR1

2/R2 =1Κg και µε αντικατάσταση στην (1) θα 

βρούµε Ι1=0,3kgm2. 

Β)Με τη βοήθεια των νόµων του Νεύτωνα για την στροφική και µεταφορική  κίνηση 

θα έχουµε: 

F+T=M∆a (2) 

FR-TR=I1αγων (3) 

  a=αγωνR  (3) και µετά από πράξεις θα βρούµε a=16m/s2 

Γ)Για να µπορεί ο κοίλος δίσκος να κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει και σε λείο και σε τραχύ επίπεδο θα 

πρέπει να µην ασκείται τριβή. Με βάσει τους νόµους τις κίνησης θα έχουµε: 

F=M∆a  (4)   Fx=I1a/R (5)  

oπότε µε διαίρεση κατά µέλη θα έχουµε 1/x=M∆R/I1 και µετά από πράξεις x=0,25m. 



60  ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΣΩΣΤΟΥ-ΛΑΘΟΥΣ ΟΛΕΣ ΣΩΣΤΕΣ 

1)Το b είναι μία σταθερά που ονομάζεται σταθερά απόσβεσης και εξαρτάται από τις ιδιότητες του μέσου

καθώς και από το σχήμα και το μέγεθος του αντικειμένου που κινείται. 

2)Ο χρόνος ανάμεσα σε δύο διαδοχικούς μηδενισμούς (ή δύο διαδοχικές μεγιστοποιήσεις) του πλάτους

στη σύνθεση δύο ταλαντώσεων με παραπλήσιες συχνότητες,  ονομάζεται περίοδος των 

διακροτημάτων 

3)Ιδιοσυχνότητα ενός συστήματος είναι η συχνότητα με την οποία ταλαντώνεται ελεύθερα ένα σύστημα.

4)Το κύκλωμα επιλογής σταθμών στο ραδιόφωνο είναι ένα κύκλωμα LC,που εξαναγκάζεται σε ηλεκτρική

ταλάντωση από την κεραία. 

5)Όταν ταλαντώνεται το έδαφος (σεισμός) το κτίριο εκτελεί εξαναγκασμένη ταλάντωση.

6)Τα εγκάρσια κύματα διαδίδονται στα στερεά καθώς  και στην επιφάνεια του νερού που μπορούν να

θεωρηθούν κατά προσέγγιση εγκάρσια 

7)Τα διαμήκη διαδίδονται στα στερεά, στα υγρά και στα αέρια

8)Περίοδος  του κύματος είναι το χρονικό διάστημα στο οποίο η κυματική εικόνα επαναλαμβάνεται

9)Οποιαδήποτε κυματική διαταραχή, όσο περίπλοκη και να είναι, μπορεί να θεωρηθεί ότι προέρχεται

από το άθροισμα ενός αριθμού αρμονικών κυμάτων. 

10)Όταν σε ένα ελαστικό μέσο διαδίδονται δύο ή περισσότερα κύματα η απομάκρυνση ενός σημείου του 

μέσου είναι ίση με τη συνισταμένη των απομακρύνσεων που οφείλονται στα επί μέρους κύματα 

(αρχή επαλληλίας) 

11)Η ταυτόχρονη διάδοση δύο ή περισσοτέρων κυμάτων στην ίδια περιοχή ενός ελαστικού μέσου

ονομάζεται συμβολή

12)Η αρχή της επαλληλίας παραβιάζεται μόνο όταν τα κύματα είναι τόσο ισχυρά ώστε να μεταβάλλουν

τις ιδιότητες του μέσου στο οποίο διαδίδονται

13)Δύο πηγές που δημιουργούν ταυτόχρονα μέγιστα και ελάχιστα λέμε ότι βρίσκονται σε  φάση και 

ονομάζονται σύγχρονες 

14)Στάσιμο κύμα ονομάζεται το αποτέλεσμα της συμβολής δύο κυμάτων της ίδιας συχνότητας και του

ίδιου πλάτους που διαδίδονται στο ίδιο μέσο με αντίθετες κατευθύνσεις.

15)Ηλεκτρομαγνητικό κύμα είναι η ταυτόχρονη διάδοση ενός ηλεκτρικού και ενός μαγνητικού πεδίου. Τα

ηλεκτρομαγνητικά κύματα διαδίδονται στο κενό με την ταχύτητα του φωτός. Σε όλα τα  υλικά τα Η/Μ

κύματα διαδίδονται με μικρότερη ταχύτητα

16)Τα ηλεκτρομαγνητικά κύματα-όπως και τα μηχανικά-υπακούουν στην αρχή της επαλληλίας. 

17)Η αιτία δημιουργίας του ηλεκτρομαγνητικού κύματος είναι η επιταχυνόμενη κίνηση των ηλεκτρικών

φορτίων



18)Κοντά στην κεραία το ηλεκτρικό και το μαγνητικό πεδίο έχουν διαφορά φάσης 90
ο
 . Μακριά από την 

κεραία τα δύο πεδία είναι σε φάση. 

19)Τα ραδιοκύματα δημιουργούνται από ηλεκτρονικά κυκλώματα, όπως τα κυκλώματα L-C. 

20)Μικροκύματα παράγονται από ηλεκτρονικά κυκλώματα και  τα χρησιμοποιούν  τα ραντάρ 

21)Τα υπέρυθρα κύματα εκπέμπονται από τα θερμά σώματα και απορροφώνται εύκολα από τα 

περισσότερα υλικά. Όταν η υπέρυθρη ακτινοβολία απορροφάται από ένα σώμα αυξάνει το πλάτος 

της ταλάντωσης των σωματιδίων από τα οποία αποτελείται, αυξάνοντας έτσι την θερμοκρασία του. 

22)Μία ακτινοβολία που περιέχει μήκη κύματος σε μία πολύ μικρή περιοχή χαρακτηρίζεται 

μονοχρωματική. 

23)Το απόλυτα μονοχρωματικό φως αποτελεί μία εξιδανίκευση. Τα λέιζερ παράγουν φως που πλησιάζει 

πολύ στο απόλυτα μονοχρωματικό. 

24)Οι υπεριώδεις ακτίνες είναι υπεύθυνες για το «μαύρισμα» το καλοκαίρι και το μεγαλύτερο του μέρος 

απορροφάται από τα άτομα της ανώτερης ατμόσφαιρας που λέγεται στρατόσφαιρα 

25)Η πιο κοινή αιτία παραγωγής ακτίνων Χ είναι η επιβράδυνση ηλεκτρονίων που προσκρούουν με

μεγάλη ταχύτητα σε ένα μεταλλικό στόχο.

26)Η ακτινοβολία γ εκπέμπεται από ορισμένους ραδιενεργούς  πυρήνες καθώς και σε αντιδράσεις

πυρήνων και στοιχειωδών σωματιδίων ή ακόμη και κατά τη διάσπαση στοιχειωδών σωματιδίων.

Είναι πολύ διεισδυτικές  και βλάπτουν όπως και οι ακτίνες Χ και οι υπεριώδεις  τους οργανισμούς που

τις απορροφούν.

27)Όταν οι ακτίνες μιας φωτεινής παράλληλης δέσμης που προσπίπτουν  πάνω σε λεία και στιλπνή 

επιφάνεια (κάτοπτρο) και οι ανακλώμενες ακτίνες εξακολουθούν να είναι παράλληλες μεταξύ τους 

τότε μιλάμε για κατοπτρική ανάκλαση. 

28)Αν μία  παράλληλη δέσμη μονοχρωματικού φωτός  προσπέσει σε επιφάνεια που έχει  ανωμαλίες τότε

οι ανακλώμενες ακτίνες έχουν διάφορες διευθύνσεις. Η ανάκλαση αυτή ονομάζεται διάχυση.

29)Ο λόγος της ταχύτητας του φωτός στο κενό προς την ταχύτητα του φωτός στο υλικό ονομάζεται 

δείκτης διάθλασης του υλικού. 

30)Εξαιτίας της διάθλασης ένα αντικείμενο μέσα στο νερό φαίνεται να βρίσκεται πιο κοντά στην 

επιφάνεια από όσο είναι στην πραγματικότητα. 

31)Οι μεταλλικές επιφάνειες παίζουν για τα ραδιοκύματα το ρόλο που παίζουν οι καθρέπτες για το φως. 

32)Στις κεραίες λήψης το κάτοπτρο ανακλά  τα ΗΜ κύματα που πέφτουν πάνω του και τα εστιάζει στην

κεραία, με αποτέλεσμα το σήμα στην κεραία να είναι πιο ισχυρό.

33)Παραβολικές είναι οι κεραίες των ραδιοτηλεοσκοπίων

34)Η μικρή κρίσιμη γωνία είναι ο λόγος που λαμποκοπά ένα κατεργασμένο διαμάντι στο φως

35)Τα περισκόπια των υποβρυχίων περιέχουν πρίσματα ολικής ανάκλασης 



36)Στην μεταφορική κίνηση κάθε στιγμή όλα τα σημεία του σώματος έχουν την ίδια ταχύτητα

37)Ο τροχός του λούνα πάρκ κάνει στροφική κίνηση ενώ ο θαλαμίσκος κάνει μεταφορική κίνηση 

38)Στην στροφική κίνηση το σώμα αλλάζει προσανατολισμό

40)Όταν ένα σώμα μετακινείται στο χώρο και ταυτόχρονα αλλάζει ο προσανατολισμός του λέμε ότι κάνει 

σύνθετη κίνηση  η οποία μπορεί να μελετηθεί ως επαλληλία μιας μεταφορικής και μιας στροφικής 

κίνησης. 

41)Κέντρο μάζας (cm) ενός στερεού σώματος ονομάζεται  το σημείο που κινείται όπως ένα υλικό σημείο 

με μάζα ίση με τη μάζα του σώματος, αν σε αυτό ασκούνταν όλες οι δυνάμεις που ασκούνται στο 

σώμα. 

42)Η ροπή ζεύγους δυνάμεων είναι ίδια ως προς οποιοδήποτε σημείο του επιπέδου τους

43)Ο θεμελιώδης νόμος της στροφικής κίνησης  (Στ=Ιαγων) ισχύει και στις περιπτώσεις όπου ο άξονας 

περιστροφής μετατοπίζεται αρκεί ο άξονας αυτός να διέρχεται από το κέντρο μάζας του σώματος να 

είναι άξονας συμμετρίας και να μην αλλάζει κατεύθυνση κατά την διάρκεια της κίνησης 

44)Την στροφορμή που σχετίζεται με την περιστροφική κίνηση ενός σώματος γύρω από τον άξονά που 

περνάει από το κέντρο μάζας του συχνά την ονομάζουμε σπιν. 

45)Τα αστέρια στο τελευταίο στάδιο της ζωής τους συρρικνώνονται  λόγω της βαρύτητας μέχρι ότου οι 

πυρήνες των ατόμων να αρχίσουν να εφάπτονται. Η συρρίκνωση οφείλεται σε εσωτερικές δυνάμεις 

οπότε η στροφορμή των αστεριών αυτών διατηρείται και επειδή η ροπή αδράνειας  μειώνεται  

έχουμε αύξηση της ταχύτητας περιστροφής. 

46)Το φαινόμενο κρούσης στο οποίο τα «συγκρουόμενα» σωματίδια, αλληλεπιδρούν με σχετικά μεγάλες 

δυνάμεις και για πολύ μικρό χρόνο ονομάζεται σκέδαση στην σύγχρονη φυσική. 

50)Κεντρική ή μετωπική ονομάζεται η κρούση κατά την οποία τα διανύσματα των ταχυτήτων των 

κέντρων μάζας των σωμάτων που συγκρούονται βρίσκονται πάνω στην ίδια ευθεία. 

51)Εκκεντρη ονομάζεται μία κρούση στην οποία οι ταχύτητες των κέντρων μάζας των σωμάτων που 

συγκρούονται είναι παράλληλες. 

52)Πλάγια ονομάζεται μία κρούση αν οι ταχύτητες των σωμάτων βρίσκονται σε τυχαίες διευθύνσεις.

53)Ανελαστική, ονομάζεται η κρούση στην οποία ένας μέρος της αρχικής κινητικής ενέργειας των

σωμάτων μετατρέπεται σε θερμότητα.

54)Όταν η σχετική απόσταση πηγής –παρατηρητή ελαττώνεται ο παρατηρητής ακούει ήχο μεγαλύτερης 

συχνότητας (οξύτερο) από αυτή που παράγει η πηγή. 

55) Όταν η σχετική απόσταση πηγής –παρατηρητή αυξάνει ο παρατηρητής ακούει ήχο μικρότερης

συχνότητας (βαρύτερο) από αυτή που παράγει η πηγή

56)Το φαινόμενο Doppler ισχύει για κάθε μορφής κύμανση ακόμη και για τα Η/Μ κύματα όπως είναι το 

φως. 



57)Η σχέση που περιγράφει το φαινόμενο Doppler για το φως είναι διαφορετική από αυτήν που

καταλήξαμε για το ήχο και αυτό οφείλεται στο ότι το φως δεν χρειάζεται μέσον για να διαδοθεί

καθώς και ότι η ταχύτητα διάδοσής του είναι ίδια για όλα τα συστήματα αναφοράς.

58)Η αστυνομία με τη βοήθεια του φαινομένου Doppler  μπορεί να υπολογίσει την ταχύτητα των

οχημάτων.

59)Με την διαφοροποίηση των μηκών κύματος που εκπέμπουν τα άτομα στα αστέρια σε σχέση με τα 

μήκη κύματος που εκπέμπουν τα  ίδια άτομα πάνω στη γη μπορούμε να βγάλουμε συμπεράσματα 

για το  αν ένα αστέρι πλησιάζει ή απομακρύνεται από τη γη. 

60)Το φαινόμενο Doppler το αξιοποιούν για την μέτρηση της ταχύτητας των αυτοκινήτων ή των 

αεροπλάνων με το ραντάρ, οι αστρονόμοι για να παρακολουθούν την κίνηση πολύ μακρινών 

ουράνιων σωμάτων αλλά και οι γιατροί για να παρακολουθούν την ροή του αίματος. 



Στροφική Ταλάντωση, αλλά και Ισορροπία. 

Οµογενής ράβδος  ΑΓ  έχει µάζα Μ1=3kg και µήκος  L=3m µπορεί να ισορροπεί οριζόντια µε την 

βοήθεια άρθρωσης στο σηµείο Α και µε λείο κατακόρυφο  υποστήριγµα στο σηµείο Γ. Πάνω στη ράβδο 

ισορροπεί δίσκος µάζας Μ2=1kg και ακτίνας R=0,2m.Στο κέντρο µάζας του δίσκου έχουµε περάσει το 

άκρο ενός ιδανικού ελατηρίου φυσικού µήκους Lo=1,5m και σταθεράς Κ=150Ν/m έτσι ώστε ο δίσκος να 

µπορεί να περιστρέφεται χωρίς τριβές ενώ το άλλο άκρο του ελατηρίου βρίσκεται ακλόνητα στερεωµένο 

στο ίδιο κατακόρυφο επίπεδο µε το σηµείο Α της ράβδου όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα 

Αποµακρύνουµε το κέντρο µάζας του δίσκου κατά x1=0,3m και την χρονική στιγµή t=0 αφήνουµε το 

σύστηµα ελεύθερο οπότε ο δίσκος κυλίεται συνεχώς χωρίς να ολισθαίνει πάνω στην ράβδο. Να βρεθούν: 

A) Τα µέτρα των δυνάµεων που ασκούνται στα σηµεία Α και Γ πριν αποµακρυνθεί ο δίσκος.

Β) Η εξίσωση της δυναµικής ενέργειας του ελατηρίου σαν συνάρτηση του χρόνου καθώς και η εξίσωση 

της δυναµικής ενέργειας της ταλάντωσης σαν συνάρτηση του χρόνου. 

Γ) Να βρεθεί η εξίσωση του µέτρου της δύναµης που ασκείται στην άρθρωση σε συνάρτηση του χρόνου 

µετά την χρονική στιγµή 0. 

Για τον δίσκο Ιcm=0,5MR2. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Α)Για την ισορροπία στον κατακόρυφο άξονα θα έχουµε ΝΑ+ΝΓ=(Μ1+Μ2)g (1) και µε την βοήθεια της 

συνθήκης ισορροπίας Στ(Α)=0  ή  ΝΓL-(M 1+M2)gL/2=0 θα βρούµε ΝΓ=20Ν και µε την βοήθεια της 

σχέσης (1) θα βρούµε ΝΑ=20Ν. 

Β)Θα πρέπει να βρούµε τι είδους κίνηση θα εκτελέσει  το κέντρο µάζας τους δίσκου 

Για µία τυχαία θετική αποµάκρυνση του δίσκου θα έχουµε: 

ΣF=Tστ-Κx  (1) 

Με την βοήθεια των νόµων του Νεύτωνα για την στροφική και την µεταφορική κίνηση του δίσκου θα 

έχουµε: 



Κx-Tστ=Μ2acm (2)  TστR=0,5M2R
2
αγων (3) 

Από τις σχέσεις (2) και (3) θα βρούµε Τστ=Κx/3 (4) και µε αντικατάσταση στην (1) θα βρούµε: 

ΣF=-2Kx/3=-100x 

άρα το κέντρο µάζας του δίσκου θα εκτελεί γ.α.τ. µε  D=100N/m. 

Tην χρονική στιγµή t=0 το κέντρο µάζας του δίσκου δεν έχει ταχύτητα άρα θα βρίσκεται στην ακραία 

θέση της ταλάντωσής του δηλαδή στην θέση x=+A=0,3m. Aρα η εξίσωση αποµάκρυνσης του κέντρου 

µάζας του δίσκου θα είναι: 

x=0,3ηµ(10t+π/2) (S.I.) 

H δυναµική ενέργεια του ελατηρίου θα δίνεται από την σχέση 

Uελ= ½  Κx2=6,75ηµ2(10t+π/2) (S.I.) 

µιας και το x της ταλάντωσης ταυτίζεται µε το x του ελατηρίου. 

H δυναµική ενέργεια της ταλάντωσης  θα δίνεται από την σχέση 

Uταλ= ½ Dx2=4,5ηµ2(10t+π/2) (S.I.) 

Γ)Για την ισορροπία της ράβδου και µετά την χρονική στιγµή t=0 θα έχουµε 

Στον οριζόντιο άξονα xx΄θα υπάρχει η αντίδραση της στατικής τριβής που θα έχει φυσικά µέτρο 

Τστ΄=Κx/3=50x (S.I.) και για να ισορροπεί η ράβδος θα πρέπει στην άρθρωση να ασκείται η Faxx΄=-

Tστ΄   ή το µέτρο της να δίνεται από την σχέση µε το χρόνο  

Faxx́ =Ι15ηµ(10t+π/2)Ι  (S.I.) 

Tην ίδια στιγµή και µε την βοήθεια της σχέσης Στ(Γ)=0  θα έχουµε 

-Faψψ΄L +M1gL/2 +M2g(L/2 –x)=0 

 θα βρούµε  Faψψ΄=20-10x/3 και µε αντικατάσταση του x θα βρούµε Faψψ’ =20-ηµ(10t+π/2)  (S.I.) 

Eτσι το  συνολικό µέτρο της  δύναµης  στην άρθρωση θα βρεθεί µε την βοήθεια του Π.Θ. και θα έχει 

µορφή 
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Θέµα Γ (ΠΑΡΑΛΛΑΓΗ χωρίς προβλήματα στα νούμερα) 

Σώµα Σ1 µε µάζα m1 κινείται σε οριζόντιο επίπεδο ολισθαίνοντας προς άλλο σώµα Σ2 µε µάζα m2 = 2 m1, το 

οποίο αρχικά είναι ακίνητο. Έστω υ0 η ταχύτητα που έχει το σώµα Σ1 τη στιγµή t0 = 0 και ενώ βρίσκεται σε 

απόσταση d = 1,6 m από το σώµα Σ2. Αρχικά, θεωρούµε ότι το σώµα Σ2 είναι ακίνητο πάνω στο επίπεδο 

δεµένο στο ένα άκρο οριζόντιου ιδανικού ελατηρίου µε αµελητέα µάζα και σταθερά ελατηρίου k, και το 

οποίο έχει το φυσικό του µήκος ℓ0. Το δεύτερο άκρο του ελατηρίου είναι στερεωµένο σε ακλόνητο τοίχο, 

όπως φαίνεται στο σχήµα: 

Αµέσως µετά τη κρούση, που είναι κεντρική και ελαστική, το σώµα Σ1 αποκτά ταχύτητα µε µέτρο  

υ1΄ = 1 m/s και φορά αντίθετη της αρχικής ταχύτητας. 

∆ίνεται ότι ο συντελεστής τριβής ολίσθησης των δύο σωµάτων µε το οριζόντιο επίπεδο είναι µ = 0,5 και ότι 

η επιτάχυνση της βαρύτητας είναι g = 10 m/s2. 

C1. Να υπολογίσετε την αρχική ταχύτητα υ0 του σώµατος Σ1. 

Μονάδες 6 
C2.  Να υπολογίσετε το ποσοστό της κινητικής ενέργειας που µεταφέρθηκε από το σώµα Σ1 στο σώµα Σ2 

κατά την κρούση. 

Μονάδες 6 

C3. Να υπολογίσετε το συνολικό χρόνο κίνησης του σώµατος Σ1 από την αρχική χρονική στιγµή t0 µέχρι να 

ακινητοποιηθεί τελικά. 

Μονάδες 6 

C4.  Να υπολογίσετε τη µέγιστη συσπείρωση του ελατηρίου, αν δίνεται ότι m2=1kg και k = 300 N/m. 

Μονάδες 7 

Θεωρήστε ότι η χρονική διάρκεια της κρούσης είναι αµελητέα και ότι τα δύο σώµατα συγκρούονται µόνο 

µία φορά. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ

C1.Με τη βοήθεια των τύπων τις ελαστικής κρούσης θα βρούµε 

υ1΄=(m1-m2)u1/(m1+m2)  και µε αντικατάσταση θα έχουµε u1=3m/s 



Mε την βοήθεια της Α∆Ε από την αρχική στην θέση της κρούσης για το σώµα µάζας m1 θα έχουµε: 

½ m1uo2= ½ m1u1
2 + µm1gd  θα βρούµε uo=5m/s 

C2.H αρχική κινητική ενέργεια του σώµατος m1 πριν την κρούση  µε το σώµα m2 είναι Κ1=1/2m1u1
2 ενώ η 

κινητική ενέργεια που µεταφέρθηκε στο  δεύτερο σώµα ήταν Κ2΄= ½ m2u2΄
2 όπου u2΄η ταχύτητα του 

δεύτερου σώµατος µετά την κρούση θα βρεθεί από τον γνωστό τύπο της θεωρίας για τις ελαστικές 

κρούσεις 

u2΄=2m1u1/(m1+m2) και µετά από πράξεις u2΄=2m/s 

Mε την βοήθεια  της απλής µέθόδου των τριών θα έχουµε 

χ=100· ½ m2u
2
΄/ ½ m1u1

2=800/9  % 

C3.Mε τη βοήθεια του νόµου του Νεύτωνα για την επιβραδυνόµενη κίνηση προς την κρούση µε το m2 θα 

έχουµε Τ=ma  άρα µmg=ma  άρα a=5m/s2. 

Eτσι για την πρώτη επιβραδυνόµενη κίνηση και µέχρι την κρούση των δύο σωµάτων θα έχουµε: 

  u=uo-at1 άρα t1=0,4s. 

Μετά την κρούση των δύο σωµάτων το πρώτο σώµα εκτελεί επιβραδυνόµενη κίνηση προς τα πίσω άρα 

και πάλι µε το νόµο της επιβραδυνόµενης κίνησης θα έχουµε 

0=u1΄ –at2 άρα t2=0,2s 

άρα ο συνολικός χρόνος για την κίνηση των πρώτου σώµατος θα είναι tολ=0,6s. 

C4.Mε την βοήθεια της Α∆Ε για την κίνηση του σώµατος m2 θα έχουµε 

½ m2u2΄
2= ½ Kxmax

2 +µmgxmax 

και καταλήγοντας στην δευτεροβάθµια εξίσωση: 

150xmax
2 + 5xmax -2=0 θα καταλήξουµε στο xmax=0,1m. 



Μήπως του χρόνου πρέπει να κάνουμε τέτοιες ασκήσεις;

Δίνεται συμπαγής, ομογενής κύλινδρος μάζας Μ και ακτίνας R. Αφήνουμε τον κύλινδρο να κυλίσει χωρίς 

ολίσθηση, υπό την επίδραση της βαρύτητας (με επιτάχυνση της βαρύτητας g), πάνω σε κεκλιμένο επίπεδο 

γωνίας φ, όπως φαίνεται στο σχήμα που ακολουθεί: 

C1. Να υπολογίσετε την επιτάχυνση του κέντρου μάζας του κυλίνδρου.

Ο άξονας του κυλίνδρου διατηρείται οριζόντιος. 

Μονάδες 3 

D2. Από το εσωτερικό αυτού του κυλίνδρου, που έχει ύψος h, αφαιρούμε πλήρως ένα ομοαξονικό μικρό

κύλινδρο ακτίνας r, όπου r < R, όπως απεικονίζεται στο παρακάτω σχήμα: 

Να αποδείξετε ότι η ροπή αδράνειας του κοίλου κυλίνδρου, ως προς τον άξονα του, που προκύπτει 

μετά την αφαίρεση του εσωτερικού κυλινδρικού τμήματος, είναι: 
 

= − 
 

4
2

4κοιλ

r
ΜR 1

R
1

I
2

Μονάδες 5 

Στη συνέχεια λιπαίνουμε το κυλινδρικό τμήμα που αφαιρέσαμε και το επανατοποθετούμε στη θέση του, 

ούτως ώστε να εφαρμόζει απόλυτα με τον κοίλο κύλινδρο χωρίς τριβές. Το νέο σύστημα που προκύπτει 

αφήνεται να κυλίσει χωρίς ολίσθηση, υπό την επίδραση της βαρύτητας (με επιτάχυνση της βαρύτητας g), 

στο ίδιο κεκλιμένο επίπεδο, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα: 



D.3 Να υπολογίσετε την επιτάχυνση του κέντρου μάζας του συστήματος.

Μονάδες 5 

D4. Όταν r =
R
2

, να υπολογίσετε, σε κάθε χρονική στιγμή της κύλισης στο κεκλιμένο επίπεδο, το λόγο

της μεταφορικής προς την περιστροφική κινητική ενέργεια του συστήματος. 

Μονάδες 5 

Ο άξονας του συστήματος διατηρείται πάντα οριζόντιος. 

-------------------------------------- 

O μικρός κύλινδρος του παραπάνω ερωτήματος D4 έχει μάζα m=1Kg και μήκους L=0,2m δένετε από 

κατακόρυφο ελατήριο σταθεράς Κ=100N/m από το άνω άκρο του έτσι ώστε να μπορεί να ταλαντώνεται 

κατακόρυφα έχοντας τον άξονα του επίσης κατακόρυφο όπως στο παρακάτω σχήμα 

Ανεβάζουμε το μικρό κύλινδρο έτσι ώστε το ελατήριο να αποκτήσει το φυσικό του μήκος. Τοποθετούμε 

ακριβώς από κάτω τον κοίλο κύλινδρο έτσι ώστε να είναι κατακόρυφος με τον κατακόρυφο άξονά του να 

είναι στην ίδια κατακόρυφο με το ελατήριο και το πάνω μέρος μόλις που να είναι σε επαφή με το κάτω 

μέρος του μικρού κυλίνδρου. Συγκρατούμε τον κοίλο κύλινδρο σε αυτή τη θέση και την χρονική στιγμή t=0 

αφήνουμε ελεύθερο την χρονική στιγμή t=0  τον μικρό κύλινδρο. Εκείνη την στιγμή ψεκάζουμε με ειδικό 

λιπαντικό-κόλλα (ανακάλυψης του εγγονού του Μπάρμπα Γιάννη του σιδερά)   τον μικρό κύλινδρο που 

όμως σε χρονικό διάστημα Δt=π/10 sec μετατρέπεται  ταυτόχρονα σε  ισχυρή κόλλα. Μόλις το λιπαντικό 

μετατραπεί σε κόλλα αφήνουμε τον κοίλο κύλινδρο ελεύθερο. 

D5.Να βρεθεί το σχήμα του τελικού ταλαντωτή. 

 (Μονάδες 2) 



D6.Nα βρεθεί τα τελικό πλάτος ταλάντωσης του τελικού ταλαντωτή. 

      (Μονάδες 5) 

Δίνονται: Η ροπή αδράνειας Ι συμπαγούς και ομογενούς κυλίνδρου μάζας Μ και ακτίνας R, ως προς τον 

άξονα γύρω από τον οποίο στρέφεται: = 2
ΜR

1
I

2
Ο όγκος V ενός συμπαγούς κυλίνδρου 

ακτίνας R και ύψους h:  V=πR
2
h 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Εντάξει… δεν είναι ανάγκη να λύσουμε ξανά τα 4 πρώτα ερωτήματα!!! Έχουν αναλυθεί δεόντως… 

D5.Από την ισορροπία του μικρού κυλίνδρου θα έχουμε mg=Kx1  άρα x1=0,1m 

H περίοδος του μικρού κυλίνδρου θα δοθεί από την σχέση 

k

m
T π2=  άρα Τ=π/5s 

Παρατηρώ ότι ο χρόνος μέχρι το λιπαντικό να μετατραπεί σε κόλλα είναι Τ/2. 

Αρχικά ο μικρός κύλινδρος βρισκόταν στην ανώτερη θέση της ταλάντωσής του και την στιγμή που 

κολλάει με τον κοίλο κύλινδρο βρίσκεται στο κατώτερο σημείο της ταλάντωσής του. 

Αρα έχει κατέβει κατά μήκος 2Α=0,2m.Το μήκος αυτό αντιστοιχεί με το μήκος των δύο κυλίνδρων 

του μικρού αλλά και του κοίλου. Ετσι το σχήμα του τελικού ταλαντωτή θα είναι ο αρχικός κύλινδρος 

πριν μετατραπεί σε κοίλο. 

D6. Mε την βοήθεια της πυκνότητας θα βρούμε την συνολική μάζα του τελικού ταλαντωτή 

M/V=m/V΄ και μετά τις πράξεις θα βρούμε Μ=4Κg 

Ο τελικός ταλαντωτής θα ισορροπεί σε θέση σε σχέση με το φυσικό μήκος Μg=Kx2  άρα x2=0,4m 

Tην στιγμή της συγκόλλησης των δύο κυλίνδρων το πάνω μέρος του συμπαγούς πλέον κυλίνδρου 

απέχει απόσταση x3=0,2m. H θέση όμως ισορροπίας έχει μετατοπισθεί στην θέση x2=0,4m. O μικρός 

κύλινδρος δεν έχει ταχύτητα άρα βρίσκεται στην ακραία θέση της ταλάντωσή του. Αρα το νέο 

πλάτος του συμπαγούς κυλίνδρου θα είναι Aτελ=x2-x3=0,2m. 
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