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 Ένα υλικό σημείο δέχεται κεντρική δύναμη 
[image: image3.wmf], υπό την επίδραση της οποίας διαγράφει επίπεδη τροχιά. Να δείξετε ότι η διαφορική εξίσωση της τροχιάς σε πολικές συντεταγμένες (r, θ) με πόλο το κέντρο από το οποίο εκπορεύεται η δύναμη, έχει την μορ φή:

        
[image: image4.wmf]
ή την μορφή:

        
[image: image5.wmf]
όπου u=1/r,  L το μέτρο της σταθερής στροφορμής του υλικού σημείου και m η μάζα του.

ΛΥΣΗ: Επειδή το υλικό σημείο δέχεται κεντρική δύναμη θα έχει μόνο ακτι νική επιτάχυνση και σύμφωνα με τον δεύτερο νόμο κίνησης του Νεύτωνα, ισ χύει κατά την ακτινική διεύθυνση η σχέση:

        
[image: image6.wmf]  
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[image: image8.wmf]                           (1)

Όμως για το σταθερό μέτρο L της στροφορμής ισχύει:
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[image: image11.wmf]
οπότε η (1) γράφεται:

        
[image: image12.wmf]  
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[image: image14.wmf]                                       (2)
Εάν η εξίσωση της τροχιάς σε πολικές συντεταγμένες έχει την μορφή r=r(θ), τότε θα έχουμε:

        
[image: image15.wmf]                                                                   (3)

Παραγωγίζοντας την (3) ως πρός τον χρόνο t παίρνουμε:
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[image: image20.wmf]                                                         (4)

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (2) και (4) παίρνουμε:
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Εξάλλου θέτοντας u=1/r η σχέση (3) γράφεται:

         
[image: image26.wmf]                                                               (5)

Παραγωγίζοντας την (5) ως πρός τον χρόνο t έχουμε:
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[image: image28.wmf]  

        
[image: image29.wmf]                                               (6)

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (2) και (6) παίρνουμε:
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 Πάνω σε λείο οριζόντιο επίπεδο ηρεμεί μικρό σώ μα Σ μάζας m, δεμένο στο άκρο ιδανικού ελατηρίου σταθεράς k και φυσικού μήκους L0, το άλλο άκρο του οποίου έχει στερεωθεί στο σημείο Ο του επιπέδου. Δίνουμε στο σώμα ώθηση βραχείας διάρκειας ώστε ν’ αποκτήσει ταχύτητα 
[image: image36.wmf] κάθετη στον άξονα του ελατηρίου. Nα μελετηθεί η κίνηση του σώματος.

ΛΥΣΗ:  Στην διάρκεια της κίνησής του το σώμα δέχεται το βάρος του που εξουδετερώνεται από την κατακόρυφη αντίδραση του λείου οριζόντιου επι πέδου και την δύναμη 
[image: image37.wmf] από το παραμορφωμένο ελατήριο, της οποίας ο φορέας διέρχεται συνεχώς από το Ο, δηλαδή η 
[image: image38.wmf] είναι κεντρική δύναμη. Άρα η κίνηση του σώματος είναι επίπεδη και μάλιστα το επίπεδο κίνησης είναι αυτό που καθορίζει η αρχική επιβατική ακτίνα του σώματος και η αρχική του ταχύτητα. Επιπλέον η στροφορμή 
[image: image39.wmf] του σώματος περί το Ο διατηρείται σταθερή, που σημαίνει ότι μπορούμε να γράψουμε την σχέση:

        
[image: image40.wmf]                                                                             (1)
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                    Σχήμα α.                                Σχήμα β.

Eάν 
[image: image43.wmf] είναι η επιβατική ακτίνα του σώματος ως προς το Ο κατα μια τυχαία χρονική στιγμή t και θ η αντίστοιχη πολική του γωνία, λόγω της κεντρικής κίνησης θα ισχύει συμφωνα με το προηγούμενο παραδειγμα η διαφορική εξίσω  ση:
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[image: image48.wmf]                                                                (2)

όπου u=1/r. Όμως για την δύναμη 
[image: image49.wmf] ισχύει F=-k(r-L0), οπότε η (2) γράφεται:
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με 
[image: image57.wmf]
Η (3) είναι μια μη γραμμική διαφορική εξίσωση δευτέρας τάξεως και δεν λύ νεται με αναλυτικό τρόπο, αλλά μόνο με αριθμητική μέθοδο, λογουχάρη με την βοήθεια ηλεκτρονικού υπολογιστή που χρησιμοποιεί το πρόγραμμα Mathema tika. Στό σχήμα (β) φαίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης r=f(θ), η οποία κατασκευάστηκε με το πρόγραμμα Mathematika και αποτελείται από μη επαναλαμβανόμενες συνεχείς τροχιές. 
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 Πάνω σε λείο οριζόντιο επίπεδο ηρεμεί ένα σφαιρί διο μάζας m δεμένο στο άκρο ιδανικού ελατηρίου σταθεράς k και φυσικού μήκους r0 στο άλλο άκρο του οποίου έχει στερεωθεί σε ση μείο Ο του επιπέδου. Δίνουμε στο σφαιρίδιο μια ώθηση βραχείας διάρ κειας ώστε ν΄ αποκτήσει ταχύτητα 
[image: image59.wmf], της οποίας ο φορέας είναι κάθετος στον άξονα του ελατηρίου. Να βρεθεί η ακτίνα καμπυλότητας της τροχιάς του σφαιριδίου στην θέση, όπου για πρώτη φορά το μέτρο της ταχύτητάς του είναι v0/2.

ΛΥΣΗ: Στην διάρκεια της κίνησής του το σφαιρίδιο δέχεται το βάρος του που εξουδετερώνεται από την κατακόρυφη αντίδραση του λείου οριζόντιου επιπέ δου και την δύναμη 
[image: image60.wmf] από το παραμορφωμένο ελατήριο, της οποίας ο φορέας διέρχεται συνεχώς από το Ο, δηλαδή η 
[image: image61.wmf] είναι κεντρική δύναμη. Άρα η κίνηση του σώματος είναι επίπεδη και μάλιστα το επίπεδο κίνησης είναι αυτό που καθορίζει η αρχική επιβατική ακτίνα 
[image: image62.wmf] του σφαιριδίου και η αρχική του ταχύ τητα 
[image: image63.wmf]. Επιπλέον η στροφορμή 
[image: image64.wmf] του σώματος περί το Ο διατηρείται σταθερή, που σημαίνει ότι μπορούμε να γράψουμε την σχέση:

        
[image: image65.wmf]  
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[image: image67.wmf]                                (1)
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όπου  Δr η επιμήκυνση του ελατηρίου από την φυσική του κατάσταση όταν το σφαιρίδιο βρίσκεται στην θέση Μ στην οποία η ταχύτητά του 
[image: image69.wmf] έχει μέτρο v0/2 και 
[image: image70.wmf] η κάθετη προς την επιβατική ακτίνα 
[image: image71.wmf] του σφαιριδίου συνιστώσα της 
[image: image72.wmf]. Εάν θ είναι η γωνία των διανυσμάτων 
[image: image73.wmf] και 
[image: image74.wmf] θα ισχύει η σχέση:
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οπότε η (1) γράφεται:
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[image: image78.wmf]                                     (2)

Eφαρμόζοντας εξάλλου για το σφαιρίδιο το θεώρημα διατήρησης της μηχανι κής ενέργειας κατά την κίνησή του από την θέση Α στην θέση Μ, παίρνουμε την σχέση:
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Εάν 
[image: image90.wmf] είναι η κάθετη προς την ταχύτητα 
[image: image91.wmf] συνιστώσα της δύναμης 
[image: image92.wmf], τότε η 
[image: image93.wmf] παιζει ρόλο κεντρομόλου δύναμης για το σφαιρίδιο στην θέση Μ και επομέ νως ισχύει:
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[image: image102.wmf]                                           (4)

όπου RM η ζητούμενη ακτίνα καμπυλότητας της τροχιάς του σφαιριδίου. Συνδυ άζοντας τις σχέσεις (4) και (2) παίρνουμε:
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