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Τρεις κινήσεις  ενός τροχού. 

1) Σε οριζόντιο επίπεδο κινείται ένας τροχός ακτίνας R=0,5m. Η ταχύ-

τητα του σηµείου Α, στο άκρο µιας κατακόρυφης ακτίνας, είναι ορι-

ζόντια µέτρου υΑ=4m/s, ενώ η ταχύτητα του σηµείου Β, στο άκρο 

µιας οριζόντιας ακτίνας, σχηµατίζει γωνία θ=45° µε την οριζόντια 

διεύθυνση, όπως στο σχήµα. 

i)  Να υπολογιστούν η ταχύτητα υcm του άξονα Ο του τροχού και η γωνιακή ταχύτητα του 

τροχού. 

ii)  Ο τροχός αυτός κυλίεται ή όχι; 

Απάντηση: 

i) Προφανώς η κίνηση του τροχού δεν είναι µεταφορική, αφού οι ταχύ-

τητες των σηµείων Α και Β είναι διαφορετικές. Θεωρώντας ότι ο 

τροχός εκτελεί σύνθετη κίνηση µια µεταφορική µε ταχύτητα κέντρου 

µάζας υcm και µια στροφική γύρω από άξονα ο οποίος διέρχεται από 

το κέντρο του Ο, τότε οι ταχύτητες των σηµείων Α και Β, είναι όπως 

στο διπλανό σχήµα. Αλλά τότε από το παραλληλόγραµµο των ταχυτήτων για το σηµείο Β 

(θ=45°), έχουµε ότι υcm=υγρ. Ερχόµαστε στο σηµείο Α: 

υΑ=υcm+υγρ → υΑ=2υcm → s/m2s/m
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Ενώ:  υγρ=ω·R → s/rad4s/rad
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ii)  Εστιάζουµε στο σηµείο επαφής του τροχού µε το έδαφος, στο σηµείο Γ. Στο σχήµα έχουν 

σηµειωθεί οι ταχύτητες του σηµείου Γ, η ταχύτητα του κέντρου µάζας λόγω της µεταφορι-

κής κίνησης του τροχού και η γραµµική ταχύτητα εξαιτίας της κυκλικής κίνησης του Γ γύ-

ρω από τον άξονα περιστροφής που περνά από το κέντρο Ο του τροχού. Τότε: 

υΓ=υcm-υγρ=0. 

Αφού το σηµείο Γ δεν κινείται ως προς το έδαφος, ο τροχός κυλίεται (χωρίς να ολισθαίνει). 

2) Σε οριζόντιο επίπεδο κινείται ένας τροχός ακτίνας R=0,5m. Η ταχύτητα 

του σηµείου Α, στο άκρο µιας κατακόρυφης ακτίνας, είναι οριζόντια µέ-

τρου υΑ=1m/s, ενώ η ταχύτητα του σηµείου Β, στο άκρο µιας οριζόντιας 

ακτίνας, σχηµατίζει γωνία θ, µε εφθ=3/4 µε την οριζόντια διεύθυνση, 

όπως στο σχήµα. 

i)  Να υπολογιστούν η ταχύτητα υcm του άξονα Ο του τροχού και η γωνιακή ταχύτητα του 

τροχού. 
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ii)  Ο τροχός αυτός κυλίεται ή όχι; 

Απάντηση: 

i) ∆ουλεύοντας όπως και προηγουµένως, έχουµε ότι ο τροχός εκτελεί σύνθετη κίνηση. ∆εν 

γνωρίζουµε όµως τη γωνιακή ταχύτητα. Αν ο τροχός στρέφεται δεξιόστροφα (όπως οι δεί-

κτες του ρολογιού) θα έχουµε το πρώτο σχήµα, αν στρέφεται αριστερόστροφα, θα έχουµε 

το δεύτερο σχήµα.  
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Αλλά µε βάση το σχήµα, στην πρώτη περίπτωση η ταχύτητα του σηµείου Β θα κατευθυνό-

ταν προς τα πάνω σε σχέση µε την ακτίνα, πράγµα αντίθετο µε τα δεδοµένα. Έτσι το σω-

στό σχήµα είναι το δεύτερο. Αλλά τότε: 
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cmcm 4
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Αλλά τότε: 

cmcmcmAcmA 4
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Ενώ υγρ=ω·R → s/rad6s/rad
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ii)  Ερχόµαστε τώρα στο σηµείο Γ, όπου µε βάση το διπλανό σχήµα, έχου-

µε: 

υΓ=υcm+υγρ= cmcmcm 4

7
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υυυ =+  

Αλλά αφού το σηµείο επαφής του τροχού µε το έδαφος έχει ταχύτητα διάφορη του µηδε-

νός, ο τροχός ολισθαίνει και δεν κυλίεται. (Άλλο το ότι ο τροχός και περιστρέφεται, όπως 

στην περίπτωσή µας και άλλο κυλίεται). 

3) Από ορισµένο ύψος (από το έδαφος) εκτοξεύεται κατάλληλα ένας τρο-

χός, ο οποίος κινείται σε κατακόρυφο επίπεδο. Σε µια στιγµή η ταχύτη-

τα του σηµείου Α, στο άκρο µιας οριζόντιας ακτίνας, είναι οριζόντια 

µέτρου υΑ=3m/s, ενώ η ταχύτητα του σηµείου Β, στο άκρο µιας κατα-

κόρυφης ακτίνας, σχηµατίζει γωνία θ, µε εφθ=4/7 µε την οριζόντια 

διεύθυνση, όπως στο σχήµα. Να υπολογιστούν η ταχύτητα υcm του άξονα Ο του τροχού, 

καθώς και η γωνιακή ταχύτητα του τροχού. ∆ίνεται η ακτίνα του R=0,5m, ενώ κατά τη 

διάρκεια της κίνησης, ο άξονας του τροχού παραµένει διαρκώς οριζόντιος. 
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 Απάντηση: 

Στις  δυο προηγούµενες περιπτώσεις ο τροχός κινείται σε επαφή µε ένα 

οριζόντιο επίπεδο, οπότε ουσιαστικά γνωρίζαµε ότι το κέντρο µάζας του 

είχε οριζόντια ταχύτητα. Στην περίπτωση αυτή όµως, ο τροχός πέφτει και 

έτσι το κέντρο µάζας του Ο έχει µια ταχύτητα, άλλης διεύθυνσης η οποία 

µπορεί να αναλυθεί σε δυο συνιστώσες υcmx και υcmy, όπως στο σχήµα. 

Ξανά αντιµετωπίζουµε την κίνηση του τροχού σαν σύνθετη, οπότε τις 

ίδιες συνιστώσες έχουν και τα σηµεία Α και Β λόγω της µεταφορικής κίνησης του τροχού. Ό-

µως το σηµείο Α δεν έχει κατακόρυφη ταχύτητα, πράγµα που µπορεί να συµβεί αν ο τροχός 

στρέφεται αντίθετα από τους δείκτες του ρολογιού και η γραµµική ταχύτητα του Α έχει µέτρο: 

υγρ=ωR=υcmy, ενώ υcmx=υΑ 

Αλλά τότε: 
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Acmxcmycmxcmycmy 443447 υυυυυυ ==→+=  → 

s/m4s/m3
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Έτσι το κέντρο µάζας Ο του τροχού έχει ταχύτητα µέτρου: 

s/m5s/m43 222
cmy

2
cmxcm =+=+= υυυ  

Η οποία σχηµατίζει µε την οριζόντια διεύθυνση γωνία φ µε: 
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Ενώ υγρ=ωR=υcmy → s/rad8s/rad
5,0

4

R
cmy

===
υ

ω  

Με κατεύθυνση οριζόντια (πάνω στον άξονα) και  φορά προς τον αναγνώστη. 

 

Σχόλιο για Καθηγητές: 

Και στις τρεις παραπάνω περιπτώσεις µελετήσαµε την κίνηση του τροχού θεωρώντας την σύν-

θετη. Η αλήθεια είναι ότι η κίνηση, είναι µια κίνηση ελεύθερου σώµατος. Το αν ΕΜΕΙΣ την 

θεωρήσουµε σύνθετη ή όχι, είναι δική µας επιλογή. Έτσι κάποιος θα 

µπορούσε να δει και να µελετήσει τις κινήσεις αυτές, ως µόνο στροφι-

κές, γύρω από στιγµιαίο άξονα περιστροφής. 

Ας το δούµε. 

1) Στο πρώτο παράδειγµα, αν φέρουµε κάθετες στις ταχύτητες στα 
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σηµεία Α και Β αυτές τέµνονται σε ένα σηµείο ∆. Αλλά αφού θ=45° το τρίγωνο ∆ΟΒ είναι 

ισοσκελές και το σηµείο ∆, είναι το σηµείο επαφής του τροχού µε το έδαφος, το σηµείο που 

στη λύση είχαµε ονοµάσει, σηµείο Γ. Αλλά τότε: 

υΑ=ω·r=ω·2R → s/rad4
R2
A ==

υ
ω  και s/m2Rcm ==ωυ  

2) Στην 2η κίνηση, φέρνοντας τις κάθετες στις δυο ταχύτητες, βρίσκουµε 

το στιγµιαίο άξονα που περνάει από το σηµείο Κ, όπου: 
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3) Στο διπλανό σχήµα, µε τον ίδιο τρόπο έχουµε: 
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Οπότε s/rad8s/rad
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Κάθετη στην ΟΚ, όπου: 
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Υ λ ι κ ό  Φ υ σ ι κ ή ς - Χ η μ ε ί α ς  
Γιατί το να µοιράζεσαι ̟ράγµατα, είναι καλό για όλους… 

Επιµέλεια: 

∆ιονύσης Μάργαρης 
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