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0. Επαναληπτικά θέµατα. Οµάδα Β. 

1) Απώλεια µηχανικής ενέργειας σε κρούση. 

 

Ένα  βλήµα µάζας 0,1kg που κινείται οριζόντια µε ταχύτητα υ=100m/s σφηνώνεται σε ακίνητο ξύλο µάζας 

1,9kg. Να βρεθεί η απώλεια της µηχανικής ενέργειας που οφείλεται στην κρούση, όταν το ξύλο είναι: 

i) πακτωµένο στο έδαφος. 

ii)  κρέµεται στο άκρο νήµατος µήκους ℓ. 

iii)  κρέµεται στο άκρο αβαρούς ράβδου µήκους ℓ, το άλλο άκρο της οποίας µπορεί να στρέφεται γύρω από 

οριζόντιο άξονα.. 

iv) κρέµεται στο άκρο της παραπάνω ράβδου, η οποία έχει µάζα 3kg. 

Σε ποια από τις παραπάνω περιπτώσεις το έργο της δύναµης που δέχτηκε το βλήµα από το ξύλο, είναι 

µεγαλύτερο (κατά απόλυτο τιµή); 

∆ίνεται για την ράβδο ως προς τον άξονα περιστροφής της Ι= 1/3 m1·ℓ
2. 

2) Μια κρούση σφαίρας και αυτή…. η τριβή…. 

 

Ένα σώµα Σ µάζας Μ=20kg ηρεµεί σ’ οριζόντιο επίπεδο, µε το οποίο παρουσιάζει συντελεστές τριβής 

µ=µs=0,075, δεµένο στο άκρο οριζόντιου ελατηρίου σταθεράς k=50Ν/m που έχει το φυσικό του µήκος. Μια 

σφαίρα µάζας m1=10kg και διαµέτρου 2R=h, όπου h το ύψος του σώµατος Σ, η οποία δεν παρουσιάζει τριβή 

µε το επίπεδο, κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει µε ταχύτητα κέντρου µάζας υ0=1,5m/s και µε κατεύθυνση τον 

άξονα του ελατηρίου, όπως στο σχήµα. Σε µια στιγµή η σφαίρα συγκρούεται µετωπικά και ελαστικά µε το 

σώµα Σ. Στη διάρκεια της κρούσης δεν αναπτύσσεται δύναµη τριβής µεταξύ σφαίρας και σώµατος Σ. 

i) Πόσο τοις εκατό µειώνεται η κινητική ενέργεια της σφαίρας λόγω κρούσης; 

ii)  Ποια είναι η µέγιστη συσπείρωση του ελατηρίου, µέχρι τη θέση που  µηδενίζεται η ταχύτητα του 

σώµατος Σ; 

iii)  Πόσο συνολικά διάστηµα θα διανύσει το σώµα Σ µέχρι να σταµατήσει και ποια τα µέτρα των δυνάµεων 

που ασκούνται πάνω του στην θέση που σταµατά; 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας της σφαίρας ως προς µια διάµετρό της Ι= 
2

5
 m1·R2 και g=10m/s2. 
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3) Κυκλικός ∆ίσκος ο οποίος  ∆έχεται Εξωτερική ∆ύναµη  & Εκτελεί Κύλιση Χωρίς 

Ολίσθηση 

Ένας κυκλικός δίσκος µάζας m=4Kg και ακτίνας R=0,2m ισορροπεί σε οριζόντιο επίπεδο. Την χρονική 

στιγµή t=0, ασκείται στον κυκλικό δίσκο σταθερή οριζόντια δύναµη µέτρου F=15Ν & αρχίζει να κυλίεται 

χωρίς να ολισθαίνει (ο συντελεστής τριβής µ σε κάθε περίπτωση παίρνει την ελάχιστη δυνατή τιµή) κατά 

µήκος του οριζοντίου επιπέδου. Εάν ο φορέας της δύναµης βρίσκεται στο επίπεδο του δίσκου και απέχει 

απόσταση y από το οριζόντιο επίπεδο, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα: 

    FFFF
r

 

i) 1. Να προσδιορίσετε τις παρακάτω συναρτήσεις και να κατασκευάσετε τις αντίστοιχες γραφικές 

παραστάσεις. 

ii)  α) α =f(y)    β) Τ = f(y)   γ)	µ
���

= f(y) 

iii)  2. Ποια η φόρα και ποιο το µέτρο της τριβής, όταν η δύναµη F ασκειται στα σηµεια C, Ρ; 

iv) 3. Σε πόση απόσταση (y) από το οριζόντιο επίπεδο πρέπει να ασκηθεί η δύναµη F, ώστε η συνολική 

δύναµη που δέχεται ο κυκλικός δίσκος από αυτό να είναι ίση µε το βάρος του; 

v) 4. Αν σε κάποια χρονική στιγµή η κινητική ενέργεια του κυκλικού δίσκου είναι Κ=90π J και η δύναµη 

F ασκείται σε απόσταση από το οριζόντιο επίπεδο ίση µε εκείνη που προκύπτει από το ερώτηµα 3, να 

προσδιορίσετε τον αριθµό των περιστροφών που έχει εκτελέσει ο κυκλικός δίσκος καθώς και το 

διάστηµα που έχει διανύσει ως αυτή τη χρονική στιγµή. 

∆ίνεται: Ι��	(
�
��
�ύ	�ί�
��) =
�

�
mr�, g = 10m s�⁄  

4) Μια τροχαλία σε ισορροπία, αλλά και σε περιστροφή 

 ∆ίνεται η διάταξη του παρακάτω σχήµατος:  H ράβδος ΑΒ, 

µάζας Μ=2kg και µήκους L=1m ισορροπεί σε οριζόντια θέση 

µε τη βοήθεια της άρθρωσης Α και του κατακόρυφου 

ελατηρίου, σταθεράς k=100N/m. Στο άνω άκρο του ελατηρίου 

είναι στερεωµένο µικρό σώµα, µάζας m=1kg, το οποίο µε τη 

σειρά του είναι δεµένο στο ένα άκρο αβαρούς και µη ελαστικού 

νήµατος, το οποίο διέρχεται από το αυλάκι του δίσκου της 

σταθερής τροχαλίας, ακτίνας R. Στο άλλο άκρο του νήµατος 

ασκείται σταθερή δύναµη µέτρου F. Να βρεθούν: 
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i) Η δύναµη F και η παραµόρφωση του ελατηρίου. 

ii)  Κάποια στιγµή το νήµα κόβεται ελάχιστα πιο πάνω από το άκρο Β της ράβδου, έτσι ώστε το ελατήριο 

να µη συνδέεται πλέον µε τη ράβδο. Πόσος είναι ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής της ράβδου τη 

στιγµή που η ράβδος σχηµατίζει γωνία φ=30ο µε την κατακόρυφη και πόση είναι η δύναµη από την 

άρθρωση τη στιγµή εκείνη, στη διεύθυνση της ράβδου; 

iii)   Ο ρυθµός αύξησης της κινητικής ενέργειας της ράβδου τη στιγµή που η ράβδος σχηµατίζει γωνία 

φ΄=60ο µε την κατακόρυφη. 

       ∆ίνονται: g=10m/s2 και για τη ράβδο Icm=ML2/12. 

5) Η δύναµη του ελατηρίου σε µια ΑΑΤ. 

Με τη βοήθεια του MultiLog πήραµε τη γραφική παράσταση της  δύναµης του ελατηρίου στην περίπτωση 

ενός σώµατος που ταλαντώνεται κατακόρυφα, στο άκρο ελατηρίου, η οποία είναι αυτή του παρακάτω 

σχήµατος.   

 

i) Με βάση πληροφορίες που µπορείτε να αντλήσετε από τη γραφική παράσταση, χαρακτηρίστε τις 

παρακάτω προτάσεις ως σωστές ή λανθασµένες. 

α)  Το ελατήριο είναι σε όλη τη διάρκεια της ταλάντωσης τεντωµένο. 

β)  Τη στιγµή t=0 το σώµα βρίσκεται στην πάνω ακραία θέση της ταλάντωσής του. 

γ)  Τη στιγµή t΄=0,25s το σώµα περνά από τη θέση ισορροπίας του. 

δ)  Τη στιγµή t1=0,5s το σώµα έχει επιτάχυνση µε φορά προς τα κάτω. 

ii)  Να βρεθεί η µάζα του σώµατος που ταλαντώνεται, καθώς και η περίοδος ταλάντωσης. 

iii)  Να βρεθεί η σταθερά του ελατηρίου. 

iv) Ποια η ταχύτητα του σώµατος τη χρονική στιγµή t1=0,25s και ποιος ο ρυθµός µεταβολής της ορµής του 

τη στιγµή που το σώµα βρίσκεται στο ανώτερο σηµείο της τροχιάς του; 

∆ίνονται ότι η µάζα του ελατηρίου θεωρείται αµελητέα g=10m/s2 και π2
≈10. 

6) Ένα γιο-γιο και µια ταλάντωση 

Μικρό σώµα (Σ) µάζας m=1kg ηρεµεί δεµένο στο κάτω άκρο κατακόρυφου ιδανικού ελατηρίου σταθεράς 

K=100N/m το άνω άκρο του οποίου είναι δέσµιο. Γιογιό αποτελείται από κυκλική λεπτή οµογενή άκαµπτη 

στεφάνη (∆), µάζας M=3kg, τυλιγµένη µε αβαρές µη εκτατό νήµα.Tο ελεύθερο άκρο του νήµατος είναι 

δεµένο. Προσδίδουµε στη στεφάνη (∆) κατακόρυφη µεταφορική ταχύτητα u0 και αυτή ανέρχεται 
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περιστρεφόµενη περί του κέντρου της

ολίσθηση παραµένοντας κατακόρυφο

του άξονα του ελατηρίου, όπως στο σχήµα

ίδιο κατακόρυφο επίπεδο. Αντίσταση

i) Η στεφάνη (∆) έχει µηδενική ταχύτητα

(Σ). Αν η διάρκεια της ανοδικής

την αρχική κατακόρυφη απόσταση

(Σ). 

ii)  Να υπολογίσετε την ακτίνα R 

στροφορµής είναι L1=15Kgm2 όταν

iii)  Η στεφάνη (∆) προσκολλάται

κόβουµε το νήµα. Να γράψετε

επαφής. Θεωρήστε τον ηµιάξονα

συσσωµάτωµα σηµειακό αντικείµενο

7) Ελαστική κρούση σφαίρας

Σε λείο οριζόντιο επίπεδο κυλίεται χωρίς

κέντρου µάζας υ1=3m/s, κατευθυνόµενη

ταλαντώνεται µε  πλάτος 0,5m, στο άκρο

κέντρου Ο της σφαίρας έχει τη διεύθυνση

Μετά την µετωπική ελαστική κρούση

κέντρου µάζας µέτρου υ1΄=9m/s. 

i) Να βρεθεί η ταχύτητα του κύβου

ii)  Κατά ποιο ποσοστό αυξήθηκε η κινητική

iii)  Κατά ποιο κλάσµα µειώθηκε η ενέργεια

iv) Να βρεθεί η ταχύτητα του σηµείου

∆ίνεται η ροπή αδράνειας της σφαίρας

µεταξύ σφαίρας και κύβου δεν αναπτύσσεται

8) Μια σύνθετη κίνηση και µια

Μια οµογενής ράβδος  µήκους ℓ=1m 

µιας παγωµένης λίµνης, χωρίς τριβές

ταχύτητες της ίδιας φοράς µε µέτρα υ

µικρή σφαίρα Σ, που θεωρείται υλικό

στο σχήµα. Η σφαίρα Σ κτυπά τη ράβδο

www.ylikonet.gr 

κέντρου της καθώς  το νήµα τυλίγεται χωρίς 

κατακόρυφο. Το κέντρο της κινείται στη διεύθυνση 

στο σχήµα. Όλες οι κινήσεις γίνονται στο 

τίσταση αέρα δεν υπάρχει. ∆ίνεται g=10m/s2. 

µηδενική ταχύτητα τη στιγµή που φτάνει στο σώµα 

ανοδικής κίνησής της είναι ∆t=2s να υπολογίσετε 

απόσταση h µεταξύ στεφάνης (∆) και σώµατος 

ακτίνα R της στεφάνης (∆) αν το µέτρο της 

όταν η κινητική της ενέργεια είναι K175J. 

προσκολλάται στο σώµα (Σ) και την ίδια στιγµή 

γράψετε την εξίσωση αποµάκρυνσης ταλάντωσης θεωρώ

ηµιάξονα Oy προσανατολισµένο κατακόρυφα προς

αντικείµενο. 

σφαίρας µε ταλαντούµενο κύβο. 

κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει µια σφαίρα ακτίνας R και µάζας

κατευθυνόµενη προς έναν κύβο πλευράς α=2R και µάζας 2kg 

στο άκρο οριζόντιου ελατηρίου, σταθεράς k=800Ν/m. 

διεύθυνση του άξονα του ελατηρίου, όπως στο σχήµα

O
→υ1

 

κρούση των δύο σωµάτων, η σφαίρα κινείται προς τα δεξιά

κύβου πριν την κρούση. 

αυξήθηκε η κινητική ενέργεια της σφαίρας κατά την κρούση

µειώθηκε η ενέργεια ταλάντωσης του κύβου; 

σηµείου επαφής της σφαίρας µε το έδαφος, µετά την κρούση

σφαίρας ως προς µια διάµετρό της Ι= 2/5 ΜR2 και ότι κατά

αναπτύσσεται τριβή. 

και µια κρούση. 

ℓ=1m και µάζας 1kg κινείται οριζόντια στην επιφάνεια

τριβές και σε µια στιγµή, όπου τα άκρα της έχουν 

µέτρα υΑ=6m/s και υΒ=2m/s, συγκρούεται ελαστικά µε µια

υλικό σηµείο, µάζας 1kg, η οποία ήταν ακίνητη, όπως

τη ράβδο στο µέσον της Ο. 

   Μηχανική Στερεού 

4

θεωρώντας t0=0 τη στιγµή 

κατακόρυφα προς τα επάνω και το 

και µάζας 1kg µε ταχύτητα 

µάζας 2kg ο οποίος 

Ν/m. Η ταχύτητα του 

σχήµα.  

προς τα δεξιά µε ταχύτητα 

κρούση; 

την κρούση. 

και ότι κατά την κρούση 

επιφάνεια 

ελαστικά µε µια 

όπως 
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i) Υπολογίστε την ταχύτητα του µέσου Ο, καθώς και την κινητική ενέργεια της ράβδου, πριν την κρούση. 

ii)  Να βρεθούν οι κινήσεις που θα εκτελέσουν τα δυο σώµατα µετά την κρούση. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς κάθετο άξονα που περνά από το µέσον της Ι=Μℓ
2/12. 

9) Αρµονικό κύµα και ταλάντωση. 

Σε γραµµικό ελαστικό µέσο που ταυτίζεται µε το θετικό ηµιάξονα Οx, διαδίδεται εγκάρσιο αρµονικό κύµα 

προς τη θετική κατεύθυνση του άξονα. H  πηγή του κύµατος, που βρίσκεται στο αριστερό άκρο Ο του 

ελαστικού µέσου, την χρονική στιγµή t=0 βρίσκεται στην Θ.Ι. κινούµενη µε u>0 και ταλαντώνεται µε 

πλάτος 10cm. Τα κύµατα που παράγει έχουν συχνότητα 20 Hz, ενώ η απόσταση µεταξύ των θέσεων 

ισορροπίας δύο υλικών σηµείων του µέσου που οι ταλαντώσεις τους έχουν διαφορά φάσης 2π rad ισούται µε 

0.2m. 

i) Να υπολογίσετε το µήκος κύµατος και την ταχύτητα διάδοσης του κύµατος. 

ii)  Να γράψετε την εξίσωση του αρµονικού κύµατος που διαδίδεται στον θετικό ηµιάξονα Οx. 

iii)  Να παραστήσετε γραφικά τη φάση των σηµείων του µέσου σε συνάρτηση µε την απόσταση x από την 

πηγή Ο την χρονική στιγµή 1s.  

Σε απόσταση 6m από το Ο βρίσκεται ένα υλικό σηµείο Σ µάζας 10gr που είναι δεµένο στο άκρο 

κατακόρυφου ελατηρίου όπως  φαίνεται στο σχήµα. 

 

iv) Να βρείτε ποια χρονική στιγµή ξεκινά να ταλαντώνεται και ποια είναι η σταθερά του ελατηρίου ώστε το   

σύστηµα  ελατηρίου-µάζας να ταλαντώνεται σε συντονισµό µε την πηγή Ο. 

v) Να βρείτε το πλάτος του διαµήκους κύµατος, που διαδίδεται στο ελατήριο. 

∆ίνεται : π²≈10. 

10) Μια µετωπική κρούση και µια ταλάντωση µε περίεργη αρχική φάση. 

Μια σφαίρα µάζας m=1kg εκτοξεύεται για t=0 µε ταχύτητα υ1 από το 

σηµείο Β, το οποίο απέχει απόσταση s=3m από ακίνητο σώµα Σ, το οποίο 

ηρεµεί δεµένο στο άκρο οριζόντιου ελατηρίου σταθεράς k=20Ν/m. Μετά 

από λίγο η σφαίρα συγκρούεται µετωπικά µε το σώµα Σ, το οποίο µετά 

την κρούση εκτελεί α.α.τ. µε εξίσωση: 

x=
2

π

 
 
 

 ·ηµ(πt-π) (µονάδες S.Ι.). 

Αν το επίπεδο είναι λείο και η διάρκεια της κρούσεως αµελητέα, η προς τα δεξιά κατεύθυνση θετική, ενώ 

π
2
≈10, ζητούνται: 

i) Η ταχύτητα υ1 της σφαίρας. 
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ii)  Ποια χρονική στιγµή η σφαίρα θα ξαναπεράσει από το σηµείο Β. 

iii)  Πόσο θα απέχουν µεταξύ τους τη στιγµή αυτή τα δύο σώµατα; 

11) Σύνθεση Ταλαντώσεων και κύµα. 

Το σηµείο Ο γραµµικού ελαστικού µέσου το οποίο ταυτίζεται µε τον άξονα χ΄Οχ, εκτελεί ταυτόχρονα δύο 

Α. Α. Τ που γίνονται στην ίδια διεύθυνση, κάθετα στον άξονα χ΄χ και γύρω από την ίδια θέση ισορροπίας. 

Οι ταλαντώσεις περιγράφονται από τις εξισώσεις:  

1 0,1 (10 )( . )
3

y t S I
π

ηµ π= + και 2 0,1 3 (10 )( . )
6

y t S I
π

ηµ π= − . 

i) Να γράψετε την εξίσωση της συνισταµένης ταλάντωσης που εκτελεί το σηµείο Ο. 

ii)  Θεωρούµε το σηµείο Ο σαν πηγή αρµονικού κύµατος που διαδίδεται κατά µήκος του Οχ ηµιάξονα. Αν 

τη χρονική στιγµή 1t  που η πηγή ολοκληρώνει δύο ταλαντώσεις το κύµα φθάνει σε ένα σηµείο Γ που 

απέχει από την πηγή 20x cmΓ = , να γράψετε την εξίσωση του αρµονικού κύµατος που διαδίδεται 

κατά µήκος της χορδής. 

iii)  Η φάση της ταλάντωσης ενός σηµείου Κ του ελαστικού µέσου την ίδια χρονική στιγµή 1t  ισούται µε 

3

2

π
ϕΚ = . Ποια χρονική στιγµή ξεκίνησε να ταλαντώνεται το σηµείο αυτό; Να εξετάσετε προς τα πού 

θα κινηθεί το σηµείο Κ αµέσως µετά τη στιγµή 1t .  

iv) Να υπολογίσετε τη διαφορά φάσης µεταξύ του σηµείου Κ και του πιο µακρινού σηµείου Η (από την 

πηγή Ο) του ελαστικού µέσου που αρχίζει να ταλαντώνεται τη στιγµή 2 0,7t s= . 

v) Να βρείτε τον αριθµό των υλικών σηµείων του µέσου, µεταξύ των Κ, Η που έχουν την ίδια 

αποµάκρυνση και την ίδια ταχύτητα µε την πηγή κάθε στιγµή.  

vi) Να βρείτε πόσα υλικά σηµεία του ελαστικού µέσου, τη χρονική στιγµή 2 0,7t s= , έχουν µέγιστη 

κινητική και πόσα έχουν δυναµική ίση µε max

4

U
. 

12) Ελαστική κρούση και ΑΑΤ. 

Ένα σώµα Α µάζας 1,2kg για t=0 αφήνεται να πέσει από ύψος h=5m πάνω σε δεύτερο 

σώµα B µάζας 2kg, που ηρεµεί στο ανώτερο άκρο κατακόρυφου ελατηρίου σταθεράς 

k=8π2= 80N/m. Αν η κρούση είναι µετωπική και ελαστική και διαρκεί απειροελάχιστα, 

ενώ g=10m/s2:  

i) Ποιο ποσοστό της κινητικής ενέργειας του σώµατος Α, µεταφέρεται στο σώµα Β 

κατά την κρούση.   

ii)  Αποδείξτε ότι τα δύο σώµατα θα ξανασυγκρουστούν την χρονική στιγµή t1 =0,5s, 

δεχόµενοι ότι το σώµα Β θα εκτελέσει ΑΑΤ. 

13) Ισορροπία – περιστροφή - ταλάντωση 
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Μια διπλή τροχαλία Τ, αποτελείται από  δυο οµόκεντρες οµογενείς τροχαλίες µε 

ακτίνες  r1 = 0,2 m , r2 = 0,4 m και µάζες Μ1 =M2 = 3,2  kg . Οι δυο τροχαλίες 

συνδέονται µεταξύ τους  έτσι ώστε να µπορούν  να περιστρέφονται χωρίς τριβές,  

σαν ένα στερεό  γύρω από σταθερό οριζόντιο άξονα που περνά από το κέντρο 

τους Ο και είναι κάθετος στο επίπεδό τους. 

Στα αυλάκια των τροχαλιών, έχουν τυλιχτεί δυο αβαρή σταθερού µήκους 

νήµατα, στα ελεύθερα άκρα των οποίων είναι δεµένα τα σώµατα Σ1 , Σ2 µε µάζες 

m1 = 2 kg , m2 = 3 kg  αντίστοιχα, όπως φαίνεται στο σχήµα.  Το σώµα Σ2 , είναι 

δεµένο στο κάτω άκρο κατακόρυφου ιδανικού ελατηρίου σταθεράς k  = 100 N/m,  

και το σύστηµα ισορροπεί σε ηρεµία. Το πάνω άκρο του ελατηρίου είναι ακλόνητα στερεωµένο. 

Α. Να υπολογίσετε τις τάσεις των νηµάτων και τη επιµήκυνση του ελατηρίου. 

Β .  Κόβουµε το νήµα που συνδέει το σώµα Σ2 µε την µεγάλη τροχαλία στο σηµείο Α. 

Να υπολογίσετε: 

i) Την µέγιστη ταχύτητα που θα αποκτήσει το σώµα Σ2 . 

ii)  Την επιτάχυνση του σώµατος Σ1. 

iii)  Την ταχύτητα του σώµατος Σ1 , τη χρονική στιγµή που το Σ2 θα σταµατήσει να κινείται για δεύτερη 

φορά, µετά τη χρονική στιγµή που ξεκίνησε να ταλαντώνεται. 

iv) Την γωνιακή ταχύτητα της τροχαλίας, τη χρονική στιγµή που το Σ1 θα έχει µετατοπιστεί κατά  h = 16 m 

από το σηµείο που ξεκίνησε να κινείται. 

∆ίνεται  g = 10 m/s²  και ότι η ροπή αδράνειας τροχαλίας µάζας Μ και  ακτίνας R ως προς άξονα που περνά 

από το κέντρο της και είναι κάθετος στο επίπεδό της,  υπολογίζεται µε τη σχέση  Ιcm= ½ΜR².\ 

14) Ταλάντωση µέσα σε οµογενές ηλεκτρικό πεδίο 

Σώµα µάζας m=1kg, φορτισµένο µε φορτίο q=+6.4.10-3C βρίσκεται πάνω σε λείο οριζόντιο επίπεδο και 

ισορροπεί δεµένο στο άκρο οριζοντίου ελατηρίου σταθεράς k=64N/m, το άλλο άκρο του οποίου είναι 

ακλόνητα στερεωµένο. 

Στην περιοχή υπάρχει οµογενές ηλεκτρικό πεδίο, που η έντασή του Ε=103N/C έχει διεύθυνση τον άξονα του 

ελατηρίου και φορά όπως φαίνεται στην εικόνα. 

Α. i) να δειχτεί ότι το ελατήριο είναι παραµορφωµένο 

    ii) να βρεθεί η παραµόρφωση του ελατηρίου 

Β. κάποια χρονική στιγµή που θεωρείται αρχή των 

χρόνων καταργείται το ηλεκτρικό πεδίο 

iii) να δειχτεί ότι το σώµα θα πραγµατοποιήσει 

στη συνέχεια γραµµική αρµονική ταλάντωση 

iv) να βρεθεί το πλάτος, η περίοδος και η κυκλική συχνότητα αυτής της ταλάντωσης 

v) να γραφεί η εξίσωσης της αποµάκρυνσης  και της ταχύτητας του σώµατος σε συνάρτηση µε τον χρόνο 

κίνησης  
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15) Τεµαχισµός ελατηρίου. 

Ιδανικό ελατήριο έχει φυσικό µήκος l0 και σταθερά κ. Κόβουµε το ελατήριο σε δύο κοµµάτια µε µήκη l1 ,l2 

τέτοια ώστε l1/l2=2/3. Στερεώνουµε τα ελατήρια µε το ένα τους άκρο σε οροφή και στο άλλο άκρο 

συνδέουµε στο καθένα σώµα µάζας m. Εκτρέπουµε τα σώµατα από τη Θ.Ι και τα αφήνουµε ελεύθερα να 

εκτελέσουν Α.Α.Τ Να βρείτε το λόγο των συχνοτήτων των δύο ταλαντώσεων. 

16) Ένα απότοµο σταµάτηµα και µια ταλάντωση 

 

Η πλατφόρµα (Σ2) του σχήµατος έχει µάζα Μ = 3kg και έχει πάνω της στερεωµένο µε κατάλληλη βάση 

οριζόντιο ιδανικό ελατήριο σταθεράς k = 200N/m, όπως στο σχήµα. Στο άλλο άκρο του ελατηρίου είναι 

στερεωµένο, µέσω του αισθητήρα του, ένα … ασύρµατο multilog (Σ1), που έχει µάζα m = 2kg. 

Σταθερή οριζόντια δύναµη Fεξ ασκείται στο σύστηµα και το µετακινεί προς τα δεξιά έτσι ώστε το σώµα (Σ1) 

να παραµένει ακίνητο ως προς το (Σ2).  

Κάποια στιγµή η πλατφόρµα συναντά ακλόνητο εµπόδιο και ακινητοποιείται απότοµα, ενώ το σώµα (Σ1) 

αρχίζει να εκτελεί αρµονική ταλάντωση. Στο διάγραµµα που ακολουθεί φαίνεται η καταγραφή της δύναµης 

που δέχεται ο αισθητήρας του, όπου η στιγµή t=0 είναι η στιγµή της ακινητοποίησης και ως θετική φορά 

θεωρείται η φορά της αρχικής κίνησης: 

 

Ζητούνται: 

F (N) 

t (s) 

0 

20 

40 

-40 

-20 

10
2π

10
π

Σ1 
Fεξ Σ2 
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i) Το µέτρο της δύναµης Fεξ. 

ii)  Η ταχύτητα υ που είχε το σύστηµα τη στιγµή της πρόσκρουσης µε το εµπόδιο. 

(Όλες οι επιφάνειες θεωρούνται λείες.) 

17) Πόσο χρόνο διαρκεί η επαφή µε το ελατήριο; 

 

 

 

Αφήνεται ένα σώµα να πέσει από ύψος h=6cm, πάνω στο ελεύθερο πάνω άκρο ενός κατακόρυφου 

ελατηρίου, το άλλο άκρο του οποίου στηρίζεται στο έδαφος. Παρατηρούµε δε, ότι προκαλεί συσπείρωση 

του ελατηρίου κατά 2h=12cm πριν κινηθεί ξανά προς τα πάνω. 

i)  Να αποδείξτε ότι για όσον χρόνο το σώµα βρίσκεται σε επαφή µε το ελατήριο, η κίνησή του είναι ΑΑΤ. 

ii) Να βρεθεί το πλάτος ταλάντωσης. 

ii) Να υπολογιστεί ο χρόνος που το  σώµα θα βρίσκεται σε επαφή, (µέχρι τη στιγµή που κινούµενο προς τα 

πάνω εγκαταλείπει το ελατήριο). 

∆ίνεται g=10m/s2 και π2
≈10. 

18) Αξιοποίηση του διαγράµµατος  ταχύτητας - χρόνου   

Ένα σώµα µάζας  m = 4 kg είναι δεµένο στο κάτω άκρο κατακόρυφου ιδανικού ελατηρίου και  εκτελεί απλή 

αρµονική ταλάντωση.  Το πάνω άκρο του ελατηρίου είναι δεµένο σε σταθερό σηµείο.  

 

Στο σχήµα δίνεται  η γραφική παράσταση της αλγεβρικής τιµής της ταχύτητας του σώµατος , σε συνάρτηση 

µε το χρόνο όπου t4 – t2 = π/5 s . Με δεδοµένο ακόµη ότι, τη χρονική στιγµή  t = 0  το σώµα κινείται 

κατακόρυφα προς τα επάνω να υπολογίσετε : 

i) Την αποµάκρυνση xo του σώµατος από τη θέση ισορροπίας του τη χρονική στιγµή t = 0.  

ii)  Την συνάρτηση αποµάκρυνσης - χρόνου  x = f(t) και να την παραστήσετε γραφικά. 

   2 
υ      m/s 

t t1     

 t3                                        t4 

-  2 

t2     
0, 0 

 3  
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iii)  Τις χρονικές στιγµές t1 , t2  και t3. 

iv) Την δυναµική ενέργεια του ελατηρίου την χρονική στιγµή t = t2. 

v) Την δυναµική ενέργεια λόγω της ταλάντωσης την χρονική στιγµή  t = t2 

vi) Τις  τιµές των παρακάτω µεγεθών από  t = 0 µέχρι  t = t2   

      α.  έργο της δύναµης επαναφοράς  

      β.  έργο της δύναµης του ελατηρίου  

      γ.  έργο του βάρους   

∆ίνεται  g = 10 m /s² 

19) Α.Α.Τ και µέγιστο επιτρεπτό πλάτος. 

Κατακόρυφο ιδανικό ελατήριο µε σταθερά k = 100 Ν/m έχει το ένα άκρο του ακλόνητα στερεωµένο και στο 

άλλο έχει συνδεθεί σώµα µάζας m1`= 1,5 kg που είναι συνδεδεµένο µέσω αβαρούς µη εκτατού νήµατος 

µήκους llll = 0,18m µε άλλο σώµα µάζας m2 = 0,5kg. Το όριο θραύσης του νήµατος είναι Τθρ=15Ν. Καθώς το 

σύστηµα ισορροπεί το εκτρέπουµε προς τα κάτω και το αφήνουµε ελεύθερο. Το σύστηµα εκτελεί απλή 

αρµονική ταλάντωση µε περίοδο 1 2
m + m

T = 2π
k

.  

i) Να υπολογιστεί το µέγιστο πλάτος της απλής αρµονικής ταλάντωσης που µπορεί να εκτελέσει το σώµα 

µάζας m2. 

ii)  Εκτρέπουµε το σύστηµα  προς τα κάτω κατά Α=0,05m και το αφήνουµε να εκτελέσει απλή αρµονική 

ταλάντωση. Τη χρονική στιγµή  t=0 που το σώµα µάζας m1 βρίσκεται σε απόσταση x =0,03m πάνω 

από τη θέση αρχικής ισορροπίας του και κινείται µε φορά προς τα πάνω, κόβουµε το νήµα. Να γραφεί 

η εξίσωση της αποµάκρυνσης σε συνάρτηση µε το χρόνο y1=y1(t) για την απλή αρµονική ταλάντωση 

που θα εκτελέσει το σώµα µάζας m1. ∆ίνεται ότι η θετική φορά των αποµακρύνσεων είναι προς τα 

κάτω. 

iii)  Να υπολογιστεί η απόσταση d των σωµάτων m1 και m2 τη χρονική στιγµή, που µηδενίζεται για πρώτη 

φορά η ταχύτητα του σώµατος µάζας m1,  

Να θεωρήσετε ότι g=10m/s2, π=3,14, π2=10, 3 1,732= .  

 

20) Τρεις ασκήσεις µε το ίδιο σχήµα, ίδιο ζητούµενο... 

 

i) Πάνω σε λείο οριζόντιο επίπεδο βρίσκεται ακίνητο σώµα Σ .Το σώµα Σ είναι σταθερά συνδεδεµένο µε 

οριζόντιο ιδανικό ελατήριο σταθεράς Κ=100 Ν/m. Η άλλη άκρη του ελατηρίου είναι στερεωµένη σε 

ακλόνητο κατακόρυφο στήριγµα, όπως φαίνεται στο σχήµα. Ασκούµε στο σώµα σταθερή οριζόντια 
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δύναµη , µέτρου F=10N , και συµπιέζουµε το ελατήριο. Όταν συµπιέσουµε το ελατήριο κατά ∆l =5 

cm σταµατάµε να ασκούµε την δύναµη F και αφήνουµε το σώµα Σ να ταλαντωθεί ελεύθερα. 

Nα προσδιορίσετε το πλάτος της ταλάντωσης του Σ                   
 

ii)  Πάνω σε λείο οριζόντιο επίπεδο βρίσκεται ακίνητο σώµα Σ. Το σώµα Σ είναι σταθερά συνδεδεµένο µε 

οριζόντιο ιδανικό ελατήριο σταθεράς Κ=20  Ν/m. Η άλλη άκρη του ελατηρίου είναι στερεωµένη σε 

ακλόνητο κατακόρυφο στήριγµα, όπως φαίνεται στο σχήµα.. Το ελατήριο στη αρχική θέση ισορροπίας 

του Σ είναι στο φυσικό του µήκος. Κάποια χρονική στιγµή  αρχίζει να ενεργεί στο Σ σταθερή οριζόντια 

δύναµη F=8 N προς τα αριστερά . 

Nα προσδιορίσετε το πλάτος της ταλάντωσης του Σ. 

iii)  Πάνω σε λείο οριζόντιο επίπεδο βρίσκεται ακίνητο σώµα Σ µάζας m=2 Kg. Το σώµα Σ είναι σταθερά 

συνδεδεµένο µε οριζόντιο ιδανικό ελατήριο σταθεράς Κ=32  Ν/m. Η άλλη άκρη του ελατηρίου είναι 

στερεωµένη σε ακλόνητο κατακόρυφο στήριγµα, όπως φαίνεται στο σχήµα. Την χρονική στιγµή to=0 

αρχίζουµε να ασκούµε στο σώµα Σ οριζόντια δύναµη F οπότε το σώµα αποκτά σταθερή επιτάχυνση , 

µέτρου α=1,8m/s2. Την χρονική στιγµή t1=
2

s
3

 σταµατάµε να ασκούµε τη δύναµη F οπότε το Σ αρχίζει 

να ταλαντώνεται. 

Nα προσδιορίσετε το πλάτος της ταλάντωσης του Σ. 
 

21) Ταλάντωση και γραφικές παραστάσεις. 

 

  

Στο σχήµα φαίνεται µια σφαίρα, µάζας 2kg, να εκτελεί γ.α.τ κρεµασµένη στο άκρο ελατηρίου µε φυσικό 

µήκος l0=0,4m, το άλλο άκρο του οποίου είναι δεµένο σε απόσταση d=1m από το έδαφος. Μετρήσαµε το 

ύψος h της σφαίρας από το έδαφος και σχεδιάσαµε την γραφική του παράσταση σε συνάρτηση µε το χρόνο, 

παίρνοντας την καµπύλη του διπλανού σχήµατος. 

i) Γύρω από ποια θέση ταλαντώνεται η σφαίρα; 

ii)  Να βρεθεί η σταθερά του ελατηρίου. 

iii)  Να σχεδιάστε την γραφική παράσταση της αποµάκρυνσης σε συνάρτηση µε το χρόνο, θεωρώντας την 

προς τα κάτω κατεύθυνση σαν θετική. 

iv) Ποια χρονική στιγµή t1 το σώµα απέχει 0,8m από το έδαφος για πρώτη φορά; 
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∆ίνεται g=10m/s2. 

22) Πόσο είναι το πλάτος της ταλάντωσης; 

 

 

Μικρή µεταλλική σφαίρα µάζας m=0,1kg φέρει ηλεκτρικό φορτίο q= 10-3C. Η σφαίρα είναι δεµένη µε 

µονωτικό σύνδεσµο στο ελεύθερο άκρο ενός οριζόντιου ελατηρίου σταθεράς k=103
 Ν/m το άλλο άκρο του 

οποίου είναι ακλόνητα στερεωµένο. Το σύστηµα βρίσκεται σε οριζόντιο οµογενές ηλεκτρικό πεδίο έντασης 

µέτρου Ε=2.105
 Ν/C, του οποίου οι δυναµικές γραµµές είναι παράλληλες προς τον άξονα του ελατηρίου. Η 

σφαίρα ισορροπεί πάνω σε λείο οριζόντιο επίπεδο από µονωτικό υλικό και το ελατήριο έχει επιµηκυνθεί. 

Εκτρέπουµε τη σφαίρα από τη θέση ισορροπίας κατά τη διεύθυνση του άξονα του ελατηρίου κατά x0=0,1m 

και την αφήνουµε να κινηθεί. 

i) Ν’ αποδειχθεί ότι η σφαίρα θα εκτελέσει ΑΑΤ. 

ii)  Να γράψετε την εξίσωση του µέτρου της δύναµης του ελατηρίου σε συνάρτηση µε το χρόνο, αν ως 

αρχή του χρόνου t=0, θεωρήσουµε τη στιγµή που η σφαίρα διέρχεται από τη θέση ισορροπίας της και 

κινείται κατά τη θετική φορά. 

iii)  Αν κατά τη στιγµή που η σφαίρα διέρχεται από τη θέση ισορροπίας της και κινείται κατά τη θετική 

φορά, καταργηθεί ακαριαία το ηλεκτρικό πεδίο, για το νέο πλάτος ταλάντωσης της σφαίρας, 

υποστηρίζεται ότι ισχύει Α=∆l+x0. Να εξετάσετε αν αυτό είναι σωστό. 

23) Ταλάντωση µε δύο λάστιχα εκατέρωθεν. 

Το σώµα του σχήµατος έχει µάζα 1 kg και ισορροπεί όπως στο σχήµα συνδεδεµένο µε 

δύο ιδανικά αβαρή λάστιχα. Το επάνω έχει τεντωθεί κατά 0,3 m. Αν g = 10 m / s2 

τότε: 

i) Βρείτε την παραµόρφωση του κάτω λάστιχου. 

ii)  Θεωρώντας δεδοµένο το ότι µε κατάλληλο πλάτος εκτελεί α.α.τ. µε 

1 2 300Nk k k m= + = , να υπολογίσετε το µεγαλύτερο επιτρεπόµενο πλάτος της 

ταλάντωσης. 

iii)  Ανεβάζουµε το σώµα κατά 20 cm από τη θέση ισορροπίας του και το 

αφήνουµε να κινηθεί.  Με ποια ταχύτητα φτάνει στη θέση στην οποία το κάτω 

λάστιχο αποκτά το φυσικό του µήκος ; 

iv) Πόσο θα µετατοπιστεί το σώµα από τη θέση που το αφήσαµε ελεύθερο; 

v) Πόσο χρόνο διαρκεί η µετατόπιση αυτή; 

24) Μια ταλάντωση, δυο συστήµατα αναφοράς 

1 100Nk m=

2 200Nk m=

1m kg=
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Ένα σώµα µάζας  m = 4 kg  αφήνεται ελεύθερο τη χρονική στιγµή  t = 0 στη θέση x = 0  ενός άξονα x΄x και 

στη συνέχεια κινείται  κατά µήκος του άξονα. Αν η αλγεβρική τιµή της επιτάχυνσης του σώµατος αυτού, 

δίνεται από τη σχέση α(x) = 0,2 – x  στο SI ,  µε  x 0≥   :  

Α. Να αποδείξετε ότι το σώµα αυτό ,  θα εκτελέσει απλή αρµονική ταλάντωση,  και να βρείτε την περίοδό 

της. 

Β. Να βρείτε και να παραστείσετε γραφικά τις συναρτήσεις: 

Β1. της αποµάκρυνσης y  από τη θέση ισορροπίας σε συνάρτηση µε το χρόνο  t , y = f(t) 

Β2.  της αποµάκρυνσης από την θέση  x = 0, σε συνάρτηση µε το χρόνο t , x = f(t) 

Γ. Να υπολογίσετε την ενέργεια της ταλάντωσης. 

∆.  Να βρείτε και να παραστήσετε γραφικά τις συναρτήσεις:  

∆1. ∆υναµική ενέργεια ταλάντωσης ως συνάρτηση του  x , U = f(x) 

∆2. Κινητική ενέργεια ως συνάρτηση του  x , K = f(x)  

∆3. Χωρικός  ρυθµός µεταβολής της δυναµικής ενέργειας ταλάντωσης ως συνάρτηση του x , 
dU

dx
 = f(x)  

25) Α.Α.Τ. και κρούση 

Σώµα Σ1 µάζας m1=1Kgr είναι δεµένο στο ένα άκρο οριζόντιου ιδανικού ελατηρίου σταθεράς Κ, η άλλη 

άκρη του οποίου είναι ακλόνητα στερεωµένη σε κατακόρυφο τοίχο. Αρχικά το σύστηµα ισορροπεί µε το 

ελατήριο να έχει το φυσικό του µήκος. Εκτρέπουµε το Σ1 κατά απόσταση d όπως φαίνεται στο σχήµα και 

την χρονική στιγµή t=0 το αφήνουµε ελεύθερο. 

 
 
 
Κάποια στιγµή και ενώ το Σ1 εκτελεί την ταλάντωσή του, τοποθετείται (χωρίς αρχική ταχύτητα) σώµα Σ2 

µάζας m2=3Kgr στη διεύθυνση κίνησης του Σ1 και ακολουθεί κεντρική κρούση, η διάρκεια της οποίας 

θεωρείται αµελητέα. Η γραφική παράσταση της αποµάκρυνσης σε συνάρτηση µε το χρόνο, για το Σ1 φαίνεται στο 

παρακάτω σχήµα 

 

1Σ

d

Θ.Ι.

( )+

1Σ
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i) Να βρεθεί η σταθερά του ελατηρίου. 

ii)  Να βρεθεί η τιµή της ταχύτητας του σώµατος Σ1 πριν και µετά την κρούση. 

iii)  Να διερευνήσετε αν η κρούση είναι ελαστική ή ανελαστική. 

iv) Για ποια άλλη τιµή της µάζας του Σ2 η ολική ενέργεια της ταλάντωσης του Σ1 µετά την κρούση του µε 

το Σ2 είναι η ίδια; 

v) Ποια η απόσταση των δύο σωµάτων όταν το µέτρο της ταχύτητας του Σ1 γίνει ίσο µε υ1=υmax 3 /2 για 

δεύτερη φορά µετά την κρούση; 

g=10m/s2 

26) Μια κρούση µε ταλάντωση και στροφική κίνηση. 

 Η

m

Μ

 

Στο παραπάνω σχήµα το  κατακόρυφο ελατήριο έχει σταθερά Κ=400N/m και φυσικό µήκος L0=0,9m. H 

οριζόντια πολύ λεπτή και ελαστική ράβδος έχει µήκος L=1m, µάζα Μ και µπορεί να περιστρέφεται γύρω 

από οριζόντιο καρφί που είναι στερεωµένο στο ανώτερο σηµείο του ελατηρίου. Ένα µικρό σώµα µάζας m 

αφήνεται  από τον Βασίλη, που σκέφτηκε αυτή την άσκηση, σε απόσταση Η= 1,6m από τo έδαφος και µετά 

την ελαστική στιγµιαία κρούση µε το ένα άκρο της εκτελεί ελεύθερη πτώση. 

i) Ποια η σχέση των δύο µαζών που συγκρούονται ελαστικά; 

ii)  Aν m=1Κg, κινδυνεύει η οριζόντια ράβδος να  συγκρουστεί  µε το έδαφος; 

iii)  Πόσες περιστροφές έχει διαγράψει η ράβδος όταν το µικρό σώµα φτάνει στο έδαφος; 

iv) Ποια η ταχύτητα του άκρου της ράβδου όπου έγινε η κρούση, όταν για πρώτη φορά η ράβδος γίνεται 

στιγµιαία κατακόρυφη; 

∆ίνεται ότι το ελατήριο παραµένει συνεχώς κατακόρυφο, g=10m/s2 ενώ για τη ράβδο Ιcm=ML2/12. 

0
0,2π 0,3π

-0,2

-0,1

x(m)

t(sec)

 
+0,2

+0,1
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27) Μια άσκηση σε ένα test. 

Ένα σώµα µάζας 2kg ηρεµεί όπως στο σχήµα, επιµηκύνοντας το κατακόρυφο ελατήριο 

κατά ∆ℓ=0,2m, ενώ η τάση του νήµατος είναι Τ=60Ν.  

α)  Να υπολογιστεί η σταθερά του ελατηρίου. 

β)  Σε µια στιγµή t=0, κόβουµε το νήµα. 

i)  Να αποδειχθεί ότι το σώµα θα εκτελέσει ΑΑΤ, βρίσκοντας πρώτα την θέση 

ισορροπίας και το πλάτος της ταλάντωσης. 

ii) Σε πόσο χρόνο το σώµα θα αποκτήσει µέγιστη ταχύτητα για πρώτη φορά; Να 

υπολογίστε την ταχύτητα αυτή. 

δύναµη του ελατηρίου. 

∆ίνεται g=10m/s2. 

28) ∆ύο ελατήρια µε διαφορετικό αρχικό µήκος. 

∆ύο αβαρή ,ιδανικά, οριζόντια ελατήρια 1 και 2 έχουν φυσικά µήκη 1 0,6m=l  και 2 1m=l    και  σταθερές  

1 100Nk m=  και 2 300Nk m= .Το  σώµα του σχήµατος , µάζας 4m kg= , κινείται χωρίς τριβές στον 

οριζόντιο σωλήνα. Στερεώνονται τα ελατήρια πάνω σ’ αυτό, το εκτρέπουµε ώστε να απέχει 1,1m  από το 

σηµείο πρόσδεσης των ελατηρίων και το αφήνουµε να κινηθεί. 
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→
TΣ

θ

i) Προσδιορίσατε τη θέση στην οποία το σώµα ισορροπεί και αποδείξατε ότι θα εκτελέσει απλή αρµονική 

ταλάντωση. 

ii)  Γράψτε την εξίσωση  θέσης συναρτήσει του χρόνου. Χρονική στιγµή µηδέν αυτή που το αφήνουµε και 

θετική φορά η προς τα δεξιά. 

iii)  Ποια χρονική στιγµή το ελατήριο 2 αποκτά για πρώτη φορά το φυσικό του µήκος; 

iv) Πόση είναι τη στιγµή εκείνη η ταχύτητα του σώµατος; 

v) Με ποιο ρυθµό µεταβάλλεται η δυναµική ενέργεια κάθε ελατηρίου τη στιγµή εκείνη; 

vi) Να γραφούν οι εξισώσεις των δυναµικών ενεργειών των ελατηρίων συναρτήσει του χρόνου. 

vii)  Με ποιο ρυθµό µεταβάλλεται η κινητική ενέργεια του σώµατος στη θέση του ερωτήµατος 3 ; 

29) Μια ταλάντωση µε κρούση σε κεκλιµένο επίπεδο. 

Ένα σώµα Σ1 µάζας m1=2kg ισορροπεί όπως στο σχήµα, όπου η τάση 

του νήµατος έχει µέτρο Τ=50Ν. ∆ίνονται ακόµη η σταθερά του 

ελατηρίου k=200Ν/m, το κεκλιµένο επίπεδο είναι λείο µε κλίση θ=30°, 

το νήµα είναι παράλληλο προς το επίπεδο και g=10m/s2. 

Σε µια στιγµή κόβουµε το νήµα και το σώµα κινείται. 

i) Να αποδείξτε ότι η κίνηση του σώµατος είναι ΑΑΤ. 

ii)  Να βρεθεί το πλάτος και η ενέργεια ταλάντωσης. 

iii)  Αφού το σώµα συµπιέσει το ελατήριο, κινείται προς τα πάνω. Τη στιγµή που απέχει d=10cm από την 

αρχική του θέση, συγκρούεται κεντρικά και πλαστικά µε ένα άλλο σώµα Σ2, µάζας m2=3kg, το οποίο 

κατέρχεται κατά µήκος του επιπέδου. Το συσσωµάτωµα αµέσως µετά την κρούση έχει µηδενική 

ταχύτητα. 

α) Ποια η ταχύτητα  του Σ2, ελάχιστα πριν την κρούση; 

β) Να βρεθεί το πλάτος της ταλάντωσης που θα πραγµατοποιήσει το συσσωµάτωµα. 

30) Η τάση του νήµατος πριν την κρούση. 

Το σύστηµα των σωµάτων Β και Γ, µε µάζες m1=1kg και m2=3kg 

αντίστοιχα ηρεµούν σε λείο οριζόντιο επίπεδο, όπως στο σχήµα, όπου το 

ελατήριο έχει σταθερά k=400Ν/m και το νήµα µήκος d.  Τραβάµε το σώµα 

Γ προς τα αριστερά επιµηκύνοντας το ελατήριο κατά 0,4m και για t=0, αφήνουµε το σύστηµα να εκτελέσει 

ΑΑΤ. 

Α) Να βρεθεί η τάση του νήµατος σε συνάρτηση µε το χρόνο και να γίνει η γραφική της παράσταση. 

Β) Αν τα δυο σώµατα συγκρούονται πλαστικά και δηµιουργείται συσσωµάτωµα τη χρονική στιγµή t1= s
40

3π
, 

να βρεθούν: 

i) Το µήκος του νήµατος που συνδέει τα δυο σώµατα. 

ii)  Η ενέργεια ταλάντωσης τις χρονικές στιγµές: 

α) s
80

3π
,   β) s

80

5π
,    γ) s

80

7π
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iii)  Να βρεθούν οι ρυθµοί µεταβολής της κινητικής και της δυναµικής ενέργειας, τη χρονική στιγµή 

αµέσως µετά την κρούση. 

31) Ταλάντωση τροχαλίας 

Το ελατήριο του σχήµατος έχει σταθερά k . Η τροχαλία µάζας m παρουσιάζει µεγάλο 

συντελεστή τριβής µε το µη εκτατό νήµα έτσι ώστε αυτό να µην ολισθαίνει σ’ αυτήν. Από 

την τροχαλία κρέµεται σώµα µάζας Μ. 

Αποδείξατε ότι το σώµα εκτελεί γραµµική αρµονική ταλάντωση και υπολογίσατε την 

περίοδο. 

32) Κρούσεις-Ταλαντώσεις –Doppler. 

Σώµα µάζας m1=3 kg είναι δεµένο στην άκρη κατακόρυφου ιδανικού ελατήριου σταθεράς 

k=100 N/m, όπως φαίνεται στο σχήµα, και ισορροπεί. Η µία πλευρά του σώµατος m1 

βρίσκεται σε επαφή µε λεία επιφάνεια τοίχου. Επίσης, στο σώµα µάζας m1 είναι εγκατεστηµένη συσκευή 

παραγωγής ηχητικών κυµάτων συχνότητας fs=680 Hz, η οποία έχει αµελητέα µάζα.  Σώµα µάζας m2=1 kg 

συγκρούεται πλαστικά µε το σώµα µάζας m1. Η ταχύτητα του σώµατος m2 είναι 2u 4 3 m/s=  και το 

διάνυσµα αυτής σχηµατίζει γωνία 30ο µε την οριζόντια διεύθυνση. Ως χρονική στιγµή t=0 θεωρείται αυτή 

της κρούσης. 

m2

m1

uA

30
ο

uB=0

u2

 

Επίσης δύο παρατηρητές (Α) και (Β) αντιλαµβάνονται τον ήχο από την πηγή παραγωγής ηχητικών κυµάτων. 

Ο παρατηρητής (Α) κινείται σε οριζόντιο επίπεδο η προέκταση του οποίου «περνάει» από την αρχική θέση 

του σώµατος µάζας m1. Η ταχύτητα του παρατηρητή (Α) είναι 3 m/s.  Ο παρατηρητής (Β) είναι ακίνητος και 

βρίσκεται στον κατακόρυφο άξονα που διέρχεται από το σώµα µάζας m1.   

∆ίνεται, επίσης, η επιτάχυνση της βαρύτητας g=10 m/s2  και η ταχύτητα του ήχου uηχ=340 m/s. Θεωρήστε 

θετική φορά την άνω. Επίσης, µην λάβετε υπόψη τις ανακλάσεις του ήχου. 

Να απαντηθούν τα ακόλουθα ζητήµατα: 

i)  Να αποδείξετε ότι το συσσωµάτωµα που θα δηµιουργηθεί εκτελεί ΑΑΤ. 

ii)  Να γράψετε την εξίσωση της αποµάκρυνσης της ΑΑΤ.   



Υλικό Φυσικής-Χηµείας    Μηχανική Στερεού 

 www.ylikonet.gr 18

iii)  Να βρείτε τη µέγιστη τιµή της δύναµης του ελατηρίου και τη µέγιστη τιµή της δύναµης επαναφοράς. 

iv) Να υπολογιστεί ο χρόνος που απαιτείται ώστε το συσσωµάτωµα να ακινητοποιηθεί ακαριαία για 2η 

φορά. 

v) Να βρεθεί το έργο του βάρους και το έργο της δύναµης ελατηρίου κατά την προαναφερθείσα κίνηση. 

vi) Σε ποιες χρονικές στιγµές αντιλαµβάνεται ο παρατηρητής (Β) τον ήχο µε την ίδια συχνότητα µε αυτή 

που εκπέµπεται από την πηγή. 

vii) Ποια η συχνότητα που αντιλαµβάνεται ο παρατηρητής (Α) τη στιγµή που το συσσωµάτωµα έχει 

ταχύτητα 
3

u  m/s
2

=  µε φορά προς τα κάτω. 

viii)  Να γραφεί η εξίσωση της συχνότητας που αντιλαµβάνεται ο παρατηρητής (Β) σε σχέση µε το χρόνο.  

 

33) Σύνθεση ταλαντώσεων ή συγκεκαλυµµένη τριγωνοµετρία; 

∆ύο υλικά  σηµεία Σ1 και Σ2 εκτελούν απλή αρµονική ταλάντωση γύρω από την ίδια θέση ισορροπίας µε 

περίοδο Τ=4s και πλάτη Α1=6cm και Α2=2 3 cm. Τα σώµατα αυτά συναντώνται κάποια χρονική στιγµή σε 

ένα σηµείο Μ που απέχει x0=3cm από την κοινή θέση ισορροπίας τους. Την στιγµή της συνάντησης το 

πρώτο αποµακρύνεται από την θέση ισορροπίας και το δεύτερο κατευθύνεται προς αυτήν. 

Να υπολογίσετε: 

i) Την µέγιστη απόσταση των δύο σωµάτων. 

ii)  Το χρονικό διάστηµα που µεσολαβεί από την στιγµή της συνάντησής τους µέχρι η απόστασή τους να 

γίνει µέγιστη για πρώτη φορά 

iii)  Την περίοδο των συναντήσεων τους και τις θέσεις συνάντησης. 

34) Τροχαλία  - σώµα - ελατήριο 

Στη διάταξη του σχήµατος εικονίζεται µια τροχαλία µάζας Μ, η οποία µπορεί να στρέφεται χωρίς τριβές 

γύρω από οριζόντιο άξονα κάθετο στο επίπεδό της, ο οποίος διέρχεται από το κέντρο της. Το σώµα Σ έχει 

µάζα m και είναι στερεωµένο στο ένα άκρο οριζόντιου ελατηρίου σταθεράς k. Το άλλο άκρο του ελατηρίου 

µε µη εκτατό αβαρές νήµα τυλιγµένο στην περιφέρεια της τροχαλίας. Στην αρχή όλα τα σώµατα της 

διάταξης είναι ακίνητα και το ελατήριο έχει το φυσικό του µήκος.  

∆ίνουµε µια αρχική ταχύτητα υ0 στο σώµα προς τα δεξιά.  

Αν η κίνηση του σώµατος γίνεται χωρίς τριβές να υπολογιστούν: 

 

 

α) Η ταχύτητα του σώµατος την στιγµή που η επιµήκυνση του ελατηρίου είναι µέγιστη. 

β) Η µέγιστη επιµήκυνση του ελατηρίου 

υ0 
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γ) Η ταχύτητα του σώµατος και η γωνιακή ταχύτητα της τροχαλίας την στιγµή που το ελατήριο αποκτά 

ξανά το φυσικό του µήκος. 

δ) Υπό ποία συνθήκη το σώµα θα επιστρέψει στην αρχική του θέση; 

ε) Αν ικανοποιείται η συνθήκη του ερωτήµατος δ, µε πόση ταχύτητα θα επιστρέψει το σώµα στην αρχική 

του θέση; 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας της τροχαλίας ως προς τον άξονα περιστροφής της  

21
I MR

2
=  

35) ∆ύο δίσκοι, µια ράβδος και ένα ελατήριο 

Στην διάταξη στου σχήµατος εικονίζονται µια ράβδος µάζας Μ, δύο 

δίσκοι ακτίνας R και µάζας m και ένα ιδανικό ελατήριο σταθεράς k. 

Αρχικά το σύστηµα βρίσκεται σε ισορροπία. 

Ανυψώνουµε την ράβδο τόσο ώστε το ελατήριο να αποκτήσει το φυσικό 

του µήκος και την αφήνουµε ελεύθερη να κινηθεί.  

Η κίνηση γίνεται µε τέτοιο τρόπο ώστε οι δίσκοι να µην ολισθαίνουν ούτε 

στην ράβδο ούτε στα πλευρικά τοιχώµατα. 

Α) Να αποδείξετε ότι στην θέση ισορροπίας η δύναµη που ασκεί το 

ελατήριο στην ράβδο είναι ίση µε το βάρος της ράβδου αυξηµένο κατά το ηµιάθροισµα των βαρών 

των δύο δίσκων. 

Β) Να αποδείξετε ότι οι δύο δίσκοι περιστρέφονται µε αντίθετες γωνιακές ταχύτητες  

Γ) Να αποδείξετε ότι η ράβδος θα εκτελέσει απλή αρµονική ταλάντωση της οποίας να βρείτε την περίοδο. 

∆) Να βρεθεί η ενέργεια που προσφέραµε για να ανεβάσουµε την ράβδο στην θέση µέγιστης 

αποµάκρυνσης 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας λεπτού οµογενούς κυλίνδρου µάζας  m και ακτίνας R ως προς άξονα κάθετο στο 

επίπεδό του διερχόµενο από το κέντρο του 21
I mR

2
=  

36)  Ιµάντας και κύλιση χωρίς ολίσθηση πάνω σ’ αυτόν 

Στο διπλανό σχήµα φαίνονται δύο δίσκοι µε  ακτίνες 

R1=0,6m και R2=0,3m αντίστοιχα, οι οποίοι 

συνδέονται µε ιµάντα, το οριζόντιο τµήµα του 

οποίου έχει µήκος 8m. Οι δίσκοι µπορούν να 

περιστρέφονται σε κατακόρυφο επίπεδο γύρω από 

ακλόνητο άξονα που διέρχεται από το κέντρο τους 

και είναι κάθετος 

στο επίπεδό τους και αρχικά είναι  ακίνητοι. Τη χρονική στιγµή t=0 προσδίδουµε στο δίσκο (1) σταθερή 

γωνιακή επιτάχυνση µέτρου α1,γ=5rad/s2, οπότε οι δύο δίσκοι ξεκινούν να περιστρέφονται δεξιόστροφα 

χωρίς ο ιµάντας να γλιστρά στην περιφέρειά τους. Να υπολογίσετε το µέτρο: 
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ϕ

α) της γωνιακής ταχύτητας του δίσκου (1) την χρονική στιγµή t1=2s 

β) της επιτρόχιας επιτάχυνσης των σηµείων της περιφέρειας του δίσκου (2) και το µέτρο της γωνιακής του 

επιτάχυνσης 

Την t=0 από σηµείο που βρίσκεται στην ίδια κατακόρυφο µε τον άξονα περιστροφής του δίσκου (1), 

τοποθετείται µικρός τροχός ακτίνας r=0,05m και µε τη δράση κατάλληλης δύναµης αποκτά σταθερή 

επιτάχυνση αcm µε φορά προς τα δεξιά  και σταθερή γωνιακή επιτάχυνση αγ=20rad/s2 έτσι ώστε ο τροχός να 

αρχίσει να κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει πάνω στον ιµάντα, χωρίς αυτός να λυγίζει. Να υπολογίσετε το: 

γ) το µέτρο της επιτάχυνσης του κέντρου µάζας του δίσκου. 

δ) την ταχύτητα ενός σηµείου της περιφέρειας  του τροχού που απέχει απόσταση 3R/2 από τον ιµάντα την 

χρονική στιγµή 1s. 

ε) την χρονική στιγµή που ο τροχός εγκαταλείπει τον ιµάντα.  

37) Γιο-γιο σε κεκλιµένο επίπεδο. 

Ο  αρχικά ακίνητος, οµογενής κύλινδρος του σχήµατος έχει µάζα 

10 kg και ακτίνα 0,2 m.  Έχει λεπτή εγκοπή βάθους 0,1 m έτσι 

ώστε νήµα αµελητέου πάχους  να τυλίγεται και να απέχει 0,1 m 

από το κέντρο του κυλίνδρου. 

Για την γωνία φ ξέρουµε ότι ηµφ = 0,6 και συνφ = 0,8. 

i) Ποια πρέπει να είναι η ελάχιστη τιµή του συντελεστή 

στατικής τριβής ώστε να ισορροπεί; 

ii)  Αν οι συντελεστές στατικής τριβής και τριβής ολίσθησης 

είναι και οι δύο 0,2 να υπολογισθούν η επιτάχυνση και η 

γωνιακή επιτάχυνση του κυλίνδρου.  

iii)  Ποια θα είναι η µετατόπιση του κυλίνδρου την στιγµή 2s , 

ποια η γωνιακή µετατόπιση του κυλίνδρου και πόσο νήµα θα έχει ξετυλιχθεί; 

iv) Την ίδια στιγµή βρείτε την µεταβολή της δυναµικής , την µεταβολή της κινητικής ενέργειας του 

κυλίνδρου και το έργο κάθε εµπλεκόµενης δύναµης. 

 

38) Τρία στερεά σε δύο ταλαντώσεις 

Τρία ίδιας µάζας Μ=3/14 Κg  και ίδιας ακτίνας στερεά σώµατα ,ένας 

λεπτός δίσκος, µία σφαίρα και ένα δαχτυλίδι µπορούν να κυλίονται 

χωρίς να ολισθαίνουν πάνω σε οριζόντιο επίπεδο. Το καθένα από τα 

παραπάνω σώµατα δένεται µε οριζόντιο ελατήριο σταθεράς 

Κ=120N/m µε το κέντρο του κάθε στερεού ενώ η άλλη άκρη του ελατηρίου είναι µόνιµα στερεωµένη. Το 

κάθε στερεό ισορροπεί και στο καθένα από αυτά και την στιγµή t=0 ασκούµε στο κέντρο του σταθερή 

οριζόντια δύναµη F=60N  έτσι ώστε το κάθε  ελατήριο να  µπορεί να επιµηκύνεται.  
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α) Να αποδειχθεί ότι το κέντρο µάζας του κάθε στερεού εκτελεί γ.α.τ.  καθώς και να βρεθεί πόσο θα  είναι 

τότε  το πλάτος ταλάντωσης του κέντρου µάζας του κάθε στερεού; 

β) Μετά από πόσο χρόνο πρέπει να καταργηθεί η  δύναµη στο καθένα από τα παραπάνω στερεά  έτσι ώστε 

να σταµατήσει η περιοδική κίνηση του κάθε στερεού. Ποιο  κέντρο µάζας  κάποιου από τα παραπάνω 

στερεά θα µπορούσε να σταµατήσει πρώτο;Σε πόσο χρόνο; 

γ)  Αν καταργηθεί η εξωτερική δύναµη θα συνεχίσει το κέντρο µάζας του κάθε στερεού να εκτελεί γ.α.τ.Σε 

ποια θέση σε σχέση µε το φυσικό µήκος του κάθε ελατηρίου  θα πρέπει  να καταργηθεί η κάθε δύναµη 

για ταλαντώνεται το σύστηµα µε την µέγιστη ενέργεια ταλάντωσης; 

∆ίνονται ο ροπές αδράνειας Ιδαχ=ΜR2  Iδισκ=0,5ΜR2 και Ισφ=0,4ΜR2. 

 

 

 

39) Πόση δύναµη πρέπει να ασκήσουµε; 

Αν η  τροχαλία έχει µάζα Μ ποια είναι η ελάχιστη δύναµη που πρέπει να 

ασκήσω ώστε να σηκωθεί µόνο το m2 ; 

Ποια είναι η ελάχιστη δύναµη που πρέπει να ασκήσω ώστε να σηκωθεί και 

το m1 ; 

Θεωρήσατε ότι m1 > m2.  

Η επιτάχυνση της βαρύτητας θεωρείται γνωστή. 

 

 

 

 

 

 

 

 

40) Μια περισσότερο ιδιόµορφη «κρούση». 

Πάνω σε λείο οριζόντιο επίπεδο ηρεµεί µια λεπτή σανίδα µάζας Μ. 

Εκτοξεύουµε  οριζόντια, από το άκρο της σανίδας, µια σφαίρα ίδιας µάζας 

Μ µε αρχική ταχύτητα υ0 και µε κινητική ενέργεια 36J, η οποία δεν 

περιστρέφεται. Παρατηρούµε ότι η σφαίρα αρχίζει να περιστρέφεται, ενώ ταυτόχρονα η σανίδα κινείται 

προς τα δεξιά επιταχυνόµενη για λίγο, ενώ στη συνέχεια τόσο η σφαίρα, όσο και η σανίδα κινούνται µε 

σταθερές ταχύτητες. 

i)  Μπορείτε να ερµηνεύσετε τις παραπάνω παρατηρήσεις; 

F
ur

1m
2m
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ii) Αποδείξτε ότι όταν τα σώµατα αποκτήσουν σταθερές ταχύτητες ισχύει υcm-ωR=υ1, όπου υcm η ταχύτητα 

του άξονα της σφαίρας, ω η γωνιακή της ταχύτητα και υ1 η ταχύτητα της σανίδας. 

iii) Ας πάρουµε ένα νοητό σταθερό οριζόντιο άξονα z, ο οποίος ταυτίζεται µε την αρχική θέση του άξονα 

περιστροφής της σφαίρας. Να κάνετε τη γραφική παράσταση της στροφορµής του συστήµατος σφαίρα-

σανίδα, ως προς τον άξονα z, σε συνάρτηση µε το χρόνο. 

iv)Να υπολογιστεί η µηχανική ενέργεια που µετατρέπεται σε θερµική εξαιτίας της τριβής που αναπτύχθηκε 

µεταξύ σφαίρας και σανίδας. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας της σφαίρας ως προς µια διάµετρό της Ι= 2/5 ΜR2. 

41) Κρούση-Dοppler  και ολίσθηση. 

Μία οµογενής σανίδα µάζας Μ=4kg και µήκους L βρίσκεται ακίνητη πάνω σε λείο οριζόντιο επίπεδο. Στο 

αριστερό άκρο της σανίδας, όπως φαίνεται στο σχήµα, βρίσκεται σώµα Σ2 µάζας m2=1kg, το οποίο φέρει 

δέκτη (∆) ηχητικών κυµάτων αµελητέας µάζας και είναι ελεύθερο να κινηθεί πάνω στη σανίδα, µε την οποία 

εµφανίζει συντελεστή τριβής ολίσθησης µ=0,4. Σε µεγάλη απόσταση από τη σανίδα και στην ίδια 

διεύθυνση µε το σώµα Σ2 βρίσκεται πηγή S εκποµπής ηχητικών κυµάτων συχνότητας fS=850Hz. Ένα 

δεύτερο σώµα Σ1 µάζας m1=0,5kg κινείται οριζόντια µε ταχύτητα µέτρου u1 και συγκρούεται κεντρικά 

και ελαστικά µε το σώµα Σ2 που βρίσκεται πάνω στη σανίδα, µε  αποτέλεσµα αµέσως µετά την κρούση, που 

λαµβάνεται ως t=0, να ενεργοποιηθεί ο δέκτης που φέρει το σώµα Σ2. Στο σχήµα (β) απεικονίζεται η 

µεταβολή των συχνότητας που καταγράφει ο δέκτης σε συνάρτηση µε το χρόνο.  

 

α) Να περιγράψετε την κίνηση του σώµατος Σ1 αµέσως µετά την κρούση 

Να υπολογίσετε: 

β) την ταχύτητα των σωµάτων Σ1 και Σ2 αµέσως µετά την κρούση. 

γ) τη συχνότητα fA που καταγράφει ο δέκτης από τη χρονική στιγµή t1 και µετά. 

 

 Σ2 Σ1 
S ∆ 

σχήµα (α) 

fA (Ηz) 

t (s) t1 0 
0 

875 

u1 

σχήµα (β) 
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δ) τον χρόνο εκποµπής των κυµάτων που εκπέµπει η πηγή και λαµβάνει ο δέκτης (∆) στο χρονικό 

διάστηµα που το σώµα Σ2 ολισθαίνει πάνω στη σανίδα. 

ε) το ελάχιστο µήκος της σανίδας L ώστε να µην το Σ2 να µην εγκαταλείψει την σανίδα κατά την κίνηση 

του µετά την κρούση 

στ) το έργο της τριβής ολίσθησης που δέχεται το σώµα Σ2, καθώς και το έργο της τριβής ολίσθησης που 

δέχεται η σανίδα σε όλη τη διάρκεια της κίνησης του σώµατος Σ2 πάνω σε αυτή 

ζ) την τιµή του συντελεστή τριβής ολίσθησης µεταξύ σώµατος Σ2 και σανίδας ώστε αµέσως µετά την 

κρούση ο δέκτης του Σ2 να καταγράφει συχνότητα που µειώνεται µε ρυθµό 5s-2
. 

∆ίνεται ότι το µέτρο της ταχύτητας διάδοσης του ήχου στον ακίνητο αέρα ισούται µε 340m/s και η 

επιτάχυνση της βαρύτητας g=10m/s2. 

42) Κρούση και στροφική κίνηση 

Η οµογενής ράβδος µήκους L µπορεί να στρέφεται χωρίς τριβές γύρω από σταθερό οριζόντιο άξονα κάθετο 

στο επίπεδο του σχήµατος ο οποίος διέρχεται από το σηµείο Ο. Αρχικά η ράβδος ισορροπεί κατακόρυφα 

χωρίς να αγγίζει το οριζόντιο δάπεδο. Το σώµα σχήµατος κύβου αφήνεται από την κορυφή της 

τεταρτοκυκλικής ράµπας ακτίνας R πάνω στην οποία ολισθαίνει χωρίς τριβές. Στο κατώτερο σηµείο της 

ράµπας το σώµα συγκρούεται ελαστικά µε το κάτω άκρο της ράβδου. Το βάρος του σώµατος είναι Β = 80N 

και είναι το ίδιο µε το βάρος της ράβδου. Η ακµή του κύβου είναι ασήµαντη σε σχέση µε το µήκος  της 

ράβδου και επίσης L = 3R . 

 

i) Βρείτε τη µέγιστη γωνία θ που σχηµατίζει η ράβδος µε την κατακόρυφη κατά την κίνηση της µετά την 

κρούση. 

ii)  Τι κατεύθυνση θα έχει η ταχύτητα του σώµατος αµέσως µετά την κρούση; 

iii)  Υπολογίστε τη δύναµη που ο άξονας ασκεί στη ράβδο τη στιγµή που αυτή βρίσκεται στη θέση 

µέγιστης γωνιακής αποµάκρυνσης από την κατακόρυφη.  

R 
R 

L 

O 

K 

θ 

L 
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∆ίδεται ότι η ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς τον άξονα που διέρχεται από το Ο είναι  (()) =
*

+
,-. 

όπου , η µάζα της ράβδου. 

43) Μια περιστροφή και µια α.α.τ. 

Η ράβδος ΑΓ έχει µήκος 3m, µάζα Μ=10kg και µπορεί να στρέφεται σε 

κατακόρυφο επίπεδο, αρθρωµένη στο άκρο της Α. Η ράβδος ισορροπεί 

οριζόντια, µε το άλλο της άκρο Γ, δεµένο µέσω κατακόρυφου νήµατος, µε 

σώµα Σ µάζας m=5kg, το οποίο ηρεµεί στο κάτω άκρο κατακόρυφου 

ελατηρίου. Το ελατήριο έχει φυσικό µήκος 1m και σταθερά 200Ν/m. 

i) Πόση δύναµη δέχεται η ράβδος στο σηµείο Α και πόσο είναι στην 

ισορροπία το µήκος του ελατηρίου; 

ii) Σε µια στιγµή t=0, κόβουµε το νήµα που συνδέει το σώµα Σ µε τη ράβδο, οπότε το Σ εκτελεί α.α.τ. ενώ 

η ράβδος στρέφεται γύρω από το άκρο της Α. Να βρείτε:  

α) Την ενέργεια ταλάντωσης του σώµατος Σ,  

β) Την αρχική επιτάχυνση (για t=0) τόσο του σώµατος Σ, όσο και του σηµείου Γ της ράβδου. 

γ) Την µέγιστη ταχύτητα του σώµατος Σ και την µέγιστη ταχύτητα του σηµείου Γ. 

∆ίνονται η ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς το κέντρο µάζας της Ιcm = ml2/12 , π2
≈10, g=10m/s2 ενώ δεν 

αναπτύσσονται τριβές στην άρθρωση στο άκρο Α κατά την πτώση της ράβδου. 

44) Μια σφαίρα που πήρε ανάποδες στροφές. 

Η σφαίρα του παρακάτω σχήµατος έχει ακτίνα R=0,2m και µάζα m=1kg.H σφαίρα την χρονική στιγµή t=0 

βάλλεται µε αρχική ταχύτητα υcm=10m/sec  και  ταυτόχρονα µε την βοήθεια στιγµιαίας εξωτερικής ροπής 

δίνεται στη σφαίρα κατάλληλη γωνιακή ταχύτητα έτσι ώστε το ανώτερο σηµείο της σφαίρας να έχει 

µηδενική ταχύτητα. Η σφαίρα κινείται πάνω σε λείο οριζόντιο επίπεδο µέχρι να συγκρουστεί µετωπικά 

ακαριαία  κεντρικά  και  ελαστικά µε κύβο ακµής α=0,4m και µάζας m=1Kg που είναι ακίνητος και δεµένος 

µε οριζόντιο ελατήριο σταθεράς Κ=π2
Ν/m. Αν η αρχική απόσταση  των κέντρων µάζας των δύο σωµάτων 

ήταν x=10,4m να βρεθούν:  

 

A)  O αριθµός των περιστροφών που  θα εκτελέσει η σφαίρα µέχρι να επιστέψει στην αρχική της θέση. 

Β)  Aν η σφαίρα τελικά κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει ή όχι 

Γ) Η γραφική παράσταση της γωνιακής ταχύτητας τη σφαίρας σε συνάρτηση µε το χρόνο καθώς η 

γραφική παράσταση της ταχύτητας του κέντρου µάζας της σφαίρας σαν συνάρτηση του χρόνου αν 

θετική φορά θεωρηθεί η αρχική φορά της ταχύτητας του κέντρου µάζας. 

 

45) Κρούσεις – ταλάντωση – περιστροφή  και στροφορµή. 
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∆υο όµοιες λεπτές ράβδοι ΑΒ, και ΒΓ  µάζας  M = 2m  

και µήκους ℓ = 0,5 m η κάθε µια,   συνδέονται µεταξύ 

τους µέσω άρθρωσης αµελητέας µάζας. 

Αρχικά και οι δυο ράβδοι κινούνται πάνω σε λείο  

οριζόντιο επίπεδο µε ταχύτητα V,  σχηµατίζοντας ευθεία 

γραµµή.  Κάποια χρονική στιγµή, ακινητοποιείται  

απότοµα η ράβδος ΑΒ, µε αποτέλεσµα η ΒΓ να αρχίσει να 

στρέφεται  χωρίς τριβές . Όταν η ΒΓ έχει στραφεί κατά  

π/2 ,   συγκρούεται µε το άκρο της Γ , ελαστικά,   µε σφαιρίδιο Σ1 αµελητέων διαστάσεων µάζας  m1 = 3m 

που ηρεµεί πάνω στο οριζόντιο επίπεδο. 

Το σφαιρίδιο Σ1  στη συνέχεια,   συγκρούεται µετωπικά και πλαστικά µε σφαιρίδιο Σ2  µάζας  m2 = m ,  που 

κινείται αντίθετα,  µε ταχύτητα µέτρου υ2 = 4m/s , δεµένο  στο δεξιό άκρο οριζόντιου ιδανικού ελατηρίου. 

Το άλλο άκρο του ελατηρίου είναι ακλόνητο,  το σφαιρίδιο Σ1 κινείται πριν την κρούση κατά µήκος του 

άξονα του ελατηρίου,  ενώ το Σ2  τη στιγµή της κρούσης  , t = 0 , περνά από τη θέση ισορροπίας του µε 

θετική ταχύτητα. 

Αν η εξίσωση αποµάκρυνσης - χρόνου για το συσσωµάτωµα που προκύπτει από την πλαστική κρούση, είναι 

( )x 2Aηµ πft π= + , όπου Α και f το πλάτος και η συχνότητα αντίστοιχα , της ταλάντωσης που εκτελούσε το 

Σ2 να υπολογίσετε: 

i) την ταχύτητα υ1 του σφαιριδίου Σ1 λίγο πριν την κρούση του µε το Σ2. 

ii) τη γωνιακή ταχύτητα της ράβδου λίγο πριν συγκρουστεί µε το σφαιρίδιο  Σ1 και αµέσως µετά. 

iii)  την  ταχύτητα V  

iv) Σε πόσο χρόνο µετά την ακινητοποίηση της ράβδου ΑΒ χτυπά η ΒΓ το σφαιρίδιο Σ1 . 

v)  Τη συνάρτηση  Σ(Β)L f (t)=  όπου  Σ(Β)L   η στιγµιαία τιµή της στροφορµής του συσσωµατώµατος Σ1-

Σ2 ως προς το σηµείο Β.   

vi)  Την τιµή του λ  στη σχέση   Σ(Β)dL dp
λ

dt dt
= ⋅ ,  όπου  

dp

dt
 
 
 

είναι η στιγµιαία  τιµή του ρυθµού 

µεταβολής της ορµής του συσσωµατώµατος. 

∆ίδονται m = 1kg , f = (10/π) Hz  , και η ροπή αδράνειας της ράβδου ΒΓ ως προς τον άξονα περιστροφής 

της 2
B

1
I M

3
= l . 

46)  Κρούση µιας σφαίρας µε κύβο. 

Από την κορυφή ενός λείου τεταρτοκυκλίου ακτίνας R=2,5m, 

αφήνεται να ολισθήσει µια σφαίρα Α µάζας Μ=0,3kg και 

ακτίνας r=5cm, η οποία φτάνει στο οριζόντιο επίπεδο µε 

ταχύτητα υ. Η σφαίρα παρουσιάζει µε το επίπεδο συντελεστές 

Σ2 Σ1 

Α Β Γ 

V 
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τριβής µ=µs=0,2 και αφού κινηθεί επί χρονικό διάστηµα ∆t=2s, συγκρούεται µετωπικά και ελαστικά µε 

ακίνητο κύβο ακµής α=0,1m και µάζας m=0,2kg.  

i)   Ποιο το µέτρο της ταχύτητας υ, µε την οποία αρχίζει να κινείται η σφαίρα στο οριζόντιο επίπεδο. 

ii)  Ποια η ταχύτητα της σφαίρας ελάχιστα πριν την κρούση. 

iii) Πόσο απέχει ο κύβος Β από την βάση του τεταρτοκυκλίου; 

iv) Με δεδοµένο ότι η δύναµη που ασκείται από τη σφαίρα στον κύβο στη διάρκεια της κρούσης είναι 

οριζόντια, να βρεθεί το % ποσοστό της κινητικής ενέργειας της σφαίρας, που µεταφέρεται στον κύβο. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας της σφαίρας ως προς µια διάµετρό της Ι=
5

2
R2 και g=10m/s2. 

47) Κίνηση δύο δίσκων σε επαφή. 

∆ύο οριζόντιοι δίσκοι Α και Β βρίσκονται σε επαφή, ενώ µπορούν να 

στρέφονται χωρίς τριβές γύρω από κατακόρυφο άξονα  z, ο οποίος περνά 

από τα κέντρα τους. Οι δίσκοι ηρεµούν. Γύρω από τον δίσκο Α τυλίγουµε 

ένα αβαρές νήµα, µέσω του οποίου, τη στιγµή t=0, του ασκούµε µια 

σταθερή οριζόντια δύναµη F=12Ν, προσδίδοντας σταθερή επιτάχυνση στο 

άκρο Ε του νήµατος, µέχρι τη στιγµή t1=2s, οπότε έχει ξετυλιχθεί νήµα 

µήκους x=4,8m. Ο  Β δίσκος «παρασύρεται» και περιστρέφεται από τη ροπή της τριβής που δέχεται από τον 

Α δίσκο.  Τη στιγµή t1 παύουµε την άσκηση της δύναµης. Για τους  δίσκους Α και Β δίνονται m1=8,5kg, 

m2=4kg, R1=0,8m και R2=0,6m αντίστοιχα, ενώ η ροπή αδράνειας ενός δίσκου, ως προς κάθετο άξονα που 

περνά από το κέντρο του Ι= ½ ΜR2.  

i)   Να βρεθεί η γωνιακή επιτάχυνση του Α δίσκου. 

ii)  Να υπολογιστεί η ροπή της τριβής που ασκήθηκε στον Α δίσκο από τον Β. 

iii) Ποια η γωνιακή ταχύτητα κάθε δίσκου τη στιγµή t1;  

iv) Να βρεθεί ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής κάθε δίσκου, αλλά και του συστήµατος των δύο 

δίσκων, ως προς τον άξονα z, τη χρονική στιγµή t=1s. 

v) Να υπολογισθεί η µηχανική ενέργεια που µετετράπη σε θερµική, εξαιτίας της τριβής που αναπτύχθηκε 

µεταξύ των δύο  δίσκων, µέχρι τη στιγµή t1. 

vi)  Να βρεθεί η τελική γωνιακή ταχύτητα των δίσκων.  

48) Μια ταλάντωση σώµατος σε πλάγια σανίδα. 

Η σανίδα του σχήµατος, µήκους 2m και µάζας Μ=4kg, έχει αρθρωθεί 

στο άκρο της Α, ενώ το άλλο της άκρο Β είναι δεµένο µε κατακόρυφο 

νήµα και ισορροπεί σχηµατίζοντας γωνία θ µε την οριζόντια διεύθυνση, 

όπου ηµθ=0,6. Πάνω στη σανίδα, δεµένο στο άκρο ελατηρίου σταθεράς 

k=20Ν/m, ο άξονας του οποίου είναι παράλληλος µε τη ράβδο, 

ισορροπεί ένα σώµα Σ, αµελητέων διαστάσεων, µάζας m=2kg. Η θέση 

ισορροπίας του σώµατος Σ είναι το µέσον Ο της σανίδας. 
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i)   Να βρεθεί το µέτρο της τάσης του νήµατος. 

ii)  Μετακινούµε το σώµα Σ, προς τα πάνω κατά µήκος της σανίδας, κατά 0,2m και σε µια στιγµή που 

θεωρούµε t=0, το αφήνουµε να κινηθεί. 

α)  Να αποδείξτε ότι η κίνηση του σώµατος είναι ΑΑΤ. 

β)  Θεωρώντας θετική την αρχική αποµάκρυνση, να γράψετε την εξίσωση της ταχύτητας του Σ σε 

συνάρτηση µε το χρόνο.  

γ)  Να βρεθεί η εξίσωση της τάσης του νήµατος σε συνάρτηση µε το χρόνο και να γίνει η γραφική της 

παράσταση. 

δ)  Να υπολογιστούν οι ρυθµοί µεταβολής της ορµής και της κινητικής ενέργειας του σώµατος Σ, τη 

χρονική στιγµή t1=0,5s. 

∆ίνονται π2
≈10 και g=10m/s2. 

49) Ισορροπία – περιστροφή – κρούση – ταλάντωση 

Μια λεπτή οµογενής ράβδος µήκους ℓ = 2R και µάζας  Μρ = 3m 

, έχει στο ένα της άκρο στερεωµένο σηµειακό σφαιρίδιο Σ1 

µάζας  m1 = m = (1/20) kg,  και είναι κολληµένη στο επίπεδο 

µιας τροχαλίας  Τ µάζας Μ = 4m και ακτίνας  R = (1/20) m , 

όπως φαίνεται στο σχήµα,  όπου Ο , είναι το κέντρο της 

τροχαλίας. Το σύστηµα των τριών αυτών σωµάτων , µπορεί να 

στρέφεται χωρίς τριβές , γύρω από οριζόντιο άξονα που είναι 

κάθετος στο κατακόρυφο επίπεδο της τροχαλίας,  και διέρχεται 

από το κέντρο της Ο. 

Αρχικά,  το σύστηµα ηρεµεί σε ισορροπία,  µε τη βοήθεια οριζόντιου αβαρούς και ανελαστικού  νήµατος 

ΑΒ,  που έχει το ένα του άκρο Α δεµένο στο ανώτερο σηµείο της τροχαλίας, και το άλλο Β,  σε κατακόρυφο 

τοίχο.  

Α. Να υπολογίσετε την τάση του νήµατος. 

Β. Κόβουµε το νήµα.  Να υπολογιστούν οι τιµές των παρακάτω µεγεθών αµέσως µετά το κόψιµο του 

νήµατος: 

Β1. γωνιακή επιτάχυνση του συστήµατος  

Β2. µέτρο  του ρυθµού  µεταβολής της στροφορµής του σφαιριδίου Σ1.  

Γ. Τη χρονική στιγµή που η ράβδος γίνεται οριζόντια,  το σφαιρίδιο Σ1 χτυπά πάνω σε σηµειακή σφαίρα  

Σ2  µάζας m2= 10m  που  ηρεµεί σε ισορροπία,  δεµένη στο πάνω άκρο κατακόρυφου ιδανικού 

ελατηρίου σταθεράς k = 200 N/m. Το κάτω άκρο του ελατηρίου είναι ακλόνητο. 

Αν η κρούση το συστήµατος µε τη σφαίρα  Σ2 είναι ελαστική ,  διαρκεί αµελητέο χρόνο,  και µετά απ’ 

αυτήν , η φορά περιστροφής του συστήµατος των τριών σωµάτων  αντιστρέφεται , να υπολογίσετε: 

Γ1. Τη γραµµική ταχύτητα του σφαιριδίου Σ1 ακριβώς πριν την κρούση. 

Γ2. Τη γραµµική ταχύτητα του σφαιριδίου Σ1  και την ταχύτητα της σφαίρας  Σ2 , αµέσως µετά την 

κρούση. 

Σ1 

Ο 

Τ 

x 

θ  R 

Α Β 

 k 

Σ2 



Υλικό Φυσικής-Χηµείας    Μηχανική Στερεού 

 www.ylikonet.gr 28

∆. Μετά την κρούση,  το σύστηµα των τριών σωµάτων συγκρατείται ακίνητο στην ανώτερη θέση που 

φτάνει, ενώ το σύστηµα ελατήριο - σφαίρα Σ2 , κάνει απλή αρµονική ταλάντωση , χωρίς αρχική φάση. 

Να υπολογίσετε: 

∆1. Την εξίσωση αποµάκρυνσης χρόνου για την ταλάντωση αυτή  

∆2, Τη  µεταβολή της στροφορµής της   σφαίρας Σ2 ως προς το Ο , από τη χρονική στιγµή  t = 0 µέχρι 

την  t = T/2 , όπου Τ η περίοδος  της ταλάντωσης.  

∆ίνονται  οι ροπές αδράνειας ως προς τον άξονα περιστροφής  της ράβδου Ιρ = Μρℓ²/3  και της τροχαλίας ΙΤ 

= ΜR²/2 , g = 10m/s²  και η γωνία θ =60ο.   

50) Επαναληπτική άσκηση στο στάσιµο κύµα; 

Μια οµογενής και λεπτή χορδή σταθερού πάχους µε σταθερά άκρα διεγείρεται οπότε δηµιουργείται πάνω 

της στάσιµο κύµα µε 4 δεσµούς (εκτός των δύο άκρων). Την t=0 που φαίνεται στο παρακάτω  στιγµιότυπο η 

κινητική ενέργεια κάθε ταλαντούµενου σηµείου της χορδής ισούται µε τα ¾ της ολικής ενέργειας 

ταλάντωσής του, ενώ µετά από χρονικό διάστηµα ∆t= s
30

1
 η κινητική ενέργεια του κάθε σηµείου 

µηδενίζεται για πρώτη φορά. Αν το µήκος της χορδής είναι L=1m να υπολογίσετε: 

 

α) την απόσταση ενός δεσµού από την µεθεπόµενη κοιλία 

β) το πλάτος ταλάντωσης των κοιλιών 

γ) την απόσταση ενός δεσµού από την µεθεπόµενη κοιλία όταν τα σηµεία της χορδής που ταλαντώνονται 

έχουν µηδενική κινητική ενέργεια 

δ) την συχνότητα µε την οποία ευθυγραµµίζονται µε τον ηµιάξονα Οx τα σηµεία της χορδής.  

Θεωρώντας ως x=0 τη θέση της 1ης κοιλίας (από το αριστερό άκρο της χορδής): 

ε) να γραφεί η εξίσωση του στάσιµου κύµατος 

στ) η διαφορά φάσης δύο σηµείων της χορδής που απέχουν από το άκρο Ο αποστάσεις 0,25m και 0,85m. 

ζ) Να σχεδιαστεί το στιγµιότυπο την χρονική στιγµές στιγµές t1= s
12

1
, t2= s

10

1
 και t3= s

15

2
  στο ίδιο 

σύστηµα αξόνων  

y (m) 

0 

0,2 

0 

−0,2 

x(m) 

t=0 
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η) την επί τοις % µεταβολή της συχνότητας ταλάντωσης της χορδής, ώστε ο αριθµός των δεσµών µεταξύ 

των άκρων να ελαττωθεί κατά ένας. 

51) Μη µετωπική πλαστική κρούση και ενέργειες. 

Το σώµα Α, µάζας m1=1kg ηρεµεί στο κάτω άκρο ενός ιδανικού 

ελατηρίου, σε επαφή µε το σώµα Β, µάζας m2=0,4kg που ηρεµεί 

σε λείο οριζόντιο επίπεδο, στη θέση Ο. Στη θέση αυτή δεν 

ασκείται δύναµη µεταξύ των δύο σωµάτων, ενώ το ελατήριο, 

σταθεράς k=40Ν/m, έχει µήκος 0,8m. Ανεβάζουµε το Α σώµα, 

κατακόρυφα κατά h=1/2π m και µετακινούµε το σώµα Β, προς 

τα αριστερά, κατά d. Σε µια στιγµή αφήνουµε το σώµα Α 

ελεύθερο, ενώ ταυτόχρονα εκτοξεύουµε µε κατάλληλη ταχύτητα υ0, το Β σώµα, προς την αρχική του θέση 

Ο. Τα δύο σώµατα συγκρούονται πλαστικά φτάνοντας στο Ο και κατόπιν το  συσσωµάτωµα συνεχίζει 

οριζόντια, φτάνοντας µέχρι το σηµείο Ρ, σε απόσταση (ΟΡ)=0,6m, όπου και σταµατά στιγµιαία, πριν  

κινηθεί ξανά προς το Ο. Τα δύο σώµατα θεωρούνται υλικά σηµεία αµελητέων διαστάσεων, ενώ π2
≈10 και 

g=10m/s2. 

i)   Να υπολογιστεί η κοινή ταχύτητα του συσσωµατώµατος αµέσως µετά την κρούση. 

ii)   Ποια η αρχική ταχύτητα υ0 του σώµατος Β και από ποια απόσταση d είχε εκτοξευθεί το Β σώµα; 

iii)  Να βρεθεί η µεταβολή της ορµής του σώµατος Α που οφείλεται στην κρούση. 

iv)  Αν είχαµε ανεβάσει το Α σώµα κατά h́ =2h= 1/π, πόσο θα έπρεπε να γινόταν η αρχική ταχύτητα του Β 

σώµατος, ώστε από την ίδια απόσταση d, να είχαµε ξανά παρόµοια κρούση;  

52) ∆ύο τρέχοντα κύµατα και η συµβολή τους. 

Κατά µήκος ενός γραµµικού ελαστικού µέσου, διαδίδονται δύο εγκάρσια κύµατα µε αντίθετες κατευθύνσεις. 

Τα κύµατα φτάνουν τη στιγµή t=0, σε ένα σηµείο του µέσου Σ, στη θέση xΣ=4m. Το σηµείο αυτό εξαιτίας 

κάθε κύµατος ξεκινά να ταλαντώνεται µε εξίσωση y=0,2·ηµπt  (S.Ι.). Αν η ταχύτητα διάδοσης των κυµάτων 

είναι υ=2m/s, ζητούνται: 

i)   Η περίοδος και το µήκος κύµατος κάθε κύµατος. 

ii)  Να βρεθούν οι εξισώσεις των δύο κυµάτων. 

iii) Να βρεθεί η εξίσωση του στάσιµου που προκύπτει από την συµβολή των δύο παραπάνω κυµάτων. 

iv) Πόσοι δεσµοί έχουν σχηµατιστεί πάνω στο µέσο τη χρονική στιγµή t1=1,5s; 

v)  Να σχεδιάστε τη µορφή του µέσου την στιγµή t1. 

vi) ∆ύο υλικά σηµεία Μ και Ν βρίσκονται δεξιά και αριστερά της θέσης x=7m και έχουν ίσες 

αποµακρύνσεις, από τη θέση ισορροπίας τους. Το σηµείο Μ είναι το πλησιέστερο στη θέση x=7m 

σηµείο µε την παραπάνω ιδιότητα. Ποιο υλικό σηµείο τη στιγµή t1 έχει: 

α) Μεγαλύτερη ταχύτητα ταλάντωσης. 

β) Μεγαλύτερη ενέργεια ταλάντωσης. 

53) Mέγιστη ταχύτητα και τη µέγιστη µετατόπιση. 

Ο Ο

υ0
→

d

h

Α

B
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Το ελατήριο του σχήµατος έχει σταθερά   k = 300 Ν/m. 

Η µάζα του οµογενούς κυλίνδρου είναι   2 kg. 

Η επιτάχυνση της βαρύτητας είναι  10 m/s2. 

Ο κύλινδρος αφήνεται  να κινηθεί από µια θέση στην 

οποία το ελατήριο έχει το φυσικό του µήκος. 

Ο συντελεστής τριβής είναι τόσος ώστε να εξασφαλίζεται 

κύλιση χωρίς ολίσθηση. 

i) Ποια είναι η µεγαλύτερη ταχύτητα που αποκτά; 

ii)  Ποια η µεγαλύτερη µετατόπισή του από την θέση 

που αφέθηκε; 

iii)  ∆εχόµενοι ότι κάνει αρµονική ταλάντωση υπολογίσατε την περίοδό της. 

54) Ταλάντωση- Κρούση- Στερεό 

Σώµα Σ µάζας m=1kg είναι δεµένο στο ένα άκρο 

οριζόντιου ιδανικού ελατηρίου σταθεράς 

k=400Ν/m, το άλλο άκρο του οποίου είναι 

στερεωµένο σε ακλόνητο σηµείο, όπως φαίνεται 

στο σχήµα. Το σώµα µε τη βοήθεια νήµατος 

ισορροπεί και η τάση του νήµατος έχει µέτρο 

200Ν. Κάποια στιγµή κόβουµε το νήµα και το 

σώµα αρχίζει να κινείται. . Όταν το σώµα διέρχεται 

από τη θέση φυσικού µήκους του ελατηρίου 

συγκρούεται ελαστικά µε το κάτω άκρο Κ λεπτής και οµογενούς ράβδου, το οποίο βρίσκεται στην 

διεύθυνση του άξονα του ελατηρίου. Η ράβδος µάζας Μ=2kg και µήκους L=1,2m έχει το άλλο άκρο της 

Ο στερεωµένο σε άρθρωση και µπορεί να περιστρέφεται σε κατακόρυφο επίπεδο χωρίς τριβές. 

Να υπολογίσετε: 

α) Να αποδειχθεί ότι το σώµα θα εκτελέσει Α.Α.Τ  και να υπολογίσετε το πλάτος της ταλάντωσης και την 

γωνιακή συχνότητα. 

β) Να υπολογίσετε την ταχύτητα του σώµατος Σ αµέσως µετά την κρούση 

γ) Να υπολογίσετε την γωνιακή ταχύτητα της ράβδου αµέσως µετά την κρούση. 

Για την ράβδο αµέσως µετά την κρούση, να υπολογίσετε: 

δ) το µέτρο της δύναµης από τον άξονα περιστροφής αµέσως µετά την κρούση 

ε) την µέγιστη τιµή του µέτρου του ρυθµού µεταβολής της γωνιακής της ταχύτητας 

στ) Να ελέγξετε εάν εκτελεί ανακύκλωση  

Για την ταλάντωση του σώµατος µετά την κρούση: 

 

(Ο) 

(Κ) 
Σ 

30o
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ζ) να γράψετε την χρονική εξίσωση αποµάκρυνσης θεωρώντας ως t=0 τη στιγµή της κρούσης και  θετική 

την φορά προς τα δεξιά. 

η) Για την χρονική στιγµή  
12
T

t = ,όπου Τ η περίοδος ταλάντωσης αµέσως µετά την κρούση, να 

υπολογίσετε: 

i) την στροφορµή του σώµατος Σ κατά τον άξονα περιστροφής της ράβδου  

ii) τον ρυθµό µεταβολής της στροφορµής του σώµατος Σ κατά τον άξονα περιστροφής της ράβδου  

iii) τον ρυθµό µεταβολής της δυναµικής ενέργειας ελατηρίου  

θ) την τιµή του λόγου 
M

m
, ώστε να µεταφερθεί στην ράβδο το 100% της κινητικής ενέργειας του 

σώµατος Σ πριν την κρούση. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς το άκρο Ο: Ι(Ο)=
2Μ

3

1
L  και η επιτάχυνση της βαρύτητας 

g=10m/s2. 

55) Ταλάντωση και δυο ελαστικές κρούσεις. 

Τα σώµατα Β και Γ, τα οποία θεωρούµε υλικά σηµεία, αµελητέων 

διαστάσεων, µε µάζες m1=1kg και m2=3kg ηρεµούν σε επαφή σε λείο 

οριζόντιο επίπεδο, ενώ το Β είναι δεµένο στο άκρο οριζόντιου 

ελατηρίου σταθεράς k=400Ν/m, όπως στο σχήµα. Μετακινούµε τα σώµατα προς τα αριστερά, συµπιέζοντας 

το ελατήριο κατά 0,4m και τη στιγµή t0=0, αφήνουµε ελεύθερο το σύστηµα να κινηθεί. 

i)   Ποια η αρχική επιτάχυνση που θα αποκτήσουν τα σώµατα και ποιο το µέτρο της δύναµης που ασκεί το 

Β στο Γ σώµα; 

ii)  Ποια χρονική στιγµή τα δυο σώµατα θα χάσουν την επαφή; 

iii) Το σώµα Γ αφού συγκρουστεί ελαστικά µε τον κατακόρυφο τοίχο, ξανασυγκρούεται ελαστικά µε το 

σώµα Α τη στιγµή t2= 3π/20s. Ποια η αρχική απόσταση d του σώµατος Γ από τον τοίχο;  

iv) Να παρασταθεί γραφικά η ενέργεια ταλάντωσης του σώµατος Β σε συνάρτηση µε το χρόνο, µέχρι τη 

χρονική στιγµή t3=π/5s. 

56) Μια κρούση σώµατος µε οριζόντιο κυκλικό τραπέζι. 

Ένα τραπέζι σχήµατος δίσκου, µάζας Μ=19,5kg και ακτίνας R=0,4m 

στρέφεται γύρω από σταθερό άξονα z, ο οποίος περνά από το κέντρο 

του Ο, όπως στο διπλανό σχήµα, µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα. Πάνω 

από το τραπέζι συγκρατείται ένα σώµα Σ, αµελητέων διαστάσεων, 

µάζας m=1kg, το οποίο είναι δεµένο στο άκρο κατακόρυφου ελατηρίου 

σταθεράς k=100Ν/m και φυσικού µήκους ℓ0=0,2m. Το ελατήριο 

κρέµεται από σηµείο Κ, το οποίο απέχει 0,3m από το τραπέζι, ο άξονάς 

του απέχει 0,2m από τον άξονα z και στη θέση αυτή έχει το φυσικό 

B Γk
d
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µήκος του. Αφήνουµε το σώµα τη στιγµή t0=0, να κινηθεί και προσκολλάται στο τραπέζι. Αν αµέσως µετά 

την κρούση το σώµα Σ έχει ταχύτητα υ1=0,6m/s, ζητούνται: 

i)   Η επιτάχυνση και η ταχύτητα του σώµατος Σ, ελάχιστα πριν την κρούση. 

ii) Η µεταβολή της ορµής του σώµατος Σ που οφείλεται στην πλαστική του κρούση µε το τραπέζι. Ποια η 

αντίστοιχη µεταβολή της στροφορµής του ως προς (κατά) τον άξονα z; 

iii) Να βρεθεί η κινητική ενέργεια του σώµατος Σ, τη στιγµή που θα έχει εκτελέσει µισή περιστροφή.  

iv) Η γωνία κατά την οποία στρέφεται το τραπέζι από τη στιγµή t0=0, µέχρι τη στιγµή της κρούσης. 

∆ίνεται ότι παρόλη την κρούση το τραπέζι δεν παύει να στρέφεται γύρω από τον ίδιο κατακόρυφο άξονα z 

χωρίς να «παλαντζάρει», η ροπή αδράνειάς του ως προς τον άξονα z  Ι= ½ ΜR2 και g=10m/s2. 

57) Κίνηση κυλίνδρου σε λείο επίπεδο µε χρήση αβαρούς 

τροχαλίας. 

Γύρω από έναν κύλινδρο µάζας Μ=26,4kg και ακτίνας R=1m έχουµε 

τυλίξει ένα αβαρές νήµα, το οποίο αφού περάσει από µια αβαρή τροχαλία, 

στο άλλο του άκρο κρέµεται ένα σώµα Σ µάζας m=10/9 kg. Ο κύλινδρος 

συγκρατείται ακίνητος σε λείο οριζόντιο επίπεδο και το νήµα σχηµατίζει 

γωνία θ µε την οριζόντια διεύθυνση, όπου ηµθ=0,6 (συνθ=0,8). Σε µια στιγµή αφήνουµε το σύστηµα 

ελεύθερο να κινηθεί. Η τροχαλία έχει ακτίνα r=0,1m και το κέντρο της Κ απέχει 1m από το οριζόντιο 

επίπεδο, όπως φαίνεται και στο σχήµα.  

i)  Να εξηγείστε γιατί ο κύλινδρος θα εκτελέσει σύνθετη κίνηση. Να εξετάσετε αν πρόκειται: 

α)  να ολισθήσει, β) να κυλήσει  γ) να «σπινάρει» 

ii) Να βρείτε µια σχέση που να συνδέει την αρχική επιτάχυνση του άξονα Ο του κυλίνδρου µε την 

επιτάχυνση του σώµατος Σ. 

iii)  Να υπολογίσετε την αρχική επιτάχυνση του σώµατος Σ. 

iv) Να βρεθεί ο αρχικός ρυθµός µεταβολής της στροφορµής: 

α) Του κυλίνδρου ως προς τον άξονα περιστροφής  του. 

β) Του συστήµατος κύλινδρος-σώµα Σ, ως προς το άξονα περιστροφής της τροχαλίας. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας του κυλίνδρου ως προς τον άξονα περιστροφής του Ι= ½ ΜR2 και g=10m/s2. 

58) Μια σανίδα σε παγωµένη λίµνη. 

Σε µια παγωµένη λίµνη ηρεµεί µια σανίδα µήκους ℓ=6m και µάζας 8kg. Σε 

µια στιγµή, t=0, ασκούµε πάνω της δυο οριζόντιες παράλληλες σταθερού 

µέτρου δυνάµεις F1=F2=12π Ν, όπως στο σχήµα, όπου (ΜΒ)= 1,5m, οι 

οποίες παραµένουν συνεχώς κάθετες στη σανίδα. 

i) Η σανίδα θα περιστραφεί οριζόντια γύρω από κατακόρυφο άξονα, ο οποίος περνά από το: 

α) Το άκρο Α, β) Το µέσον της Ο,    γ) Το µέσον της ΜΒ. 

ii)  Να βρείτε τις ταχύτητες (µέτρο και κατεύθυνση) του µέσου Ο και του άκρου Β τη στιγµή t1=2s. 

iii) Για τη στιγµή t1 να βρεθούν: 
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 α) Η στροφορµή της σανίδας και ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής της, ως προς κατακόρυφο άξονα 

που περνά από το µέσον της Ο. 

 β) Η κινητική ενέργεια και ο ρυθµός µεταβολής της κινητικής ενέργειας της σανίδας. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας µιας οµογενούς ράβδου, ως προς κάθετο άξονα που περνά από το µέσον της  

2

12

1
lMI = . 

59) Ακροβατώντας µεταξύ ενιαίου στερεού και ράβδων. 

∆ιαθέτουµε τρεις όµοιες οµογενείς ράβδους µάζας m=3kg και µήκους ℓ=4/3m η καθεµιά. 

Τις ενώνουµε στα άκρα, σχηµατίζοντας ένα ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ (στερεό S). Το 

στερεό S, µπορεί να στρέφεται, χωρίς τριβές, γύρω από σταθερό οριζόντιο άξονα, ο 

οποίος περνά από την κορυφή Α, ισορροπεί δε σε θέση όπου η πλευρά ΑΓ είναι 

κατακόρυφη, δεµένο µε κατακόρυφο νήµα στην κορυφή Β. Το άλλο άκρο του νήµατος 

είναι δεµένο στο υλικό σηµείο Σ, το οποίο ηρεµεί στο κάτω άκρο κατακόρυφου 

ελατηρίου, σταθεράς k=100Ν/m, όπως στο σχήµα. 

i)  Να βρεθεί η τάση του νήµατος µεταξύ της κορυφής Β και σώµατος Σ. 

Σε µια στιγµή κόβουµε το νήµα. 

    ii) Να υπολογίστε τη ροπή αδράνειας  του στερεού S ως προς τον άξονα περιστροφής του. 

iii) Να υπολογίστε τις αρχικές επιταχύνσεις της κορυφής Β και του µέσου Μ της πλευράς ΒΓ. Να 

σχεδιάστε στο σχήµα τις παραπάνω επιταχύνσεις. 

iv) Να βρεθούν οι ρυθµοί µεταβολής της στροφορµής των ράβδων ΑΓ και ΒΓ, αµέσως µετά το κόψιµο του 

νήµατος. 

v)  Να βρεθεί η µέγιστη κινητική ενέργεια του στερεού S. 

vi) Να υπολογιστεί η µέγιστη κινητική ενέργεια του σώµατος Σ. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας µιας ράβδου ως προς κάθετο άξονα που περνά από το µέσον της 2

12

1
lmI cm =  

και g=10m/s2. 

60) Και αν σπάσει ο άξονας; 

 Μια µη οµογενής ράβδος µήκους ℓ=4m και µάζας 6kg, µπορεί να 

στρέφεται γύρω από οριζόντιο άξονα, ο οποίος διέρχεται από το άκρο της 

Α. Στο άλλο άκρο της έχει δεθεί ένα σώµα Σ, που θεωρείται υλικό σηµείο 

µάζας m=4kg. Έτσι έχουµε δηµιουργήσει ένα στερεό S, µε κέντρο µάζας 

Κ, όπου (ΚΒ)=1m. Φέρνουµε το στερεό σε οριζόντια θέση, όπως στο 

σχήµα και σε µια στιγµή το αφήνουµε να κινηθεί, οπότε η αρχική επιτάχυνση του σώµατος Σ είναι 

α0=12m/s2.  Το στερεό δεν παρουσιάζει τριβές µε τον άξονα, ενώ g=10m/s2. 

i)  Να βρεθεί η ροπή αδράνειας του στερεού S, ως προς τον άξονα περιστροφής του. 

Α B
Κ

θ
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Μετά από λίγο, η ράβδος σχηµατίζει γωνία θ=30° µε την οριζόντια διεύθυνση. Για την θέση αυτή, να 

βρεθούν: 

ii)   Ο ρυθµός µεταβολής της κινητικής ενέργειας του στερεού S 

iii)  Η στροφορµή και ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής του στερεού S, ως προς τον άξονα 

περιστροφής του. 

iv)  Η στροφορµή και ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής της ράβδου, ως προς τον άξονα περιστροφής. 

v)  Στην παραπάνω θέση, σπάει ο άξονας περιστροφής, οπότε το στερεό πέφτει ελεύθερα και κτυπάει στο 

έδαφος µε το άκρο του Β και µε τη ράβδο κατακόρυφη, χωρίς να έχει ολοκληρώσει µια περιστροφή. 

Πόσο χρόνο διαρκεί η ελεύθερη πτώση του στερεού; 

 

 

 

 


