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Ράβδος και δακτυλίδι.
 

Μία λεπτή οµογενής ράβδος µήκους ℓ και µάζας Μ = 3m 

ισορροπεί οριζόντια, µε την βοήθεια κατακόρυφου
 
 νήµατος στο 

ένα άκρο της και έχει το άλλο άκρο της στερεωµένο σε ακλόνητη 

άρθρωση.  Περνάµε ένα δακτυλίδι µάζας m κατά µήκος του 

άξονα της ράβδου το οποίο µπορεί να κινείται (πάνω στον άξονα) χωρίς τριβές. Κόβουµε κάποια στιγµή το 

νήµα και το δακτυλίδι αρχίζει να αποµακρύνεται από την ράβδο και κάποια στιγµή την εγκαταλείπει. 

Α. Σε ποια απόσταση από την άρθρωση πρέπει να τοποθετήσουµε το δακτυλίδι ώστε την στιγµή που 

κόβουµε το νήµα να µην δεχθεί δύναµη από την ράβδο. 
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Β. Το δακτυλίδι εγκαταλείπει την ράβδο όταν αυτή σχηµατίζει 

γωνία φ µε την οριζόντια διεύθυνση. Αν είχαµε στερεωµένο το 

δακτυλίδι στην θέση που βρήκαµε στο προηγούµενο ερώτηµα 

και αφήναµε το σύστηµα ελεύθερο να περιστραφεί, στην ίδια 

θέση (ίδια γωνία φ) το σύστηµα θα έχει αποκτήσει γωνιακή ταχύτητα µέτρου ω2 που σε σχέση µε την αρχική 

ισχύει:  

α. ω2 < ω1  β. ω2 = ω1   γ. ω2 > ω1 

Γ. Την στιγµή της εγκατάλειψης η ταχύτητα του δακτυλιδιού είναι η:  
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∆. Για την παραπάνω γωνία φ ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής 

του δακτυλιδιού όταν αυτό είναι στερεωµένο στο άκρο της ράβδου είναι: 
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Να αιτιολογήσετε όλες τις απαντήσεις σας. 

∆ίνεται για την ράβδο η ροπή αδράνειας ως προς τον άξονα περιστροφής της 21
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Λύση 

Α. Την στιγµή της εκκίνησης ισχύει για το δακτυλίδι: 

2
w mgx mxδακ γ δακ γ γΣτ = Ι α ⇒ τ = Ι α ⇒ = α ⇒

γ

g
α =

x
  

Ενώ για το σύστηµα ισχύει:  

2 2
2 21 g 1 1

Mg mgx ( M mx ) M mx M mx M M
2 3 x 2 3 x 2 3 xολ γΣτ = Ι α ⇒ + = + ⇒ + = + ⇒ = ⇒
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Άρα σωστή απάντηση η γ. 

Β. Για το ελεύθερο δακτυλίδι την στιγµή της εγκατάλειψης 

ισχύει: Wτελ αρχΚ −Κ = Σ ⇒  

2 2 2
1

1 1 1
m g mg

2 3 2 2
Μ ω + υ =Μ ηµϕ+ ηµϕ⇒
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2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 x y 1 x 1

1 1 1 1 1 1 1
m m 2,5mg ( ) 2,5g 2,5g
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ω + υ = ηµϕ⇒ ω + υ + υ = ηµϕ⇒ ω + υ + ω = ηµϕ⇒l l l l
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όπου υx η ακτινική συνιστώσα και υy η κάθετη στη ράβδο. 

Αν το δακτυλίδι είναι ακλόνητο πάνω στη ράβδο ισχύει: 
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1 1 4 2 1 13 13mg
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ηµϕ 
Κ −Κ = Σ ⇒ Μ + ω =Μ ηµϕ+ ηµϕ⇒ ω = ⇒ 

 

l
l l l l  

2

3gηµφ
ω =

l
 

Άρα σωστή απάντηση η γ. 

Γ. Την στιγµή εγκατάλειψης της ράβδου το δακτυλίδι έχει µία ταχύτητα η οποία είναι παράλληλη στον 

άξονα της ράβδου και µία γραµµική ταχύτητα που είναι κάθετη στον άξονα της ράβδου, έτσι η ταχύτητα του 

δακτυλιδιού την στιγµή της αποχώρησης είναι η 2υ
r

. 

Άρα σωστή απάντηση η β. 
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∆. Στην διπλανή εικόνα έχουν σχεδιαστεί οι δυνάµεις όταν η ράβδος 

σχηµατίζει γωνία φ µε την οριζόντια (δεν έχει σχεδιαστεί η δύναµη 

από την άρθρωση). 

Ισχύει:  

2 21 5
Mg mg m mg 2m

2 3 2συστ γ γ γ
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Στ = Ι α ⇒ συνϕ+ συνϕ = Μ + α ⇒ συνϕ = α ⇒ 

 
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Για τον ρυθµό µεταβολής της στροφορµής του δακτυλιδιού έχουµε: 

2dL 5g
m

dt 4εξ δακ γ
δακ

συνϕ
= Στ = Ι α = ⇒

δακ
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= mg συνφ
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Άρα σωστή απάντηση είναι η α. 

Παρατήρηση: 1. Το κλασικό λάθος που γίνεται εδώ 

είναι ότι θεωρούµε, το βάρος στο δακτυλίδι ως 

µοναδική δύναµη που δέχεται το δακτυλίδι και 

ξεχνάµε την δύναµη από την ράβδο. 

Αυτή µπορεί να υπολογιστεί και είναι: 

 

 

yy

dL 5
mg mg F
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1

F = mgσυνφ
4

l l l  

και φορά ίδια µ’ αυτή του βάρους. 

Η συνιστώσα της F
r

 κατά µήκος της ράβδου µπορεί να βρεθεί από την συνθήκη της κεντροµόλου δύναµης 

έτσι έχουµε:  

2
2
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F F F mg F mg m F mg mδακ
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Οπότε: 
2

2 2 2
x yF F F mg (3,5 )

16

συν ϕ
= + = συνϕ +    µε διεύθυνση που σχηµατίζει γωνία: 
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2. Ας δούµε τώρα την περίπτωση που το δακτυλίδι είναι στερεωµένο στην απόσταση x. 

Για το σύστηµα ισχύει:  

2
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και για τον δακτυλίδι:  y y
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Η συνιστώσα της F
r

 κατά µήκος της ράβδου µπορεί να βρεθεί από την συνθήκη της κεντροµόλου δύναµης 

έτσι έχουµε:  
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∆ηλαδή σε κάθε θέση υπάρχει µόνο ακτινική συνιστώσα!!! 

 
Επιµέλεια 

Βασίλης ∆ουκατζής 

 

 


