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Ροπή του  ζεύγους δυνάµεων. 

Ή πώς φρενάρει το αυτοκίνητο 

Μια σφαίρα µάζας 10kg και ακτίνας 0,2m, κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει σε ορι-

ζόντιο επίπεδο µε ταχύτητα κέντρου µάζας υcm=10m/s. Σε µια στιγµή ασκούµε 

πάνω της µια σταθερή ροπή, ενός ζεύγους δυνάµεων, οπότε η σφαίρα σταµατά 

σε απόσταση x=7m, χωρίς να ολισθήσει στη διάρκεια του φρεναρίσµατος.  

i) Να σχεδιάστε ένα σχήµα στο οποίο να φαίνονται οι ασκούµενες στη σφαίρα 

δυνάµεις. 

ii)  Να υπολογιστεί το µέτρο της ασκούµενης ροπής. 

iii)  Πόσο είναι το µέτρο της ασκούµενης τριβής; 

iv) Ποιος ο ελάχιστος συντελεστής της στατικής οριακής τριβής, ώστε να µην ολισθήσει η σφαίρα; 

∆ίνεται g=10m/s2 ενώ η ροπή αδράνειας της σφαίρας δίνεται από τη σχέση 22
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Απάντηση: 

i) Αφού στη διάρκεια της επιβράδυνσης της σφαίρας δεν υπάρχει ολίσθηση, η 

ασκούµενη τριβή, είναι στατική και είναι η δύναµη που µειώνει την ταχύτη-

τα της µεταφορικής κίνησης. Αυτό συµβαίνει γιατί η συνισταµένη του ζεύ-

γους είναι µηδενική και άρα δεν υπάρχει άλλη δύναµη να επιβραδύνει την 

σφαίρα. Στο παρακάτω σχήµα φαίνονται οι ασκούµενες δυνάµεις στη σφαί-

ρα (το ζεύγος εδώ παριστάνεται µε τις άγνωστες δυνάµεις F1 και F2, οι ο-

ποίες όµως δεν µας ενδιαφέρουν, αφού το µόνο που έχει αξία είναι η ροπή 

του ζεύγους). 

Να σηµειωθεί ότι η γωνιακή επιτάχυνση θα έχει την φορά της ασκούµενης συνολικής ροπής, κάθετης 

στο επίπεδο του σχήµατος µε φορά προς τα έξω, ώστε να µειώνεται η γωνιακή ταχύτητα της σφαίρας.  

ii)  Για την µεταφορική κίνηση της σφαίρας και αναφερόµενοι στα µέτρα, έχουµε: 

ΣFx= mαcm →  Τ= mαcm (1) 

Αντίστοιχα για την περιστροφική κίνηση θα έχουµε: 

Στ= Ι·αγων → τ-Τ·R = γων

2 amR
5

2
⋅ → 

γωνmRa
5

2
T

R

τ
=−  

και αφού η σφαίρα κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει αcm=αγων·R και η παραπάνω εξίσωση δίνει: 
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Με πρόσθεση των (1) και (2) παίρνουµε: 
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Το ζεύγος ασκεί σταθερή ροπή, συνεπώς και η επιτάχυνση του κέντρου Ο της σφαίρας είναι σταθερού 

µέτρου και η µεταφορική κίνηση είναι ευθύγραµµη οµαλά επιβραδυνόµενη, για την οποία έχουµε: 

υ= υ0-αcmt   (4)  και  x= υ0t- ½ αcm·t2  (5) 

Τη στιγµή που µηδενίζεται η ταχύτητα του κέντρου µάζας υ=0 και µε απαλοιφή του χρόνου µεταξύ των 

(4) και (5) παίρνουµε: 
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Οπότε από την σχέση (3) έχουµε: 

cmmRa
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iii)  Με αντικατάσταση στην (1) βρίσκουµε την ασκούµενη τριβή: 

Τ= mαcm= 10· N
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iv) Για να µην ολισθήσει η σφαίρα θα πρέπει η ασκούµενη τριβή να είναι στατική. ∆ηλαδή θα πρέπει να 

ισχύει: 

ΤP Τορ→  Nµ
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