
Υλικό Φυσικής – Χηµείας Μηχανική στερεού 

 

 www.ylikonet.gr 1

3.5. Έργο – Ενέργεια. 

3.5.1. Έργο δύναµης- ροπής και Κινητική Ενέργεια. 

Το οµοαξονικό σύστηµα των δύο κυλίνδρων µε ακτίνες R1=0,1m και R2=0,5m 

ηρεµεί σε οριζόντιο επίπεδο. Τυλίγουµε γύρω από τον κύλινδρο ακτίνας R1 ένα 

αβαρές νήµα, ασκώντας στο άκρο του Α οριζόντια δύναµη F=40Ν. Το σύστηµα 

αρχίζει να κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει. Για µετακίνηση κατά x=10m του άξονα 

των κυλίνδρων, να βρεθούν: 

i) Το έργο της δύναµης F. 

ii)  Η κινητική ενέργεια του συστήµατος των δύο κυλίνδρων. 

3.5.2. Έργο και ισχύς κατά την περιστροφή 

Η οµογενής οριζόντια ράβδος ΑΒ µήκους λ=2m και µάζας 6kg, µπορεί να 

στρέφεται γύρω από κατακόρυφο άξονα που διέρχεται από το άκρο της Α. 

Στο άκρο της Β ασκείται οριζόντια δύναµη σταθερού µέτρου F=10Ν, που 

είναι διαρκώς κάθετη στη ράβδο. Η ράβδος είναι αρχικά ακίνητη και η ροπή 

αδράνειας της ράβδου ως προς το άκρο Α, Ι= 
1

3
mℓ

2. 

i) Πόσο είναι το έργο της δύναµης στη διάρκεια της πρώτης και στη διάρκεια της δεύτερης 

περιστροφής. 

ii)  Για το τέλος της πρώτης και δεύτερης περιστροφής, να βρεθούν: 

a)   η γωνιακή ταχύτητα της ράβδου, 

b)   ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής, 

c)   η ισχύς της δύναµης F 

3.5.3. Εφαρµογή του ΘΜΚΕ και της Α∆ΜΕ  

Ένας κύλινδρος µάζας 30kg και ακτίνας R=0,4m αρχίζει να ανεβαίνει σε κεκλιµένο επίπεδο κλίσεως θ =30°. 

Ο κύλινδρος κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει, έχοντας αρχική ταχύτητα υ0=10m/s. Να βρεθεί η ταχύτητα του 

άξονα του κυλίνδρου µετά από µετατόπιση κατά x=15m.  

∆ίνεται η ροπή αδράνειας του κυλίνδρου ως προς τον άξονα περιστροφής του Ι= ½ mR2 και  g=10m/s2. 

3.5.4. Έργο µιας µη σταθερής ροπής. 

Ένας κυκλικός δίσκος ακτίνας R=0,5m και µάζας m=4kg µπορεί να 

στρέφεται γύρω από σταθερό οριζόντιο άξονα που περνά από το κέντρο του 

Ο.  

Σε µια στιγµή ασκείται πάνω του µια σταθερή δύναµη F=18Ν, η οποία 

ασκείται σε σταθερό σηµείο Α, όπως στο σχήµα. Να βρεθεί η γωνιακή ταχύτητα του δίσκου, τη στιγµή που 

έχει στραφεί κατά γωνία 90°. 
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∆ίνεται η ροπή αδράνειας του δίσκου ως προς τον άξονα περιστροφής του Ι= ½ mR2. 

3.5.5. Κινητική ενέργεια στερεού.  

Μια σφαίρα µάζας Μ και ακτίνας R είναι προσδεδεµένη µε ράβδο 

µήκους ℓ και µάζας m, όπως στο σχήµα (η σφαίρα έχει τρυπηθεί 

και το άκρο της ράβδου φτάνει στο κέντρο της σφαίρας Κ), 

έχοντας έτσι δηµιουργήσει ένα στερεό Π.  Το στερεό αυτό 

στρέφεται σε οριζόντιο επίπεδο γύρω από κατακόρυφο άξονα που 

περνά από το άκρο Ο της ράβδου µε γωνιακή ταχύτητα ω. 

i)   Να υπολογιστεί η κινητική ενέργεια του στερεού Π. 

ii)   Να υπολογιστεί η παραπάνω ενέργεια στις εξής περιπτώσεις: 

α)  m→0 

β) m→0 και R→0 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας µιας σφαίρας ως προς µια διάµετρό της Ιcm= 
5

2
 MR2 και η αντίστοιχη της ράβδου 

ως προς άξονα κάθετο προς αυτήν που περνά από το µέσον της Ι1= 
12

1
 mℓ

2. 

3.5.6. Ισχύς ροπής και Κινητική ενέργεια 

Ένας δίσκος ακτίνας R=0,5m στρέφεται γύρω από σταθερό κατακόρυφο άξονα µε γωνιακή ταχύτητα ω0. Για 

t=0 δέχεται την επίδραση δύναµης σταθερού µέτρου F=1Ν εφαπτόµενης στο δίσκο. Η ισχύς της δύναµης 

δίνεται στο διάγραµµα. 

 

i) Να υπολογίστε το έργο της δύναµης από 0-5s. 

ii)  Να βρείτε την γωνιακή επιτάχυνση του δίσκου. 

iii)  Πόση είναι η τελική κινητική ενέργεια του δίσκου; 

3.5.7. Περιστροφή ενός δίσκου από δύο ροπές. 

Ένας οριζόντιος δίσκος ακτίνας 2m και µάζας 314kg µπορεί να 

στρέφεται γύρω από κατακόρυφο άξονα που περνά από το κέντρο του 

Ο, χωρίς τριβές. Σε µια στιγµή ασκούνται πάνω του δύο οριζόντιες ίσες 

δυνάµεις, µέτρου F=40Ν, όπως  στο σχήµα, όπου η F1 δρα πάντα 

εφαπτοµενικά, ενώ η F2 είναι πάντα παράλληλη προς την F1 και το 

σηµείο εφαρµογής της είναι πάνω στην ίδια διάµετρο µε το σηµείο 
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εφαρµογής της F1. Τη χρονική στιγµή t1 που ο δίσκος ολοκληρώνει 5 περιστροφές έχει γωνιακή ταχύτητα 

ω=2rad/s. 

i) Ποια η απόσταση του σηµείου εφαρµογής της δύναµης F2 από τον άξονα περιστροφής; 

ii)  Για τη στιγµή t1 να βρεθούν: 

α)  Η ισχύς της δύναµης F1. 

β)  Ο ρυθµός µεταβολής της κινητικής ενέργειας του δίσκου. 

iii)   Τη στιγµή t1 καταργείται η δύναµη F1. 

α)  Ποια η ισχύς της δύναµης F2 αµέσως µετά; 

β)  Ποιος ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής ως προς τον άξονα περιστροφής του τη στιγµή t1+2s και 

ποια η στροφορµή του δίσκου τη στιγµή αυτή; 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας του  δίσκου ως προς τον άξονα περιστροφής του Ι= ½ ΜR2. 

3.5.8. Κύλινδρος και δοκός σε κίνηση. 

Στο σχήµα ένας κύλινδρος µάζας m ηρεµεί σε οριζόντιο επίπεδο. 

Τοποθετούµε πάνω του µια δοκό µάζας m1=10m και ασκούµε πάνω της µια 

κατάλληλη δύναµη F, ώστε η δοκός να παραµένει οριζόντια όπως στο 

σχήµα.  

Αν ο κύλινδρος δεν ολισθαίνει ούτε ως προς το επίπεδο, ούτε ως προς την 

δοκό: 

i) Να σχεδιάστε τις δυνάµεις που ασκούνται στον κύλινδρο. 

ii)  Αν κάποια στιγµή η δοκός έχει ταχύτητα υ1=0,6m/s ποια η ταχύτητα του άξονα περιστροφής του 

κυλίνδρου; 

iii)  Αν κάποια στιγµή t1 η κινητική ενέργεια του κυλίνδρου είναι ίση µε 3J, πόση είναι τη στιγµή αυτή η 

κινητική ενέργεια της δοκού; 

iv) Υπολογίστε το έργο της δύναµης F, µέχρι τη στιγµή t1. 

∆ίνεται για τον κύλινδρο Ι= ½ mR2. 

3.5.9. Έργο στατικής τριβής   

Σε ένα πλάγιο επίπεδο γωνίας κλίσης φ αφήνεται από ύψος h, ένα στερεό σώµα µε κατανοµή µάζας 

συµµετρική ως προς το κέντρο του. ( Το στερεό µπορεί να είναι συµπαγής σφαίρα, συµπαγής κύλινδρος, 

κοίλη σφαίρα, κούφιος κύλινδρος, δίσκος, δακτύλιος). Το στερεό κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει και φθάνει 

στη βάση του πλάγιου επιπέδου. Να υπολογίσετε την ταχύτητα της µεταφορικής (υ) και περιστροφικής (ω) 

κίνησης τη στιγµή που φθάνει στη βάση του πλάγιου επιπέδου. 

Η ροπή αδράνειας του σώµατος ως προς άξονα που διέρχεται από το κέντρο του (για το δίσκο και το 

δακτύλιο είναι και κάθετος στο επίπεδό τους, ενώ για τους κυλίνδρους συµπίπτει µε τον άξονα συµµετρίας 

τους) δίνεται από τη σχέση: 2I MRλ= , όπου λ θετική αδιάστατη σταθερά. 

3.5.10. Έργο ζεύγους δυνάµεων. 
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Μια σφαίρα µάζας 10kg και ακτίνας 0,2m, κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει σε οριζόντιο επίπεδο µε ταχύτητα 

κέντρου µάζας υcm=10m/s. Σε µια στιγµή ασκούµε πάνω της µια σταθερή ροπή, ενός ζεύγους δυνάµεων, 

οπότε η σφαίρα σταµατά σε απόσταση x=3,5m, χωρίς να ολισθήσει στη διάρκεια του φρεναρίσµατος.  

i) Πού οφείλεται η µείωση της ταχύτητας του κέντρου µάζας; 

ii)  Να σχεδιάστε ένα σχήµα στο οποίο να φαίνεται το διάνυσµα της ροπής. 

iii)  Να υπολογιστεί το µέτρο της ασκούµενης ροπής. 

3.5.11. Κύλιση και ολίσθηση σφαίρας. 

Μια µικρή σφαίρα ακτίνας r=5cm αφήνεται να κινηθεί από τη θέση Α σε ύψος h1=13,25m κατά µήκος του 

κεκλιµένου επιπέδου ΑΒ, όπου κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει. Φτάνοντας στο Β σε ύψος h2=6,25m συνεχίζει 

την κίνησή της κατά µήκος του λείου κεκλιµένου επιπέδου ΒΓ.  

 

Ζητούνται: 

i) Η ταχύτητα του κέντρου Ο της σφαίρας και η γωνιακή της ταχύτητα στη θέση Γ.  

ii)  Αν ο χρόνος κίνησης από το Β στο Γ είναι t1=1s, ποια η γωνία που σχηµατίζει το κεκλιµένο επίπεδο 

ΒΓ µε το οριζόντιο επίπεδο; 

Για την σφαίρα Ι= 2mr2/5 και g=10m/s2. 

3.5.12. Ένας περίεργος κύλινδρος και η ροπή αδράνειάς του. 

Ο κύλινδρος του σχήµατος αποτελείται από δύο διαφορετικά υλικά (στο σχήµα 

µε διαφορετικά χρώµατα). Τυλίγουµε γύρω του ένα αβαρές νήµα και τον 

τοποθετούµε σε οριζόντιο επίπεδο.  

Ασκούµε στο άκρο του νήµατος σταθερή οριζόντια δύναµη F=20Ν, οπότε 

αρχίζει να κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει. Όταν το κέντρο Ο του κυλίνδρου 

µετατοπισθεί κατά x1=4m η µεταφορική κινητική ενέργεια του κυλίνδρου είναι 

Κµετ=90J. 

i) Να βρεθεί η τριβή που ασκείται στον κύλινδρο. 

ii)  Πόση είναι την παραπάνω χρονική στιγµή η περιστροφική κινητική ενέργεια του κυλίνδρου; 

iii)  Αν η ροπή αδράνειας του κυλίνδρου ως προς τον άξονα περιστροφής του δίνεται από την εξίσωση 

Ι=λm·R2, να υπολογιστεί ο συντελεστής λ. 

3.5.13. Ένας κύλινδρος µε µια σφαίρα.  
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Στο διπλανό σχήµα ο κύλινδρος έχει µάζα m1=14kg και ακτίνα R ενώ η 

σφαίρα έχει µάζα m2=15kg και ακτίνα επίσης R. To σύστηµα  των δύο 

στερεών   ισορροπεί σε οριζόντιο έδαφος  µε την βοήθεια ιδανικού 

οριζόντιου ελατήριου και οριζόντιου νήµατος. Το ελατήριο έχει  σταθερά Κ=4200Ν/m   είναι συσπειρωµένο 

κατά x=0,4m  και δεν είναι δεµένο σε κάποιο από τα δύο στερεά. Το κέντρα των δύο στερεών και το 

ελατήριο βρίσκονται στο ίδιο οριζόντιο επίπεδο. Κάποια στιγµή κόβουµε το νήµα και τα δύο σώµατα 

αρχίζουν να κυλίονται χωρίς να ολισθαίνουν. Να βρεθούν: 

i) Oι  τελικές ταχύτητες των κέντρων µάζας των στερεών σωµάτων. 

ii)  Τι ποσοστό της αρχικής ενέργειας του ελατηρίου πήρε τελικά το κάθε στερεό σώµα; 

Για την σφαίρα Ιcm=0,4MR2  και  για τον κύλινδρο  Ιcm= 1/2 M·R2. 

3.5.14. Μια ράβδος, δεµένη και σε ελατήριο. 

Μια οµογενής ράβδος µήκους ℓ=2m και µάζας 18kg µπορεί να 

στρέφεται σε κατακόρυφο επίπεδο γύρω από οριζόντιο άξονα που 

περνά από το άκρο της Α. Η ράβδος ισορροπεί οριζόντια, όταν το 

άλλο της άκρο Β δένεται µε ιδανικό ελατήριο σταθεράς k=350Ν/m 

και φυσικού µήκους ℓ0=1,4m, το άλλο άκρο του οποίου δένεται σε σταθερό σηµείο Γ, όπου (ΑΓ)=3,4m, ενώ 

είναι δεµένη στο άκρο κατακόρυφου νήµατος όπως στο σχήµα.  

Κόβουµε το νήµα και η ράβδος πέφτει. Για τη θέση που 

σχηµατίζει γωνία θ=30° µε τον ορίζοντα, ζητούνται: 

i) Η στροφορµή της ράβδου ως προς (κατά τον) άξονα 

περιστροφής της. 

ii)  Ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής της ράβδου ως προς 

(κατά τον) άξονα περιστροφής της. 

iii)  Η ισχύς της δύναµης του ελατηρίου 

iv) Ο ρυθµός µεταβολής της κινητικής ενέργειας της ράβδου. 

v) Ο ρυθµός µείωσης της δυναµικής ενέργειας της ράβδου. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς τον άξονα περιστροφής της Ι= 1/3 mℓ2 και g=10m/s2. 

3.5.15. Σύστηµα κυλίνδρου - σφαιρών 

Ο κύλινδρος του σχήµατος, έχει µάζα M =4Kg , ακτίνα R = 0,5m και 

µπορεί να στρέφεται χωρίς τριβές γύρω από κατακόρυφο  αµετακίνητο 

άξονα που περνά από τα κέντρα των βάσεών του, στηριγµένος σε µια 

σταθερή οριζόντια  επίπεδη και λεία επιφάνεια. Στην πάνω βάση του 

κυλίνδρου είναι στερεωµένη  οριζόντια αβαρής ράβδος ΑΒ  µήκους d = 4R 

έτσι ώστε να τέµνεται  από τον άξονα περιστροφής το µέσον της Ο.   
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Στα  άκρα Α, Β της ράβδου είναι κολληµένα δυο σηµειακά σφαιρίδια Σ1 , Σ2  µε  µάζες m1 = m1 = 0,5Kg. 

Ένα αβαρές µη εκτατό νήµα είναι τυλιγµένο στον κύλινδρο,  και στο ελεύθερο άκρο του  δέχεται σταθερή 

οριζόντια δύναµη  F . 

Τη χρονική στιγµή t = 0, η γωνιακή ταχύτητα του συστήµατος έχει αλγεβρική τιµή  ωο= +2rad/s, ενώ, τη 

χρονική στιγµή t1= 4 s,  ο ρυθµός µεταβολής της κινητικής του ενέργειας είναι  30 J/s.   

Αν η ροπή της  F  ως προς τον άξονα περιστροφής έχει την ίδια φορά µε το διάνυσµα ωο να υπολογιστούν: 

i) Η κινητική ενέργεια  του  συστήµατος την χρονική στιγµή t1.  

ii)  Το έργο της δύναµης  F από την χρονική στιγµή t = 0 ,  µέχρι την χρονική στιγµή t1.  

iii)  Το πλήθος των στροφών που έχει κάµει µια ακτίνα του κυλίνδρου από  t = 0  µέχρι την χρονική 

στιγµή t1. 

iv) Το µέτρο  F  της δύναµης. 

∆ίνεται ότι η ροπή αδράνειας κυλίνδρου ως προς τον άξονά του υπολογίζεται µε τη σχέση  

  Icm = ½MR². 

3.5.16.  Κίνηση ρολού. 

Ρολό χαρτιού µε αρχική ακτίνα R βρίσκεται σε οριζόντια επιφάνεια µε το ένα άκρο του χαρτιού πιασµένο µε 

πινέζες. Στο ρολό δίνουν µια ελαφριά ώθηση (θεωρούµε ότι η αρχική ταχύτητα u0= 0) και το χαρτί 

ξετυλίγεται. Βρείτε την ταχύτητα του κέντρου µάζας όταν η ακτίνα του ρολού γίνεται r. Υποθέτουµε ότι το 

ρολό είναι οµογενές κύλινδρος µε ροπή αδράνειας Ι= ½ mρ2, όπου m η µάζα του αποµένοντος ρολού και ρ η 

ακτίνα του. 

 

3.5.17. Ο κύλινδρος και το νήµα 

Ο οµογενής κύλινδρος του σχήµατος έχει ακτίνα R και φέρει  λεπτή 

κυκλική εγκοπή ακτίνας 2
Rr = . Στην εγκοπή τυλίγουµε ιδανικό, 

λεπτό, µη εκτατό και αβαρές νήµα το οποίο τραβάµε µε το χέρι µας 

ώστε να παραµένει οριζόντιο και σε επίπεδο κάθετο στον άξονα του 

κυλίνδρου. 

Ασκούµε µε το χέρι µας σταθερή οριζόντια δύναµη στο νήµα και ο κύλινδρος µετατοπίζεται κατά 2m χωρίς 

να ολισθαίνει. 

i) Υπολογίσατε την µετατόπιση του χεριού. 

ii)  Υπολογίσατε το έργο που προσέφερε το χέρι στο σύστηµα. 
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iii)  Υπολογίσατε την µεταφορική και την περιστροφική κινητική ενέργεια του κυλίνδρου. 

iv) Υπολογίσατε το µέτρο της στατικής τριβής. 

Η ροπή αδράνειας του κυλίνδρου είναι 
2

2

mR
I = . 

3.5.18. Στροφορµή και Ενέργεια σε ένα βαρούλκο. 

  

Στο παραπάνω σχήµα βλέπετε ένα βαρούλκο, µε την βοήθεια του οποίο ανεβάζουµε ένα βαρύ σώµα Σ µάζας 

20kg. ∆ίνονται η ακτίνα του τυµπάνου γύρω από το οποίο τυλίγεται το σχοινί r=10cm, ενώ η ακτίνα του 

σηµείου Α είναι ίση µε R=50cm.  

Α)Ασκώντας δυο δυνάµεις ίσου µέτρου F=24Ν, στα άκρα δύο χειρολαβών, κάθετα προς αυτές όπως στο 

σχήµα, µπορούµε να στρέφουµε το βαρούλκο, µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα ω=0,1rad/s. 

Β) Αν αυξήσουµε τα µέτρα των δύο δυνάµεων στην τιµή F1=28Ν, τότε το τύµπανο αποκτά σταθερή 

γωνιακή επιτάχυνση αγων=4rad/s2, οπότε τη στιγµή t1 το σώµα Σ έχει ταχύτητα 0,5m/s. 

i)  Αν το τύµπανο του βαρούλκου δέχεται σταθερή ροπή λόγω τριβής, από τον άξονα, να υπολογιστεί η 

τιµή της. 

ii) Να βρεθεί η στροφορµή και ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής του βαρούλκου, ως προς τον άξονα 

περιστροφής του τυµπάνου τη στιγµή t1. 

iii) Για την παραπάνω στιγµή t1 να βρεθούν επίσης: 

α) Ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής του συστήµατος ως προς τον άξονα περιστροφής του 

τυµπάνου. 

β) Ο ρυθµός µε τον οποίο προσφέρουµε ενέργεια στο σύστηµα, µέσω των δύο δυνάµεων που ασκούµε. 

γ) Ο ρυθµός µεταβολής της κινητικής ενέργειας του σώµατος Σ και του βαρούλκου. 

δ) Ο ρυθµός µε τον οποίο η µηχανική ενέργεια µετατρέπεται σε θερµική εξαιτίας των τριβών. 

∆ίνεται g=10m/s2. 

3.5.19. Μια πτώση σφαίρας. 
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Μια σφαίρα µάζας Μ=20kg και ακτίνας R=0,5m έχει προσκολληθεί  στο άκρο 

οµογενούς ράβδου µάζας m=16kg µήκους ℓ=0,75m, µε αποτέλεσµα να έχει 

σχηµατισθεί ένα στερεό Σ, το οποίο µπορεί να στρέφεται χωρίς τριβές, γύρω από 

σταθερό οριζόντιο άξονα ο οποίος περνά από το άκρο Ο της ράβδου. Φέρνουµε το στερεό σε τέτοια θέση, 

ώστε η ράβδος να είναι οριζόντια και το αφήνουµε να κινηθεί. 

i) Να βρεθεί η µέγιστη ταχύτητα του κέντρου Κ της σφαίρας. 

ii) Αν µειώσουµε τη µάζα της ράβδου, θα αυξηθεί ή θα µειωθεί η µέγιστη ταχύτητα της  σφαίρας; 

iii) Σε ποια τιµή τείνει η ταχύτητα του κέντρου Κ της σφαίρας, αν η ράβδος θεωρηθεί αβαρής; 

iv) Να βρεθεί η µέγιστη ταχύτητα του κέντρου Κ της σφαίρας στην περίπτωση που, η αβαρής ράβδος 

αντικατασταθεί µε αβαρές νήµα  µήκους ℓ=1,25m. (Το νήµα συνδέεται στα άκρα µιας διαµέτρου, που 

ουσιαστικά είναι ισοδύναµο µε το να έχει συνδεθεί στο κέντρο της σφαίρας). 

∆ίνεται για την σφαίρα 2

5
2

MRIcm = , για τη ράβδο 2

12
1

lMIcm =   και g=10m/s2. 

3.5.20. Ένας κύλινδρος σε κεκλιµένο επίπεδο. 

Γύρω από έναν οµογενή κύλινδρο µάζας Μ=2kg και ακτίνας R=0,1m έχουµε 

τυλίξει ένα αβαρές νήµα. Τοποθετούµε τον κύλινδρο σε κεκλιµένο επίπεδο 

κλίσεως θ, όπου ηµθ=0,8 και τη στιγµή t0=0 τον αφήνουµε να κινηθεί, ασκώντας 

σταθερή δύναµη µέτρου F=5Ν, στο άκρο Α του νήµατος παράλληλη στο επίπεδο, 

όπως στο σχήµα. Αν ο κύλινδρος παρουσιάζει µε  το επίπεδο συντελεστές τριβής 

µ=µs=0,25, για τη στιγµή t1=1s, να βρεθούν: 

i)  Να διερευνήσετε προς τα που θα κινηθεί ο κύλινδρος, αν θα ολισθαίνει ή αν 

θα κυλίεται και τη φορά περιστροφής του. 

ii)  Η επιτάχυνση του κέντρου µάζας του κυλίνδρου και η µετατόπιση του άξονά του. 

iii) Η ταχύτητα του κέντρου µάζας και η γωνιακή ταχύτητα του κυλίνδρου. 

iv) η ισχύς κάθε δύναµης που ασκείται στον κύλινδρο. 

v) Οι ρυθµοί µεταβολής: 

 α) της στροφορµής του κυλίνδρου, ως προς τον άξονα περιστροφής του. 

 β) της κινητικής ενέργειας του κυλίνδρου. 

 γ) της κινητικής ενέργειας λόγω περιστροφής του κυλίνδρου 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας του κυλίνδρου ως προς τον άξονά του Ιcm= ½ MR2 και g=10m/s2. 

3.5.21. Οι κινήσεις πάνε και έρχονται…. 

∆ιαθέτουµε ένα στερεό Σ (ένα καρούλι), αποτελούµενο από δυο δίσκους οι οποίοι συνδέονται µε κύλινδρο, 

γύρω από τον οποίο έχουµε τυλίξει ένα αβαρές νήµα. Η µάζα του Σ είναι Μ=20kg και η εξωτερική του 

ακτίνα R=0,4m. Τοποθετούµε το στερεό Σ λείο οριζόντιο επίπεδο και σε µια στιγµή ασκούµε στο κέντρο 

µάζας του Ο µια σταθερή οριζόντια  δύναµη F1=20Ν, ενώ ταυτόχρονα τραβάµε το άκρο Α του νήµατος 

ασκώντας διαρκώς µια σταθερή κατακόρυφη δύναµη F2=16Ν, όπως στο σχήµα. 
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Μετά από λίγο ο άξονας του στερεού (που διέρχεται από το κέντρο Ο) έχει µετατοπισθεί κατά x=2m, ενώ 

έχει ξετυλιχθεί νήµα µήκους 0,25m. Για την θέση αυτή ζητούνται: 

i) Η ταχύτητα του κέντρου µάζας του στερεού Σ. 

ii) Η γωνιακή του ταχύτητα. 

iii) Η ταχύτητα ενός σηµείου Β, επαφής του στερεού µε το έδαφος. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας του στερεού γύρω από τον άξονα περιστροφής του Ι= 0,4ΜR2. 

3.5.22. Οι ενέργειες σε ένα σύστηµα και σε έναν «τροχό». 

Στην κορυφή ενός λείου κεκλιµένου επιπέδου έχει στερεωθεί µια 

τροχαλία µάζας m=3kg και ακτίνας R=0,2m, στο αυλάκι της οποίας 

έχουµε τυλίξει ένα αβαρές µη ελαστικό νήµα, στο άλλο άκρο του 

οποίου δένουµε έναν κύβο µάζας Μ=m. Σε µια στιγµή αφήνουµε 

ελεύθερο τον κύβο να γλιστρήσει από ένα σηµείο Α, το οποίο βρίσκεται 

σε ύψος h=2m από το οριζόντιο επίπεδο. Το νήµα είναι παράλληλο στο 

κεκλιµένο επίπεδο, ενώ δίνεται η ροπή αδράνειας της τροχαλίας ως προς τον άξονά της Ι= ½ mR2 και 

g=10m/s2. 

i) Να βρεθεί η κινητική ενέργεια του κύβου και της τροχαλίας, τη στιγµή που ο κύβος φτάνει στη βάση 

του επιπέδου. 

ii) Να εξετάσετε αν υπάρξει και ποια αλλαγή, αν επαναλάβουµε το πείραµα αντικαθιστώντας τον κύβο µε 

κύλινδρο ίσης µάζας, όπου το νήµα, µε κατάλληλο µηχανισµό, συνδέεται στον άξονά του. 

ii) Σε ένα άλλο κεκλιµένο επίπεδο ίδιας κλίσης και από ύψος επίσης h=2m από το οριζόντιο επίπεδο, 

αφήνουµε ελεύθερη την παραπάνω τροχαλία, η οποία κυλίεται και µετά από λίγο φτάνει στο οριζόντιο 

επίπεδο. Να βρεθεί η τελική κινητική της ενέργεια. Ποιο µέρος της ενέργειας αυτής αντιστοιχεί στην 

µεταφορική και ποιο στην περιστροφική της κίνηση; 
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