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Σύνθετα	θέματα	στερεού.	Ομάδα	Γ΄.	

 

3.31.  Στρεφόµενο Πλαίσιο 

Το τετράγωνο πλαίσιο του παρακάτω σχήµατος το οποίο ισορροπεί σε οριζόντιο επίπεδο, αποτελείται από 4 

όµοιες οµογενείς ράβδους µήκους ℓ = 60cm και  µάζας m = 0,5Kg η κάθε µια. Η κορυφή Γ του πλαισίου, 

γύρω από την οποία µπορεί να περιστρέφεται χωρίς τριβές, είναι στερεωµένη στο οριζόντιο επίπεδο. 

    FFFF
r

 

Τη χρονική στιγµή t = 0, ασκείται στη κορυφή Α του πλαισίου σταθερή (κατά µέτρο) δύναµη F = 10√2N, 

όπως φαίνεται στο σχήµα (F��⊥ ΑΓ).  

i) Να προσδιοριστεί η ροπή αδράνειας του πλαισίου ως προς οριζόντιο άξονα, κάθετο στο επίπεδο 

ΑΒΓ∆, ο οποίος διέρχεται από το Γ. 

ii)  Να εξετάσετε εάν το πλαίσιο, λόγω της δύναµης F θα περιστραφεί προς τα δεξιά. Αν ναι, να 

προσδιοριστεί η αρχική γωνιακή επιτάχυνση. 

iii)  Να προσδιοριστεί ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής του πλαισίου ως προς τον άξονα περιστροφής 

που διέρχεται από το Γ, τη στιγµή κατά την οποία η διαγώνιος ΑΓ είναι κατακόρυφη. 

iv) Να προσδιοριστεί το έργο της δύναµης F, ως την στιγµή που η πλευρά ΓΒ του πλαισίου, ακουµπά το 

οριζόντιο επίπεδο µε γωνιακή ταχύτητα ω = 7,92 rad/sec. 

∆ίνεται: Ι��	(ράβδου) =




�
mℓ�, g = 10m s�⁄  

3.32.  Μια ράβδος και δυο δακτύλιοι 

Με αφορµή ένα πρόβληµα του βιβλίου κατεύθυνσης της Γ’ Λυκείου  

Μία οµογενής ράβδος µάζας M  και µήκους L=4m βρίσκεται στο διάστηµα µακριά από βαρυτικές 

επιδράσεις εκτελώντας επίπεδη στροφική κίνηση γύρω από το κέντρο της. ∆υο δακτύλιοι αµελητέου πάχους 

και µάζας m=M/12 ο κάθε ένας είναι περασµένοι εφαρµοστά στην ράβδο και συγκρατούνται µε αβαρές 

νήµα κοντά στο κέντρο της και σε ίσες αποστάσεις από αυτό. Μεταξύ ράβδου και δακτυλίων δεν υπάρχουν 

τριβές. Κάποια στιγµή το νήµα σπάει και επειδή δεν υπάρχει η απαιτούµενη κεντροµόλος δύναµη οι 
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δακτύλιοι κινούνται προς τα άκρα της ράβδου. Όταν οι δακτύλιοι απέχουν από το κέντρο κατά x=1m η 

γωνιακή ταχύτητα της ράβδου είναι  ω1=2rad/s. 

i) Βρείτε τη γωνιακή ταχύτητα ω2 της ράβδου τη στιγµή που οι δακτύλιοι φτάνουν στα άκρα της.   

ii)  Με δεδοµένο ότι τη στιγµή που οι δακτύλιοι απέχουν από το κέντρο της ράβδου κατά x=1m η 

συνιστώσα της ταχύτητας του κάθε ενός πάνω στη ράβδο είναι  1 7m / sυ =  υπολογίστε την ταχύτητα 

2υ
r

  του κάθε δακτυλίου τη στιγµή που αυτοί θα φτάνουν στα άκρα της ράβδου. 

iii)  Υπολογίστε τη γωνιακή ταχύτητα της ράβδου όταν πλέον οι δακτύλιοι την έχουν εγκαταλείψει .  

∆ίνεται ότι η ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς το κέντρο της είναι:  21
I ML

12
=  . 

3.33.  Μια ράβδος γλιστρά στις πλευρές ορθής γωνίας. 

Ορθή γωνία xOy βρίσκεται σε κατακόρυφο επίπεδο και οι πλευρές της 

Ox και Oy είναι οριζόντια και κατακόρυφη αντιστοίχως. Μια λεπτή 

οµογενής ράβδος ΑΒ µήκους L και µάζας m µπορεί να κινείται χωρίς 

τριβές µε τα άκρα της σε επαφή µε τις πλευρές της γωνίας. Αρχικά η 

ράβδος είναι ακίνητη και ο άξονάς της είναι κατακόρυφος. Αφήνουµε 

την ράβδο ελεύθερη να κινηθεί. 

Α) Να βρεθούν συναρτήσει της γωνίας φ που σχηµατίζει η ράβδος µε 

την πλευρά Oy της γωνίας xOy. 

i) Η γωνιακή ταχύτητα της ράβδου 

ii)  Η γωνιακή επιτάχυνση της ράβδου 

iii)  Οι δυνάµεις που δέχεται η ράβδος από τις πλευρές της γωνίας 

Β) Να βρεθεί η γωνία φ για την οποία η ράβδος χάνει την επαφή της µε την πλευρά Oy. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας λεπτής οµογενούς ράβδου µάζας m και µήκους L ως προς άξονα που διέρχεται 

από το µέσον της και είναι κάθετος σε αυτήν 21
mL

12
Ι = . 

3.34.  Πλαστική κρούση υλικού σηµείου µε ελεύθερη ράβδο 

Στο διπλανό σχήµα εικονίζεται µια λεπτή οµογενής ράβδος ΑΒ µήκους ℓ=2m και 

µάζας Μ=1Kg, οποία ηρεµεί σε λείο οριζόντιο τραπέζι. 

Στο άκρο Α τις ράβδου υπάρχει µια µικρή ακίδα κάθετη στην ράβδο. 

Πάνω στο τραπέζι είναι χαραγµένο ένα ηµικυκλικό αυλάκι µε διάµετρο την ΑΒ. 

Μια µικρή σφαίρα µάζας m=0,25Kg αµελητέας ακτίνας κινείται χωρίς να 

περιστρέφεται µε ταχύτητα υ0=8m/s και «καρφώνεται» στην ακίδα της ράβδου. 

Να υπολογιστούν: 

i) Η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής της ράβδου. 

ii)  Η ταχύτητα του µέσου Μ της ράβδου αµέσως µετά την κρούση 

Α 

Β 

υ0 
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iii)  Το ποσοστό της αρχικής κινητικής ενέργειας της σφαίρας που µεταβιβάστηκε στην ράβδο. 

iv) Το ποσοστό της αρχικής κινητικής ενέργειας της σφαίρας που µετατράπηκε σε θερµική. 

∆ίνεται ο ροπή αδράνειας λεπτής οµογενούς ράβδου µάζας Μ και µήκους ℓ ως προς άξονα που διέρχεται 

από το µέσον της και είναι κάθετος σ’ αυτήν 21
I M

12
= l . 

3.35.  Ένας κύλινδρος που … σπινάρει 

Νήµα τυλίγεται σε λεπτό αυλάκι κατά µήκος της περιφέρειας 

κυλίνδρου, που έχει µάζα M=2kg και ακτίνα R = 0,2m. 

Ο κύλινδρος συγκρατείται αρχικά στη θέση που φαίνεται στο 

σχήµα, µε το νήµα να εξέχει τεντωµένο από το πάνω µέρος σε 

οριζόντια θέση, ενώ το τυλιγµένο µήκος του είναι L=2m. 

Το επίπεδο είναι οριζόντιο και ο συντελεστής τριβής µεταξύ δαπέδου και κυλίνδρου είναι µορ = µολ = µ = 

0,1. 

Ασκώντας στο άκρο του νήµατος σταθερή οριζόντια δύναµη F=18N αφήνουµε ελεύθερο τον κύλινδρο τη 

στιγµή t=0 να κινηθεί. Το νήµα ξετυλίγεται χωρίς να γλιστρά και παραµένει τεντωµένο µέχρι να ξετυλιχτεί 

όλο και να φύγει από τον κύλινδρο. 

ΑΑ))  Για όσο χρόνο το νήµα ξετυλίγεται, 

ΑΑ--11))  Να εξετάσετε ποιά φορά έχει η τριβή. 

ΑΑ--22))  Να εξετάσετε επίσης αν ο κύλινδρος κυλίεται µε ή χωρίς ολίσθηση. 

ΑΑ--33))  Να υπολογίσετε τα µέτρα της επιτάχυνσης του κέντρου µάζας του κυλίνδρου, καθώς και της 

γωνιακής του επιτάχυνσης, όσο τον τραβάµε µε το νήµα. 

ΒΒ))  Μέχρι τη στιγµή t1 που ξετυλίγεται όλο το νήµα, 

ΒΒ--11))  Κατά πόσο διάστηµα x έχει µετατοπιστεί ο κύλινδρος, πόση ενέργεια του προσφέρθηκε µέσω 

της F και πόση χάθηκε σε θερµότητα; 

ΒΒ--22))  Ποιά είναι τη στιγµή αυτή τα µέτρα υcm και ω της ταχύτητας του κέντρου µάζας και της 

γωνιακής ταχύτητας που έχει αποκτήσει ο κύλινδρος; 

ΓΓ))  Να περιγράψετε ποιοτικά την κίνηση του κυλίνδρου µετά τη στιγµή t1. Μετά από πόσο χρόνο ∆t αποκτά 

το κέντρο µάζας σταθερή ταχύτητα υΤ και ποιό το µέτρο της; 

(Ροπή αδράνειας κυλίνδρου ως προς τον άξονά του Ι = ½·M ·R² και g = 10 m/s²) 

 

3.36.  Σύστηµα σταθερής και ελεύθερης τροχαλίας. 
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Οι δύο όµοιες οµογενείς τροχαλίες του σχήµατος έχουν ακτίνα R=0,08m, µάζα 

Μ=8Kg και είναι συνδεδεµένες µε νήµα αµελητέας µάζας που είναι τυλιγµένο 

στις περιφέρειες τους. Η µία τροχαλία έχει σταθερό  το κέντρο µάζας της Κ1 . Η 

άλλη είναι αρχικά ακίνητη και το κέντρο µάζας της Κ2 είναι στο ίδιο ύψος µε 

αυτό της σταθερής τροχαλίας.  

Οι δύο τροχαλίες µπορούν να περιστρέφονται γύρω από άξονες που διέρχονται από τα κέντρα µάζας τους Κ1 

και Κ2 και  είναι κάθετοι σε αυτές. Αφήνουµε κάποια στιγµή ελεύθερη την τροχαλία κέντρου µάζας Κ2.Κατά 

την διάρκεια της πτώσης της το νήµα ξετυλίγεται και από τις δύο τροχαλίες  χωρίς να ολισθαίνει σ' αυτές 

παραµένοντας διαρκώς κατακόρυφο και αυτές στρέφονται µε την ίδια φορά.  

α. Να βρεθεί η σχέση που συνδέει  το µέτρο της ταχύτητας  του κέντρου µάζας Κ2 µε τα µέτρα των 

επιτρόχιων ταχυτήτων των σηµείων Α και Γ των δύο τροχαλιών. 

β. Να βρεθεί η σχέση που συνδέει  το µέτρο της επιτάχυνσης του κέντρου µάζας Κ2 µε τα µέτρα των 

επιτρόχιων επιταχύνσεων των σηµείων Α και Γ των δύο τροχαλιών. 

Να υπολογιστούν: 

γ. τα µέτρα των γωνιακών επιταχύνσεων 
γων1

α και 
γων2

α των δύο τροχαλιών. 

δ. το µέτρο της επιτάχυνσης του κέντρου µάζας Κ2 , αcm . 

ε. η δύναµη που ασκεί το νήµα(τάση) στις τροχαλίες. 

∆ίνονται οι ροπές αδρανείας των δύο τροχαλιών ως προς τους άξονες περιστροφής τους : 

1 2I = I = MR(K ) (K ) 21 2
 και g=10

2

m

s
. 

3.37.  Η Κύλιση χωρίς (µε) ολίσθηση και µια συνθήκη. 

Ο ∆ίσκος ∆1, µάζας Μ=2kg και ακτίνας R=0,2m , ισορροπεί πάνω σε οριζόντιο τραπέζι µε το οποίο 

παρουσιάζει συντελεστή τριβής ολίσθησης µ=0,5 και  έχει στην περιφέρεια του τυλιγµένο αβαρές νήµα που 

έχει το ένα άκρο του ακλόνητα στερεωµένο στο σηµείο Γ. Το νήµα µπορεί να ξετυλίγεται από το δίσκο ∆1  

χωρίς να ολισθαίνει. Το κέντρο µάζας Κ1 του δίσκου ∆1 συνδέεται µε αβαρή ράβδο µε το κέντρο Κ2  ενός 

άλλου όµοιου δίσκου ∆2 που έχει συνδεθεί µέσω αβαρούς νήµατος µε την περιφέρεια ακίνητης  τροχαλίας 

µάζας m=1kg και ακτίνας r=0,1m. Στο άλλο άκρο του νήµατος που δεν ολισθαίνει πάνω στην τροχαλία, έχει 

συνδεθεί και ισορροπεί σώµα Σ µάζας m1=1kg. Κάποια στιγµή ασκούµε στο σώµα κατακόρυφη δύναµη 

µέτρου F=25N µε φορά προς τα κάτω. Εάν ο δίσκος ∆2 κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει να υπολογιστούν τα 

µέτρα: 

Α1. Της επιτάχυνσης των κέντρων µάζας Κ1 και Κ2 των δύο δίσκων.  

Α2. Της γωνιακής επιτάχυνσης αγων της τροχαλίας. 

Α3. Της γωνιακής ταχύτητας περιστροφής ω2 του δίσκου ∆2 και της ταχύτητας υΒ του σηµείου επαφής Β 

του ∆ίσκου ∆1 µε το τραπέζι όταν το σώµα Σ έχει κατέλθει κατά x=1m. Οι ροπές αδρανείας των 

Κ1 Κ2 A Γ 
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δίσκων ∆1, ∆2 και της τροχαλίας ως προς τους άξονες που διέρχονται από τα κέντρα µάζας τους και 

είναι κάθετοι στο επίπεδο τους, είναι αντίστοιχα: ( ) ( )1 2

2
K Κ

1
Ι = Ι = ΜR

2
 και 2

Κ

1
Ι = mr

2
.  

∆ίνεται ότι g=10m/s2.  

3.38.  Πόσο θα µετατοπιστεί το κάρο; 

Το κάρο του σχήµατος έχει 

µήκος 3m και µάζα Μ = 20kg. 

Έχει 4 ρόδες που κάθε µία έχει 

µάζα m = 5kg. 

Ο εικονιζόµενος έχει µάζα 

100kg και κινείται προς τα 

δεξιά µε σταθερή επιτάχυνση 

ως προς το έδαφος διασχίζοντας 

το κάρο. Οι τροχοί δεν 

ολισθαίνουν στο οριζόντιο δάπεδο. 

Πόσο µετατοπίζεται το κάρο;  

Θεωρούµε δεδοµένο ότι κάθε τροχός έχει ροπή αδράνειας I=m·R2, όπου Rη ακτίνα του. 

3.39.  Σύνθετη κίνηση δοκού και ο γάντζος 

Πάνω σε µια λεία επιφάνεια  ηρεµεί µια οµογενής δοκός ΑΒ µήκους L=4m και µάζας M=2kg, η οποία στο 

άκρο της Β φέρει γάντζο αµελητέας µάζας. Σε µια στιγµή t=0 ένα κινούµενο υλικό σηµείο Σ, συγκρούεται 

µε τη δοκό µε αποτέλεσµα, αµέσως µετά την κρούση το άκρα Α  της δοκού να αποκτά ταχύτητα uΑ=40m/s 

και το κέντρο µάζας της Ο ucm=30m/s αντίστοιχα, όπως φαίνεται στο σχήµα . Όταν η δοκός αποκτήσει τον 

ίδιο προσανατολισµό για 1η φορά µετά την t=0 γαντζώνεται σε καρφί που βρίσκεται σε ορισµένη απόσταση 

από την δοκό στην διεύθυνση του άκρου Β.. 

 

z 

z’ 

Α 

Α 
Β Β 

O 
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α)  Η κρούση του υλικού σηµείου µε τη δοκό  έγινε: 

i) στο κέντρο µάζας Ο της δοκού. 

ii) σε σηµείο µεταξύ του κέντρου Ο της δοκού και του άκρου της Α. 

iii) σε σηµείο µεταξύ του κέντρου Ο της δοκού και του άκρου της B. 

β)  Να βρεθεί η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής της δοκού, γύρω από το κέντρο µάζας της Ο. 

γ)  Να βρεθεί η ταχύτητα του άκρου Β της δοκού αµέσως µετά την κρούση. 

δ) Να βρεθεί η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής της δοκού αµέσως µετά το γάτζωµα της στο καρφί. 

ε) Ποιο σηµείο της δοκού, µετά το γάτζωµα στο καρφί,  έχει την ίδια κατά µέτρο γραµµική ταχύτητα µε το 

µέτρο της ταχύτητας του κέντρου µάζας λίγο πριν η δοκός  γατζωθεί στο καρφί; 

στ)Να βρεθεί το µέτρο της σταθερής ροπής που πρέπει να επιδράσει στη δοκό ώστε να ακινητοποιηθεί σε 

χρόνο ∆t=5s  µετά το γάτζωµα. 

ζ) Να βρεθεί το µήκος της τροχιάς που έχει διαγράψει το σηµείο Ο από την χρονική στιγµή t=0 µέχρι η 

δοκός να πάψει να περιστρέφεται. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας της δοκού ως προς άξονα κάθετο σε αυτή που διέρχεται από το κέντρο µάζας της 

Ιcm=
12

1
ML 2 

3.40.  Κρούση και ολίσθηση που µετατρέπεται σε κύλιση 

Ένας κύλινδρος µάζας M=4kg και ακτίνας R=0,3m ηρεµεί 

πάνω σε οριζόντιο δάπεδο µε το οποίο παρουσιάζει 

συντελεστή τριβής ολίσθησης µ=0,1. Ένα βλήµα µάζας 

m=0,1kg κινείται οριζόντια µε ταχύτητα υ1=1000m/s σε 

διεύθυνση που απέχει απόσταση d από το κέντρο του 

κυλίνδρου και βρίσκεται στο ίδιο κατακόρυφο επίπεδο µε 

αυτό. Το βλήµα διαπερνά τον κύλινδρο και εξέρχεται µε 

ταχύτητα µέτρου u2 ίδιας κατεύθυνσης µε την αρχική, ενώ 

αµέσως µετά την κρούση το σηµείο επαφής Σ του κυλίνδρου 

µε το δάπεδο αποκτά ταχύτητα µέτρου 9m/s µε φορά προς 

τα δεξιά και το αντιδιαµετρικό του ταχύτητα 18m/s ίδιας 

κατεύθυνσης µε αυτή του σηµείου Σ.  

Να υπολογίσετε: 

α)   το µέτρο της ταχύτητας του κέντρου µάζας του κυλίνδρου  αµέσως µετά την κρούση. 

β)   το µέτρο  της γωνιακή ταχύτητα του κυλίνδρου αµέσως µετά την κρούση. 

γ)   το µέτρο της ταχύτητα u2 τους βλήµατος. 

δ)  την απόσταση d 

ε)   την χρονική στιγµή t1 µετά την κρούση, όπου θεωρούµε ως t=0, όπου ο κύλινδρος ξεκινά να κυλίεται 

χωρίς να ολισθαίνει. 
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στ) το έργο της τριβής µέχρι την χρονική στιγµή t1 

ζ)   την απόσταση d της διεύθυνσης κίνησης του βλήµατος από το κέντρο του κυλίνδρου στην οποία 

έπρεπε να κτυπήσει το βλήµα ώστε ο κύλινδρος αµέσως µετά την κρούση να κυλίεται χωρίς 

ολίσθηση;  

∆ίνεται η ροπή αδράνειας του κυλίνδρου ως προς άξονα περιστροφής που  διέρχεται από το κέντρο µάζας 

του 2MR
2

1
Ι =  και η επιτάχυνση της βαρύτητας g=10m/s2. 

3.41.  ∆ίσκος-σώµα και επικείµενη ολίσθηση. 

Ένας οριζόντιος δίσκος µάζας Μ=4kg και ακτίνας 

R=1m είναι αρχικά ακίνητος και έχει την 

δυνατότητα να στρέφεται γύρω από ακλόνητο 

κατακόρυφο άξονα που διέρχεται από το κέντρο 

του. Πάνω στο δίσκο και σε απόσταση r=0,5m από 

το κέντρο του τοποθετούµε σώµα Σ µάζας m=2kg. 

Τη χρονική στιγµή t=0 ο δίσκος ξεκινά να 

στρέφεται µε τη επίδραση εφαπτοµενικής δύναµης 

σταθερού µέτρου F=10Ν, χωρίς το σώµα Σ να 

ολισθαίνει. 

Να υπολογίσετε: 

α) τη ροπή αδράνειας του συστήµατος ως προς τον άξονα περιστροφής του 

β) το µέτρο της γωνιακής επιτάχυνσης του συστήµατος 

γ) το µέτρο της επιτάχυνσης του σώµατος και της τριβής που δέχεται από το δίσκο την χρονική στιγµή 

t1=0,5s 

δ) το ρυθµό µεταβολής της στροφορµής κατά τον άξονα περιστροφής τη χρονική στιγµή t1=0,5s 

 i) του σώµατος Σ 

 ii) του δίσκου 

 iii) του συστήµατος δίσκος-σώµα 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας δίσκου ως προς άξονα που διέρχεται από το κέντρο του και είναι κάθετος σ’ αυτόν 

Ιcm=1/2 MR2 και η επιτάχυνση της βαρύτητας g=10m/s2. 

3.42.  Πρισµατικό σώµα και κύλινδρος  (Ι) 

 

Πρισµατικό σώµα (Σ2) µάζας m2 = 4 kg και κύλινδρος (Σ1) µάζας m1 βρίσκονται πάνω σε οριζόντιο επίπεδο 

και είναι συνδεδεµένα µε νήµα στα σηµεία Ζ και Ο αντίστοιχα. Η σύνδεση στο κέντρο µάζας Ο του 

(Σ2) Fεξ A 
Ζ Ο 

(Σ1) 
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κυλίνδρου είναι τέτοια ώστε να επιτρέπει την ελεύθερη περιστροφή του γύρω από τον άξονά του που 

διέρχεται από το σηµείο αυτό. Ο συντελεστής τριβής µεταξύ σωµάτων – δαπέδου είναι ίδιος και για τα δύο 

σώµατα, µολ = µορ = µ = 0,2. 

Σε λεπτό αυλάκι γύρω από τον κύλινδρο έχουµε τυλίξει νήµα που το συγκρατούµε από το άκρο του Α 

ασκώντας µικρή οριζόντια δύναµη µέτρου Fεξ όπως φαίνεται στο σχήµα. Το σύστηµα ισορροπεί 

παραµένοντας ακίνητο.  

i) Να υπολογίσετε το λόγο λ = m1/m2 των µαζών των δύο σωµάτων ώστε αν προκαλέσουµε 

σταδιακή αύξηση στο µέτρο της εξF
r

: 

α) να ολισθήσει πρώτο το Σ2  β) να ολισθήσει πρώτο το Σ1. 

ii)  Για κάθε µία από τις πιο πάνω περιπτώσεις να υπολογίσετε την ελάχιστη τιµή του µέτρου της εξF
r

 για 

την οποία αρχίζει να ολισθαίνει το σώµα Σ2. 

Τα σώµατα είναι συµπαγή και οµογενή και το Σ2 δεν ανατρέπεται. Τα νήµατα είναι αβαρή και µη εκτατά και 

αυτό που είναι τυλιγµένο στον κύλινδρο δεν ολισθαίνει µέσα στο αυλάκι. ∆ίνεται g = 10m/s². 

3.43. 3.43. Πρισµατικό σώµα και κύλινδρος  (ΙΙ) 

 

Πρισµατικό σώµα (Σ2) µάζας m = 4kg και κύλινδρος (Σ1) ίσης µάζας m και ακτίνας R = 0,2m βρίσκονται 

πάνω σε οριζόντιο επίπεδο και είναι συνδεδεµένα µε νήµα στα σηµεία Ζ και Ο αντίστοιχα. Η σύνδεση µε το 

κέντρο µάζας Ο του κυλίνδρου είναι τέτοια ώστε να επιτρέπει την ελεύθερη περιστροφή του γύρω από τον 

άξονά του που διέρχεται από το σηµείο αυτό. Ο συντελεστής τριβής µεταξύ σωµάτων – δαπέδου είναι ίδιος 

και για τα δύο σώµατα, µολ = µορ = µ = 0,2. 

Σε λεπτό αυλάκι γύρω από τον κύλινδρο έχουµε τυλίξει νήµα που το συγκρατούµε από το άκρο του Α 

ασκώντας µικρή οριζόντια δύναµη µέτρου Fεξ όπως φαίνεται στο σχήµα. Το τυλιγµένο στον κύλινδρο 

κοµµάτι του νήµατος έχει µήκος L = 2m. 

Τη στιγµή tο = 0 η εξωτερική δύναµη αποκτά σταθερό µέτρο Fεξ = 16Ν και το νήµα αρχίζει να ξετυλίγεται 

µέχρι να φύγει όλο από τον κύλινδρο. Ζητούνται τα εξής: 

i) Να υπολογίσετε τη γωνιακή και τη µεταφορική ταχύτητα του κυλίνδρου τη στιγµή που τον 

εγκαταλείπει το τυλιγµένο αρχικά νήµα. 

ii)  Να περιγράψετε την κίνηση των δύο σωµάτων µετά την κατάργηση της εξωτερικής δύναµης. 

iii)  Να απεικονίσετε γραφικά τα µέτρα της τάσης του νήµατος και των τριβών µεταξύ σωµάτων και 

δαπέδου σε συνάρτηση µε τη θέση x του κέντρου µάζας Ο του κυλίνδρου (θεωρώντας ως xο = 0 τη 

(Σ2) Fεξ A 
Ζ Ο 

(Σ1) 
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θέση του τη στιγµή to = 0). 

iv) Να υπολογίσετε τα έργα όλων

και να τα συσχετίσετε µε τις αντίστοιχες

Τα σώµατα είναι συµπαγή και οµογενή

αυτό που είναι τυλιγµένο στον κύλινδρο

φύγει από αυτόν. ∆ίνονται: 

Ροπή αδράνειας κυλίνδρου ως προς τον

3.44.  Πότε θα γλιστρήσει η ράβδος

Η λεπτή ράβδος ΑΒ του σχήµατος, µήκους

όπως στο σχήµα, στηριζόµενη σε τρίποδο

δεµένη µε κατακόρυφο νήµα. Οι συντελεστές

ράβδου είναι µ=µs=0,65. Σε µια στιγµή

σχηµατίζει η ράβδος µε την οριζόντια

της ράβδου ως προς κάθετο άξονα που

3.45.  Κρούση, στροφή και κατακόρυφη

από το κέντρο µάζας της K.  

Η κρούση είναι ελαστική , διαρκεί αµελητέο

σφαιριδίου αντιστρέφεται.  

Η ράβδος µετά την κρούση , αφού εκτελέσει

ξαναπέφτει πάνω στα ίδια στηρίγµατα

στο Σ2 . 

Να υπολογιστούν :  

i) Η ταχύτητα του κέντρου µάζας

ii)  Η γωνιακή ταχύτητα της ράβδου

iii)  Οι ταχύτητες του σφαιριδίου

∆ίνεται το µήκος της ράβδου ℓ , η επιτάχυνση

το κέντρο µάζας της  I = (1/12)Mℓ². 

3.46.  Ισορροπία και κίνηση. Αλλαγή

υο 

A B

Σ1 

 d 

 Κ 

www.ylikonet.gr 

όλων των δυνάµεων σε κάθε µία από τις φάσεις της

τις αντίστοιχες ενεργειακές µετατροπές. 

οµογενή και το Σ1 δεν ανατρέπεται. Τα νήµατα είναι αβαρή

κύλινδρο δεν ολισθαίνει µέσα στο αυλάκι µέχρι να

προς τον άξονά του Ι = ½·m·R²   και   g = 10m/s². 

ράβδος; 

σχήµατος, µήκους ℓ, ισορροπεί σε οριζόντια θέση, 

σε τρίποδο στο σηµείο Γ, όπου (ΑΓ)= ¼ ℓ και 

Οι συντελεστές τριβής µεταξύ τρίποδου και 

µια στιγµή κόβουµε το νήµα. Ποια γωνία 

οριζόντια διεύθυνση, τη στιγµή που θα γλιστρήσει; ∆ίνεται

άξονα που περνά από το µέσον της Ι= 1/12 Μℓ
2. 

κατακόρυφη βολή 

Η ράβδος ΑΒ του σχήµατος, είναι οµογενής

ισορροπεί σε οριζόντια θέση ακουµπώντας

Β σε δυο κατακόρυφα υποστηρίγµατα Σ1 , Σ

Ένα σφαιρίδιο αµελητέων διαστάσεων, µε µάζα

της µάζας της ράβδου, κινείται κατακόρυφα

χτυπά σε ένα σηµείο της ράβδου, το οποίο απέχει

διαρκεί αµελητέο χρόνο, και αµέσως µετά απ’ αυτήν η φορά

αφού εκτελέσει γύρω από το κέντρο µάζας της  περιστροφή

στηρίγµατα έτσι ώστε το άκρο της Β να ακουµπήσει πάνω στο

µάζας της ράβδου αµέσως µετά την κρούση. 

της ράβδου αµέσως µετά την κρούση. 

σφαιριδίου πριν και µετά την κρούση. 

η επιτάχυνση της βαρύτητας g , και η ροπή αδράνειας

.  

Αλλαγή µε το χρόνο. 

B 

Σ2 

Μηχανική στερεού 

9

φάσεις της κίνησης των σωµάτων 

είναι αβαρή και µη εκτατά και 

µέχρι να ξετυλιχτεί όλο και να 

γλιστρήσει ∆ίνεται η ροπή αδράνειας 

οµογενής έχει µήκος ℓ και 

ακουµπώντας  µε τα άκρα της Α και 

, Σ2 .   

διαστάσεων, µε µάζα ίση µε το µισό 

κατακόρυφα προς τα επάνω και 

οποίο απέχει κατά d = ℓ/24  

η φορά της ταχύτητας του 

περιστροφή κατά φ = π rad,  

πάνω στο Σ1 και το άκρο Α 

αδράνειας της ράβδου ως προς 
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Μια οµογενής δοκός (ΑΒ) µήκους 6m και µάζας m1 =10kg, ισορροπεί σε 

οριζόντια θέση, αρθρωµένη στο ένα της άκρο Α σε κατακόρυφο τοίχο και 

στηριζόµενη σε τροχαλία σε σηµείο Γ, το οποίο απέχει 1m από το άλλο 

της άκρο Β, όπως στο σχήµα. Στο σηµείο ∆, όπου (Α∆)=1m ηρεµεί ένα 

σώµα Σ µάζας m2=1kg, ενώ η τροχαλία µπορεί να στρέφεται χωρίς τριβές 

γύρω από σταθερόν οριζόντιο άξονα που  περνά από το κέντρο της. Στο αυλάκι της τροχαλίας έχουµε 

περάσει ένα αβαρές νήµα στο άκρο του οποίου κρέµεται ένα σώµα Σ1, µάζας m=4kg, το οποίο συγκρατούµε 

µε τεντωµένο το νήµα. Η τροχαλία έχει µάζα Μ=12kg, ακτίνα R=0,2m και παρουσιάζει µε τη δοκό 

συντελεστές τριβής µs=0,65 και µ=0,5. Τη στιγµή t0=0, το σώµα Σ δέχεται ένα κτύπηµα, οπότε αρχίζει να 

κινείται κατά µήκος της δοκού µε σταθερή ταχύτητα υ=1m/s, ενώ ταυτόχρονα αφήνουµε ελεύθερο το σώµα 

Σ1. ∆ίνεται η ροπή αδράνειας της τροχαλίας Ι= ½ ΜR2 και g=10m/s2. 

i)  Να υπολογίσετε την οριζόντια και κατακόρυφη συνιστώσα της δύναµης που δέχεται η δοκός από την 

άρθρωση, σε συνάρτηση µε το χρόνο, µέχρι της χρονική στιγµή t1=6s και να κάνετε τις γραφικές τους 

παραστάσεις. 

ii) Να υπολογίστε την κινητική ενέργεια της τροχαλίας τη στιγµή t1 καθώς και την θερµική ενέργεια που 

παρήχθη στο µεταξύ, στην επαφή δοκού-τροχαλίας. 

iii) Ποιος ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής του συστήµατος τροχαλία-Σ1, ως προς τον άξονα 

περιστροφής της τροχαλίας, τη στιγµή t1; 

3.47.  Μεταβλητή δύναµη τριβής. 

Η ράβδος του σχήµατος έχει µήκος 3 m και µάζα 6 Kg. Στηρίζεται στο άκρο Ο µε άρθρωση που δεν 

παρουσιάζει τριβές. Η ράβδος µε την τροχαλία παρουσιάζει τριβή µε συντελεστή µ = 0,5. 

Ο κύλινδρος µάζας 3 kg ξεκινά την στιγµή µηδέν από το σηµείο Α που απέχει από το Ο 1 m κινούµενο προς 

το Γ µε σταθερή ταχύτητα 1 m/s. Στην τροχαλία µάζας 5 kg και ακτίνας 0,4 m έχει κρεµαστεί σώµα µάζας 

2,5 kg. 

 

i) Να υπολογιστεί η δύναµη τριβής που δέχεται η τροχαλία από τη ράβδο. 

ii)  Να παραστήσετε γραφικά τη ολική ροπή επί της τροχαλίας συναρτήσει του χρόνου. 

O

A

Γ

K

1m
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iii)  Τι παριστάνει το εµβαδόν της; 

iv) Ποια είναι η µεγαλύτερη ταχύτητα που θα αποκτήσει το κρεµασµένο σώµα από την στιγµή µηδέν ως 

την στιγµή που ο κύλινδρος φτάνει στο Γ; 

3.48.  Στρεφόµενο σύστηµα και µια γραφική παράσταση 

Ένας κύλινδρος µπορεί να στρέφεται γύρω από σταθερό οριζόντιο άξονα, που περνά από τα κέντρα των δύο 

βάσεών του, ο οποίος απέχει 6m από το έδαφος. Γύρω από τον κύλινδρο 

έχουµε τυλίξει δύο ανεξάρτητα αβαρή νήµατα ικανού µήκους, στα άκρα των 

οποίων δένονται τα σώµατα Α, Β και Γ, όπως στο σχήµα. Το σύστηµα 

ισορροπεί, ενώ είναι γνωστές οι µάζες των σωµάτων Α και Β, m1=2kg και 

m2=1kg αντίστοιχα, τα οποία βρίσκονται σε ύψος h=2m, από το έδαφος. 

∆ίνεται η ακτίνα του κυλίνδρου R=0,2m, η ροπή αδράνειάς του ως προς τον 

άξονά του  Ι= ½ MR2
και g=10m/s2. 

i) Να αποδείξτε ότι η µάζα του σώµατος Γ είναι 1kg. 

ii)  Σε µια στιγµή t=0 κόβουµε το νήµα που συνδέει τα σώµατα Β και Γ και 

παρατηρούµε ότι το σώµα Α φτάνει στο έδαφος τη στιγµή t1=2s, όπου 

και ακινητοποιείται. Να αποδείξτε ότι η κίνησή του ήταν ευθύγραµµη 

οµαλά επιταχυνόµενη και να υπολογίσετε την µάζα του κυλίνδρου. 

iii)  Να βρεθεί η κινητική ενέργεια του κυλίνδρου καθώς και ο ρυθµός 

µεταβολής της, τη χρονική στιγµή t2=1s. 

iv) Να κάνετε τη γραφική παράσταση της στροφορµής του κυλίνδρου σε συνάρτηση µε το χρόνο από 0-

4s. 

3.49.  Μια περιστροφή και µια α.α.τ. 

Η ράβδος ΑΓ έχει µήκος 3m, µάζα Μ=10kg και µπορεί να στρέφεται σε 

κατακόρυφο επίπεδο, αρθρωµένη στο άκρο της Α. Η ράβδος ισορροπεί 

οριζόντια, µε το άλλο της άκρο Γ, δεµένο µέσω κατακόρυφου νήµατος, µε 

σώµα Σ µάζας m=5kg, το οποίο ηρεµεί στο κάτω άκρο κατακόρυφου 

ελατηρίου. Το ελατήριο έχει φυσικό µήκος 1m και σταθερά 200Ν/m. 

i) Πόση δύναµη δέχεται η ράβδος στο σηµείο Α και πόσο είναι στην 

ισορροπία το µήκος του ελατηρίου; 

ii) Σε µια στιγµή t=0, κόβουµε το νήµα που συνδέει το σώµα Σ µε τη ράβδο, οπότε το Σ εκτελεί α.α.τ. ενώ 

η ράβδος στρέφεται γύρω από το άκρο της Α. Να βρείτε:  

α) Την ενέργεια ταλάντωσης του σώµατος Σ,  

β) Την αρχική επιτάχυνση (για t=0) τόσο του σώµατος Σ, όσο και του σηµείου Γ της ράβδου. 

γ) Την µέγιστη ταχύτητα του σώµατος Σ και την µέγιστη ταχύτητα του σηµείου Γ. 

∆ίνονται η ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς το κέντρο µάζας της Ιcm = ml2/12 , π2
≈10, g=10m/s2 ενώ δεν 

αναπτύσσονται τριβές στην άρθρωση στο άκρο Α κατά την πτώση της ράβδου. 



Υλικό Φυσικής – Χηµείας Μηχανική στερεού 

 

 www.ylikonet.gr 12

3.50.  Κύλιση χωρίς ολίσθηση και κύλιση µε ταυτόχρονη ολίσθηση. 

Ένας κύλινδρος µε ακτίνα βάσης � = �, �� του οποίου όλη η µάζα είναι συγκεντρωµένη στην παράπλευρη 

επιφάνεια του αφήνεται να κινηθεί από την κορυφή 

κεκλιµένου επιπέδου µε τον άξονα του παράλληλο στο 

οριζόντιο επίπεδο. 

(α) Αν ο συντελεστής τριβής ολίσθησης µεταξύ 

κυλίνδρου και κεκλιµένου επιπέδου είναι � = �, � και 

θεωρηθεί ίσος µε το συντελεστή στατικής ή οριακής 

τριβής δείξτε ότι για να κυλίεται ο κύλινδρος χωρίς να 

ολισθαίνει θα πρέπει ��� < 0,8. 

(β) Ρυθµίζουµε τη γωνία � µεταξύ οριζόντιου και 

κεκλιµένου επιπέδου έτσι ώστε !�� = �, " και αφήνουµε 

τον κύλινδρο να κινηθεί από την κορυφή του κεκλιµένου 

επιπέδου µε τον άξονα του παράλληλο στο οριζόντιο 

επίπεδο. Αν ο κύλινδρος µετατοπίζεται συνολικά κατά  

# = $, %� µέχρι να φτάσει στη βάση του κεκλιµένου 

επιπέδου και µε δεδοµένο ότι η µάζα του είναι � = &'( βρείτε το ποσό θερµότητας που εκλύεται 

κατά την κίνηση του αυτή.  

(γ) Επαναρρυθµίζουµε τη γωνία � µεταξύ οριζόντιου και κεκλιµένου επιπέδου έτσι ώστε !�� = �, % και 

αφήνουµε ξανά τον κύλινδρο να κινηθεί από την κορυφή του κεκλιµένου επιπέδου µε τον άξονα του 

παράλληλο στο οριζόντιο επίπεδο. Ο κύλινδρος µετατοπίζεται και πάλι συνολικά κατά  # = $, %� 

µέχρι να φτάσει στη βάση του κεκλιµένου επιπέδου. Υπολογίστε την επιτάχυνση του κέντρου µάζας 

του κυλίνδρου και τη γωνιακή επιτάχυνση του κυλίνδρου ως προς τον άξονα του. Βρείτε το ποσό 

θερµότητας που εκλύεται τώρα κατά την κίνηση του. Υπενθυµίζεται ότι η µάζα του κυλίνδρου είναι 

� = &'(.  

∆ίνεται ότι η επιτάχυνση της βαρύτητας είναι ( = &�
�

)$
.  

3.51. Προσπαθώντας να ανασηκώσουµε µια ράβδο. 

Μια λεπτή οµογενής ράβδος µήκους 8m και µάζας 6kg, ηρεµεί σε λείο 

οριζόντιο επίπεδο. Μέσω ενός νήµατος, το οποίο έχουµε δέσει στο άκρο της 

Β, ασκούµε πάνω της µια κατακόρυφη δύναµη F, όπως στο σχήµα. 

i)  Αν το µέτρο της δύναµης είναι F=20Ν, παρατηρούµε ότι η ράβδος 

ισορροπεί. Να σχεδιάστε τις δυνάµεις που ασκούνται πάνω της, βρίσκοντας και την ροπή καθεµιάς, ως 

προς το µέσον της Ο. 

ii) Αυξάνουµε το µέτρο της ασκούµενης δύναµης στην τιµή F=30Ν. Σχεδιάστε ξανά τις δυνάµεις που 

ασκούνται στη ράβδο. 

θ  
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iii) Αν αυξήσουµε το µέτρο της δύναµης στην τιµή F=32Ν, παρατηρούµε ότι η ράβδος αρχίζει να 

ανασηκώνεται από το έδαφος. 

 α) Να βρεθεί η αρχική επιτάχυνση του µέσου της Ο της ράβδου. 

 β) Σε µια στιγµή t1 το άκρο Β της ράβδου, βρίσκεται σε ύψος h=4m από το έδαφος, ενώ το Α σε 

επαφή µε το έδαφος. Για την θέση αυτή να υπολογίσετε την ταχύτητα του Ο και την ταχύτητα  του 

άκρου Α της ράβδου. 

γ) Πόσο έχει µετατοπιστεί το άκρο Α της ράβδου από 0-t1; 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς κάθετο σε αυτήν άξονα που περνά από το µέσο της  

Ι= Μℓ
2/12 και g=10m/s2. 

3.52.  ∆ύο σφαίρες σε επαφή. 

 

∆ίνονται Ιc= 2/5 ΜR2 και g. 

3.53.  Ο κύλινδρος και η σανίδα. 

Σανίδα µάζας Μ = 7 kg , µήκους L = 2,4  m βρίσκεται πάνω σε λείο οριζόντιο δάπεδο. Πάνω στη σανίδα, 

στο αριστερό της άκρο, τοποθετείται κύλινδρος µάζας m = 1 kg , ακτίνας R = 0,2 m που φέρει εγκοπή 
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ακτίνας r =  0,1 m. Στην εγκοπή τυλίγεται αβαρές νήµα όπως δείχνει το σχήµα. Το χέρι κινείται µε 

επιτάχυνση α = 1 m/s2.  Ο κύλινδρος δεν ολισθαίνει στη σανίδα. 

 

i) Ποια θα είναι η επιτάχυνση του κυλίνδρου και ποια της σανίδας; 

ii)  Ποια θα είναι η τελική ταχύτητα της σανίδας; 

iii)  Πόσο έργο έχει προσφέρει το χέρι στο σύστηµα; 

3.54.  Ένα φρενάρισµα κυλίνδρου. 

 Ένας κύλινδρος µάζας Μ=200kg και ακτίνας R=0,6m 

στρέφεται χωρίς τριβές γύρω από οριζόντιο άξονα, που περνά 

από τα κέντρα των δύο βάσεών του, µε σταθερή γωνιακή 

ταχύτητα ω=10rad/s. Προκειµένου να τον σταµατήσουµε, 

στηρίζουµε πάνω του µια οµογενή  δοκό µήκους ℓ=4m και 

µάζας m=9kg, όπως στο σχήµα, όπου (ΑΓ)=1m ενώ η γωνία 

θ που σχηµατίζει µε το έδαφος  έχει ηµθ=0,6 (συνθ=0,8). 

Παρατηρούµε ότι η δοκός ισορροπεί, ενώ ο κύλινδρος 

σταµατά σε χρονικό διάστηµα ∆t=50s. 

i) Να υπολογιστεί ο συντελεστής τριβής ολίσθησης µεταξύ κυλίνδρου και δοκού. 

ii) Να βρεθεί η τριβή που δέχεται η δοκός από το έδαφος. 

iii) Ποιος ο ελάχιστος συντελεστής στατικής οριακής τριβής µεταξύ δοκού και εδάφους, χωρίς να 

γλιστρήσει η δοκός για το χρονικό διάστηµα περιστροφής του κυλίνδρου. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας του κυλίνδρου Ι= ½ ΜR2 και g=10m/s2. 

3.55. Ολίσθηση και κύλιση τροχού. 

Σε οριζόντιο επίπεδο ηρεµεί ένας τροχός µάζας Μ=10kg και ακτίνας =0,5m, ο οποίος 

παρουσιάζει µε το επίπεδο συντελεστές τριβής µ=µs=0,3. Σε µια στιγµή t=0 ασκείται 

στο κέντρο Ο του τροχού οριζόντια δύναµη F µέτρου F1=100Ν, ενώ τη στιγµή t1=2s, το 

µέτρο της δύναµης µειώνεται στην τιµή F2=60Ν. 

i) Να υπολογιστεί η κινητική ενέργεια του τροχού τη στιγµή t1. 

ii) Να κάνετε τη γραφική παράσταση της ταχύτητας του κέντρου Ο του τροχού µέχρι τη στιγµή t2=4s. 

iii) Να υπολογιστεί η ενέργεια που µετατρέπεται σε θερµική, µέχρι την παραπάνω στιγµή t2, εξαιτίας της 

τριβής που ασκείται στον τροχό. 

3.56. Γενικευµένοι νόµοι και ολίσθηση τροχού. 

B

Γ

Ο Ο

Α

θ
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Σε οριζόντιο επίπεδο ηρεµεί ένας τροχός µάζας Μ=10kg και ακτίνας =0,5m, ο οποίος παρουσιάζει µε το 

επίπεδο συντελεστές τριβής µ=µs=0,4. Σε µια στιγµή t=0 ασκείται στο κέντρο Ο του τροχού οριζόντια 

δύναµη F, η τιµή της οποίας µεταβάλλεται όπως στο διάγραµµα. 

 

i) Να αποδειχθεί ότι ο τροχός θα αρχίσει να περιστρέφεται, αλλά και να ολισθαίνει. 

ii) Να βρεθεί η χρονική στιγµή που ο τροχός θα πάψει να ολισθαίνει και πλέον θα κυλίεται. 

 iii) Για την χρονική στιγµή t1=1s να βρεθούν η ισχύς της δύναµης, ο ρυθµός µεταβολής της κινητικής 

ενέργειας του τροχού, καθώς και ο ρυθµός µε τον οποίο η µηχανική ενέργεια µετατρέπεται σε θερµική 

εξαιτίας της τριβής. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας του τροχού ως προς τον άξονα περιστροφής του Ι= ½ ΜR2 και g=10m/s2. 

3.57. Κύλινδρος και σκαλοπάτι. 

Στο διπλανό σχήµα, ο κύλινδρος ακτίνας R, ισορροπεί ενώ δέχεται οριζόντια 

δύναµη F, ασκούµενη στο σηµείο Α, όπου  η ακτίνα ΟΑ σχηµατίζει γωνία 

φ=60° µε την κατακόρυφη. Το λείο σκαλοπάτι, ύψους h > R εµποδίζει την 

κίνηση του κυλίνδρου. Αν F= ½ w, όπου w το βάρος του κυλίνδρου: 

i)  Να υπολογίστε την δύναµη που δέχεται ο κύλινδρος από το σκαλοπάτι. 

ii)  Να αποδείξτε ότι ο κύλινδρος δέχεται τριβή από το οριζόντιο επίπεδο και στη συνέχεια να 

υπολογίστε την τιµή της. 

iii) Ποιος ο ελάχιστος συντελεστής οριακής στατικής τριβής µεταξύ κυλίνδρου και οριζοντίου επιπέδου 

ώστε να εξασφαλίζεται η ισορροπία του κυλίνδρου; 

iv) Αν σε µια στιγµή αυξήσουµε το µέτρο της ασκούµενης δύναµης στην τιµή F΄= ¾ w ενώ ο 

συντελεστής τριβής ολίσθησης µεταξύ κυλίνδρου και οριζοντίου επιπέδου, είναι ίσος µε την ελάχιστη 

τιµή του συντελεστή οριακής τριβής του προηγούµενου ερωτήµατος, να υπολογίσετε την αρχική 

γωνιακή επιτάχυνση που θα αποκτήσει ο κύλινδρος.  

Εφαρµογή:  R=0,5m, g=10m/s2, ενώ για τον κύλινδρο ως προς τον άξονά του Ι= ½ ΜR2. 

3.58. Τραβάω το χαρτόνι και ο κύλινδρος βρίσκεται στο δάπεδο. 

Τραβάω το χαρτόνι µε σταθερή επιτάχυνση 4 m/s2. 

Ο κοίλος, µε λεπτό τοίχωµα, κύλινδρος δεν θα ολισθήσει ούτε στο 

χαρτόνι, ούτε στο τραπέζι. 

i) Με ποια επιτάχυνση και ποια γωνιακή επιτάχυνση θα 

κινηθεί; 

F
r

A

O

ϕ

K
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ii)  Όταν θα βρεθεί στο τραπέζι πόση είναι η ταχύτητά του και πόση η γωνιακή του ταχύτητα; 

iii)  Ποια θα είναι η τελική του ταχύτητα; 

iv) Πόση η απώλεια µηχανικής ενέργειας και πόσο έργο πρόσφερε το χέρι αν η µάζα του χαρτονιού είναι 

αµελητέα; 

2
1 , 0,5, 10

m
m kg g

s
µ = = = 

 
 

3.59. Μια σανίδα σε ηµικυκλική τροχιά. 

Μια οµογενής σανίδα µήκους 1m και µάζας 2kg, αφήνεται να κινηθεί από µια ορισµένη θέση ενός λείου 

κοίλου ηµισφαιρίου, κατά µήκος της ηµικυκλικής τροχιάς του σχήµατος, κέντρου Ο και ακτίνας R=1m. 

Μετά από λίγο, η σανίδα γίνεται οριζόντια (δεξιό σχήµα). Τη στιγµή αυτή τα άκρα της Α και Β έχουν 

ταχύτητες ίσου µέτρου υ=2m/s. 

O O

AB

R
l

M

 

Για την οριζόντια αυτή θέση ζητούνται: 

i) Η ταχύτητα του µέσου Μ της σανίδας. 

ii) Η κινητική της ενέργεια. 

iii) Η στροφορµή της σανίδας, ως προς άξονα κάθετο στο επίπεδο της σελίδας, που περνά από το κέντρο 

Ο της τροχιάς. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας της σανίδας ως προς κάθετο άξονα, ο οποίος περνά από το κέντρο µάζας της 

Ιcm= Μℓ
2/12 

3.60. Ένας κύβος σε ηµικυλινδρική κοίλη επιφάνεια. 

O

Ra2

ϑ

 

Ένας κύβος ακµής 2α και µάζας m, τοποθετείται στο εσωτερικό µιας κοίλης ηµικυλινδρικής επιφάνειας 

ακτίνας R=10α, σε τέτοια θέση, ώστε η ακτίνα που περνά από το κέντρο µάζας του, να σχηµατίζει γωνία θ 

µε την κατακόρυφη, όπου ηµθ=0,6 και συνθ=0,8.  

 i) Αν για το συντελεστή οριακής στατικής τριβής, µεταξύ κύβου και επιφάνειας ισχύει µs=0,5, τότε ο 

κύβος: 
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α) Θα ισορροπήσει. 

β) Θα ανατραπεί. 

γ) Θα ολισθήσει κατά µήκος της επιφάνειας. 

δ) Θα ολισθήσει και ταυτόχρονα θα ανατραπεί. 

ii)  Αν τη στιγµή που η ακτίνα που περνά από το κέντρο µάζας Κ του κύβου, γίνεται κατακόρυφη, το 

µέτρο της ταχύτητας του Κ, είναι ga21 =υ , τότε η µηχανική ενέργεια που µετατρέπεται σε 

θερµική, κατά την κάθοδο του κύβου, είναι: 

α) µικρότερη από 0,8mgα,   β) ίση µε 0,8mgα     γ) µεγαλύτερη από 0,8mgα. 

Να δικαιολογήσετε τις απαντήσεις σας. 

Θεωρείστε την απόσταση του κέντρου Κ του κύβου από το κέντρο της τροχιάς Ο ίση µε R-α=9α. 

 

 

 


