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Η ΜΕΤΑΦΟΡΑ ΤΗΣ ΟΡΜΗΣ ΚΑΙ ΟΙ ΜΕΤΑΤΡΟΠΕΣ ΤΗΣ ΕΝΕΡΓΕΙΑΣ  
ΣΤΗΝ ΚΕΝΤΡΙΚΗ ΕΛΑΣΤΙΚΗ ΚΡΟΥΣΗ  

ΘΕΜΑ  
Μια μικρή σφαίρα μάζας 𝐦𝟏 κινείται με ταχύτητα 𝛖𝟏 στο λείο οριζόντιο επίπεδο. 
Η σφαίρα συγκρούεται κεντρικά και ελαστικά με άλλη ακίνητη σφαίρα μάζας 𝐦𝟐. 
Αμέσως μετά την κρούση οι σφαίρες με μάζες 𝐦𝟏 και 𝐦𝟐 αποκτούν ταχύτητες 𝛖𝟏

′  
και 𝛖𝟐

′  αντίστοιχα. 

 

𝟏) Να αποδειχθεί ότι κατά την διάρκεια της επαφής των σφαιρών οι ταχύτητες 
των σφαιρών δίνονται από τις σχέσεις: 

𝛖𝟏
′ =

𝐦𝟏 + (𝟏 − 𝐱)𝐦𝟐
𝐦𝟏 +𝐦𝟐

𝛖𝟏  (𝟏) 

 

𝛖𝟐
′ =

𝐱𝐦𝟏
𝐦𝟏 +𝐦𝟐

𝛖𝟏  (𝟐) 

με  𝟎 ≤ 𝐱 ≤ 𝟐 
Να βρεθεί η σχέση των ταχυτήτων 𝛖𝟏

′  και 𝛖𝟐
′  όταν 𝐱 = 𝟏. 

 
𝟐) Να αποδειχθεί ότι το κλάσμα της αρχικής κινητικής ενέργειας 𝚱𝟏 της 

σφαίρας μάζας 𝐦𝟏 που μεταφέρθηκε στη σφαίρα μάζας 𝐦𝟐 δίνεται από τη 
σχέση: 

𝚱𝟐
′

𝚱𝟏
=

𝐦𝟏𝐦𝟐
(𝐦𝟏 +𝐦𝟐)

𝟐
𝐱𝟐   (𝟑) 

και να γίνει το διάγραμμα 
𝚱𝟐
′

𝚱𝟏
= 𝐟(𝐱) 

 
𝟑) Να αποδειχθεί ότι το κλάσμα της αρχικής κινητικής ενέργειας 𝚱𝟏 της 

σφαίρας μάζας 𝐦𝟏 που μετατράπηκε σε δυναμική ενέργεια παραμόρφωσης 
δίνεται από τη σχέση: 

𝐔

𝚱𝟏
=

𝐦𝟐
𝐦𝟏 +𝐦𝟐

(−𝐱𝟐 + 𝟐𝐱)   (𝟒) 

και να γίνει το διάγραμμα: 
𝐔

𝚱𝟏
= 𝐟(𝐱) 

και να υπολογιστεί η μέγιστη τιμή του κλάσματος. 
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𝟒) Να αποδειχθεί ότι τα έργα των δυνάμεων 𝐅𝟏 και 𝐅𝟐 που δέχονται κατά τη 
διάρκεια της κρούσης οι σφαίρες με μάζες 𝐦𝟏 και 𝐦𝟐 αντίστοιχα, δίνονται 
από τις σχέσεις: 

𝐖𝐅𝟏 =
[(𝐱 − 𝟐)𝐦𝟐−𝟐𝐦𝟏]𝐱𝐦𝟐

(𝐦𝟏 +𝐦𝟐)
𝟐

𝐊𝟏  (𝟓) 

  

𝐖𝐅𝟐 =
𝐱𝟐𝐦𝟏𝐦𝟐
(𝐦𝟏 +𝐦𝟐)

𝟐
𝐊𝟏  (𝟔) 

Να βρεθούν οι τιμές του 𝐱 για τις οποίες ισχύει: 𝐖𝐅𝟏 = −𝐖𝐅𝟐  

 
Λύση 
𝟏)    Εφαρμόζουμε την 𝚨. 𝚫. 𝚶. για την κρούση: 

𝐩𝛌ί𝛄𝛐 𝛑𝛒𝛊𝛎 = 𝐩𝛌ί𝛄𝛐 𝛍𝛆𝛕ά  𝐦𝟏𝛖𝟏 = 𝐦𝟏𝛖𝟏
′ +𝐦𝟐𝛖𝟐

′    (𝟕) 
 Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (𝟏) και (𝟐) στην (𝟕) έχουμε: 

𝐦𝟏𝛖𝟏
′ +𝐦𝟐𝛖𝟐

′ = 𝐦𝟏
𝐦𝟏 + (𝟏 − 𝐱)𝐦𝟐
𝐦𝟏 +𝐦𝟐

𝛖𝟏 +𝐦𝟐
𝐱𝐦𝟏

𝐦𝟏 +𝐦𝟐
𝛖𝟏 

𝐦𝟏𝛖𝟏
′ +𝐦𝟐𝛖𝟐

′ =
𝐦𝟏𝛖𝟏
𝐦𝟏 +𝐦𝟐

[𝐦𝟏 + (𝟏 − 𝐱)𝐦𝟐 + 𝐱𝐦𝟐]  

𝐦𝟏𝛖𝟏
′ +𝐦𝟐𝛖𝟐

′ =
𝐦𝟏𝛖𝟏
𝐦𝟏 +𝐦𝟐

(𝐦𝟏 +𝐦𝟐)  

𝐦𝟏𝛖𝟏
′ +𝐦𝟐𝛖𝟐

′ = 𝐦𝟏𝛖𝟏 
Για 𝐱 = 𝟏 οι σχέσεις (𝟏) και (𝟐) δίνουν: 

𝛖𝟏
′ = 𝛖𝟐

′ =
𝐦𝟏

𝐦𝟏 +𝐦𝟐
𝛖𝟏 

 
 
 
 
 
 
Στο δοπλανό διάγραμμα βλέπουμε πως μεταβάλλονται 
οι δυνάμεις 𝐅𝟏 και 𝐅𝟐 σε συνάρτηση με το χρόνο επαφής 
των σφαιρών. 
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Στο διπλανό διάγραμμα 
βλέπουμε πως μεταβάλλονται 
οι ταχύτητες 𝛖𝟏

′  και 𝛖𝟐
′  σε 

συνάρτηση με το χρόνο επαφής 
των σφαιρών όταν 𝐦𝟏 = 𝐦𝟐. 
 
 
 
𝟐) Το κλάσμα της αρχικής κινητικής ενέργειας 𝚱𝟏 της σφαίρας μάζας 𝐦𝟏 που 

μεταφέρθηκε στη σφαίρα μάζας 𝐦𝟐 είναι: 

𝚱𝟐
′

𝚱𝟏
=

𝟏
𝟐
𝐦𝟐𝛖𝟐

′ 𝟐

𝟏
𝟐
𝐦𝟏𝛖𝟏

𝟐

𝚱𝟐
′

𝚱𝟏
=
𝐦𝟐
𝐦𝟏
(
𝛖𝟐
′

𝛖𝟏
)

𝟐


𝚱𝟐
′

𝚱𝟏
=
𝐦𝟐
𝐦𝟏
(
𝐱𝐦𝟏

𝐦𝟏 +𝐦𝟐
)
𝟐

 

𝚱𝟐
′

𝚱𝟏
=

𝐦𝟏𝐦𝟐
(𝐦𝟏 +𝐦𝟐)

𝟐
𝐱𝟐 

 
 
 
 
Το ζητούμενο διάγραμμα για 
 𝐦𝟏 = 𝛌𝐦𝟐, είναι: 
 
 
 
 
 
𝟑)       Από την 𝚨. 𝚫.𝚳. 𝚬. έχουμε: 

𝚱𝟏 = 𝚱𝟏
′ + 𝚱𝟐

′ + 𝐔  𝐔 = 𝚱𝟏 − 𝚱𝟏
′ − 𝚱𝟐

′    (𝟖) 
Το κλάσμα της αρχικής κινητικής ενέργειας 𝚱𝟏 της σφαίρας μάζας 𝐦𝟏 που 
μετατράπηκε σε δυναμική ενέργεια παραμόρφωσης είναι: 

𝐔

𝚱𝟏
=
𝚱𝟏 − 𝚱𝟏

′ − 𝚱𝟐
′

𝚱𝟏

(𝟖) 
⇔  

𝐔

𝚱𝟏
= 𝟏 −

𝚱𝟏
′

𝚱𝟏
−
𝚱𝟐
′

𝚱𝟏
 

𝐔

𝚱𝟏
= 𝟏 −

𝟏
𝟐
𝐦𝟏𝛖𝟏

′ 𝟐

𝟏
𝟐
𝐦𝟏𝛖𝟏

𝟐
−

𝟏
𝟐
𝐦𝟐𝛖𝟐

′ 𝟐

𝟏
𝟐
𝐦𝟏𝛖𝟏

𝟐
 

𝐔

𝚱𝟏
= 𝟏 − (

𝛖𝟏
′

𝛖𝟏
)

𝟐

−
𝐦𝟐
𝐦𝟏
(
𝛖𝟐
′

𝛖𝟏
)

𝟐
(𝟐),(𝟑)
⇔    

𝐔

𝚱𝟏
= 𝟏 − (

𝐱𝐦𝟏
𝐦𝟏 +𝐦𝟐

)
𝟐

−
𝐦𝟐
𝐦𝟏
(
𝐱𝐦𝟏

𝐦𝟏 +𝐦𝟐
)
𝟐

 

𝐔

𝚱𝟏
=

𝐦𝟐
𝐦𝟏 +𝐦𝟐

(−𝐱𝟐 + 𝟐𝐱) 
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Για 𝐱 = 𝟏 το κλάσμα μεγιστοποιείται: 

(
𝐔

𝚱𝟏
)
𝐦𝐚𝐱

=
𝐦𝟐

𝐦𝟏 +𝐦𝟐
 (

𝐔

𝚱𝟏
)
𝐦𝐚𝐱

=
𝟏

𝛌 + 𝟏
 

 
 
 
 
Το ζητούμενο διάγραμμα για 𝐦𝟏 = 𝛌𝐦𝟐, είναι: 
 
 
 
 
𝟒)       Για το έργο της 𝐅𝟏 έχουμε: 

𝐖𝐅𝟏 = 𝚫𝚱𝟏 𝐖𝐅𝟏 = 𝚱𝟏
′ − 𝚱𝟏  𝐖𝐅𝟏 =

𝟏

𝟐
𝐦𝟏𝛖𝟏

′ 𝟐 −
𝟏

𝟐
𝐦𝟏𝛖𝟏

𝟐
(𝟏)
⇔ 

𝐖𝐅𝟏 =
𝟏

𝟐
𝐦𝟏𝛖𝟏

𝟐
[(𝐱 − 𝟐)𝐦𝟐−𝟐𝐦𝟏]𝐱𝐦𝟐

(𝐦𝟏 +𝐦𝟐)
𝟐

 

𝐖𝐅𝟏 =
[(𝐱 − 𝟐)𝐦𝟐−𝟐𝐦𝟏]𝐱𝐦𝟐

(𝐦𝟏 +𝐦𝟐)
𝟐

𝐊𝟏 

𝐖𝐅𝟐 = 𝚫𝚱𝟐 𝐖𝐅𝟏 = 𝚱𝟐
′ − 𝚱𝟐  𝐖𝐅𝟐 = 𝚱𝟐

′
(𝟑)
⇔ 

𝐖𝐅𝟐 =
𝐦𝟏𝐦𝟐

(𝐦𝟏 +𝐦𝟐)
𝟐
𝐱𝟐 𝐊𝟏   

Είναι: 

𝐖𝐅𝟏 = −𝐖𝐅𝟐 
[(𝐱 − 𝟐)𝐦𝟐−𝟐𝐦𝟏]𝐱𝐦𝟐

(𝐦𝟏 +𝐦𝟐)
𝟐

𝐊𝟏 = −
𝐦𝟏𝐦𝟐

(𝐦𝟏 +𝐦𝟐)
𝟐
𝐱𝟐 𝐊𝟏 

[(𝐱 − 𝟐)𝐦𝟐−𝟐𝐦𝟏]𝐱𝐦𝟐 = −𝐦𝟏𝐦𝟐𝐱
𝟐  𝐱(𝐱 − 𝟐)(𝐦𝟏 +𝐦𝟐) = 𝟎  

𝐱 = 𝟎 ή 𝐱 = 𝟐 
Συνεπώς στο τέλος της κρούσης τα έργα είναι αντίθετα.  
Σχόλιο: Απόδειξη της σχέσης 

𝛖𝟏
′ + 𝛖𝟏 = 𝛖𝟐

′ + 𝛖𝟐 
Με τη βοήθεια των  𝚨. 𝚫.𝚶. και 𝚨. 𝚫.𝚳. 𝚬. σε μια κεντρική ελαστική κρούση έχουμε: 

{
𝚫𝐩𝟏 = −𝚫𝐩𝟐
𝚫𝚱𝟏 = −𝚫𝚱𝟐

 {

𝚫𝐩𝟏 = −𝚫𝐩𝟐
𝟏

𝟐
𝐦𝟏𝛖𝟏

′ 𝟐 −
𝟏

𝟐
𝐦𝟏𝛖𝟏

𝟐 = −(
𝟏

𝟐
𝐦𝟐𝛖𝟐

′ 𝟐 −
𝟏

𝟐
𝐦𝟐𝛖𝟐

𝟐)
 

{
𝚫𝐩𝟏 = −𝚫𝐩𝟐

𝐦𝟏(𝛖𝟏
′ 𝟐 − 𝛖𝟏

𝟐) = −𝐦𝟐(𝛖𝟐
′ 𝟐 − 𝛖𝟐

𝟐)
 

{
𝚫𝐩𝟏 = −𝚫𝐩𝟐

𝐦𝟏(𝛖𝟏
′ − 𝛖𝟏)(𝛖𝟏

′ + 𝛖𝟏) = −𝐦𝟐(𝛖𝟐
′ − 𝛖𝟐)(𝛖𝟐

′ + 𝛖𝟐)
 

{
𝚫𝐩𝟏 = −𝚫𝐩𝟐

𝚫𝐩𝟏(𝛖𝟏
′ + 𝛖𝟏) = −𝚫𝐩𝟐(𝛖𝟐

′ + 𝛖𝟐)
 

𝛖𝟏
′ + 𝛖𝟏 = 𝛖𝟐

′ + 𝛖𝟐 


